Google 


This  is  a  digital  copy  of  a  book  that  was  prcscrvod  for  gcncrations  on  library  shclvcs  bcforc  it  was  carcfully  scannod  by  Google  as  pari  of  a  projcct 

to  make  the  world's  books  discoverablc  online. 

It  has  survived  long  enough  for  the  Copyright  to  expire  and  the  book  to  enter  the  public  domain.  A  public  domain  book  is  one  that  was  never  subject 

to  Copyright  or  whose  legal  Copyright  term  has  expired.  Whether  a  book  is  in  the  public  domain  may  vary  country  to  country.  Public  domain  books 

are  our  gateways  to  the  past,  representing  a  wealth  of  history,  cultuie  and  knowledge  that's  often  difficult  to  discover. 

Marks,  notations  and  other  maiginalia  present  in  the  original  volume  will  appear  in  this  flle  -  a  reminder  of  this  book's  long  journcy  from  the 

publisher  to  a  library  and  finally  to  you. 

Usage  guidelines 

Google  is  proud  to  partner  with  libraries  to  digitize  public  domain  materials  and  make  them  widely  accessible.  Public  domain  books  belong  to  the 
public  and  we  are  merely  their  custodians.  Nevertheless,  this  work  is  expensive,  so  in  order  to  keep  providing  this  resource,  we  have  taken  Steps  to 
prcvcnt  abuse  by  commercial  parties,  including  placing  lechnical  restrictions  on  automated  querying. 
We  also  ask  that  you: 

+  Make  non-commercial  use  ofthefiles  We  designed  Google  Book  Search  for  use  by  individuals,  and  we  request  that  you  use  these  files  for 
personal,  non-commercial  purposes. 

+  Refrain  fivm  automated  querying  Do  not  send  automated  queries  of  any  sort  to  Google's  System:  If  you  are  conducting  research  on  machinc 
translation,  optical  character  recognition  or  other  areas  where  access  to  a  laige  amount  of  text  is  helpful,  please  contact  us.  We  encouragc  the 
use  of  public  domain  materials  for  these  purposes  and  may  be  able  to  help. 

+  Maintain  attributionTht  GoogXt  "watermark"  you  see  on  each  flle  is essential  for  informingpcoplcabout  this  projcct  and  hclping  them  lind 
additional  materials  through  Google  Book  Search.  Please  do  not  remove  it. 

+  Keep  it  legal  Whatever  your  use,  remember  that  you  are  lesponsible  for  ensuring  that  what  you  are  doing  is  legal.  Do  not  assume  that  just 
because  we  believe  a  book  is  in  the  public  domain  for  users  in  the  United  States,  that  the  work  is  also  in  the  public  domain  for  users  in  other 
countries.  Whether  a  book  is  still  in  Copyright  varies  from  country  to  country,  and  we  can'l  offer  guidance  on  whether  any  speciflc  use  of 
any  speciflc  book  is  allowed.  Please  do  not  assume  that  a  book's  appearance  in  Google  Book  Search  mcans  it  can  bc  used  in  any  manner 
anywhere  in  the  world.  Copyright  infringement  liabili^  can  be  quite  severe. 

Äbout  Google  Book  Search 

Google's  mission  is  to  organizc  the  world's  Information  and  to  make  it  univcrsally  accessible  and  uscful.   Google  Book  Search  hclps  rcadcrs 
discover  the  world's  books  while  hclping  authors  and  publishers  rcach  ncw  audicnccs.  You  can  search  through  the  füll  icxi  of  ihis  book  on  the  web 

at|http: //books.  google  .com/l 


Google 


IJber  dieses  Buch 

Dies  ist  ein  digitales  Exemplar  eines  Buches,  das  seit  Generationen  in  den  Realen  der  Bibliotheken  aufbewahrt  wurde,  bevor  es  von  Google  im 
Rahmen  eines  Projekts,  mit  dem  die  Bücher  dieser  Welt  online  verfugbar  gemacht  werden  sollen,  sorgfältig  gescannt  wurde. 
Das  Buch  hat  das  Uiheberrecht  überdauert  und  kann  nun  öffentlich  zugänglich  gemacht  werden.  Ein  öffentlich  zugängliches  Buch  ist  ein  Buch, 
das  niemals  Urheberrechten  unterlag  oder  bei  dem  die  Schutzfrist  des  Urheberrechts  abgelaufen  ist.  Ob  ein  Buch  öffentlich  zugänglich  ist,  kann 
von  Land  zu  Land  unterschiedlich  sein.  Öffentlich  zugängliche  Bücher  sind  unser  Tor  zur  Vergangenheit  und  stellen  ein  geschichtliches,  kulturelles 
und  wissenschaftliches  Vermögen  dar,  das  häufig  nur  schwierig  zu  entdecken  ist. 

Gebrauchsspuren,  Anmerkungen  und  andere  Randbemerkungen,  die  im  Originalband  enthalten  sind,  finden  sich  auch  in  dieser  Datei  -  eine  Erin- 
nerung an  die  lange  Reise,  die  das  Buch  vom  Verleger  zu  einer  Bibliothek  und  weiter  zu  Ihnen  hinter  sich  gebracht  hat. 

Nu  tzungsrichtlinien 

Google  ist  stolz,  mit  Bibliotheken  in  Partnerschaft  lieber  Zusammenarbeit  öffentlich  zugängliches  Material  zu  digitalisieren  und  einer  breiten  Masse 
zugänglich  zu  machen.     Öffentlich  zugängliche  Bücher  gehören  der  Öffentlichkeit,  und  wir  sind  nur  ihre  Hüter.     Nie htsdesto trotz  ist  diese 
Arbeit  kostspielig.  Um  diese  Ressource  weiterhin  zur  Verfügung  stellen  zu  können,  haben  wir  Schritte  unternommen,  um  den  Missbrauch  durch 
kommerzielle  Parteien  zu  veihindem.  Dazu  gehören  technische  Einschränkungen  für  automatisierte  Abfragen. 
Wir  bitten  Sie  um  Einhaltung  folgender  Richtlinien: 

+  Nutzung  der  Dateien  zu  nichtkommerziellen  Zwecken  Wir  haben  Google  Buchsuche  Tür  Endanwender  konzipiert  und  möchten,  dass  Sie  diese 
Dateien  nur  für  persönliche,  nichtkommerzielle  Zwecke  verwenden. 

+  Keine  automatisierten  Abfragen  Senden  Sie  keine  automatisierten  Abfragen  irgendwelcher  Art  an  das  Google-System.  Wenn  Sie  Recherchen 
über  maschinelle  Übersetzung,  optische  Zeichenerkennung  oder  andere  Bereiche  durchführen,  in  denen  der  Zugang  zu  Text  in  großen  Mengen 
nützlich  ist,  wenden  Sie  sich  bitte  an  uns.  Wir  fördern  die  Nutzung  des  öffentlich  zugänglichen  Materials  fürdieseZwecke  und  können  Ihnen 
unter  Umständen  helfen. 

+  Beibehaltung  von  Google-MarkenelementenDas  "Wasserzeichen"  von  Google,  das  Sie  in  jeder  Datei  finden,  ist  wichtig  zur  Information  über 
dieses  Projekt  und  hilft  den  Anwendern  weiteres  Material  über  Google  Buchsuche  zu  finden.  Bitte  entfernen  Sie  das  Wasserzeichen  nicht. 

+  Bewegen  Sie  sich  innerhalb  der  Legalität  Unabhängig  von  Ihrem  Verwendungszweck  müssen  Sie  sich  Ihrer  Verantwortung  bewusst  sein, 
sicherzustellen,  dass  Ihre  Nutzung  legal  ist.  Gehen  Sie  nicht  davon  aus,  dass  ein  Buch,  das  nach  unserem  Dafürhalten  für  Nutzer  in  den  USA 
öffentlich  zugänglich  ist,  auch  für  Nutzer  in  anderen  Ländern  öffentlich  zugänglich  ist.  Ob  ein  Buch  noch  dem  Urheberrecht  unterliegt,  ist 
von  Land  zu  Land  verschieden.  Wir  können  keine  Beratung  leisten,  ob  eine  bestimmte  Nutzung  eines  bestimmten  Buches  gesetzlich  zulässig 
ist.  Gehen  Sie  nicht  davon  aus,  dass  das  Erscheinen  eines  Buchs  in  Google  Buchsuche  bedeutet,  dass  es  in  jeder  Form  und  überall  auf  der 
Welt  verwendet  werden  kann.  Eine  Urheberrechtsverletzung  kann  schwerwiegende  Folgen  haben. 

Über  Google  Buchsuche 

Das  Ziel  von  Google  besteht  darin,  die  weltweiten  Informationen  zu  organisieren  und  allgemein  nutzbar  und  zugänglich  zu  machen.  Google 
Buchsuche  hilft  Lesern  dabei,  die  Bücher  dieser  Welt  zu  entdecken,  und  unterstützt  Autoren  und  Verleger  dabei,  neue  Zielgruppcn  zu  erreichen. 
Den  gesamten  Buchtext  können  Sie  im  Internet  unter|http:  //books  .  google  .coiril  durchsuchen. 


LEHRBUCH  DER  ANALYSIS 


VON 


RUDOLF  LIPSCHITZ 


ZWEITER  BAND 

DIFFERENTIAL-  UND  INTEGRALRECHNUNG 


BONN 

VERLAG  VON  MAX  COHEN  &  SOHN  (FR.  COHEN) 

1880 


DIFFERENTIAL- 


UND 


INTEGRALRECHNUNG 


VON 


RUDOLF  LIPSCHITZ 


.'    -  ,,  i:  ,-,  .■■.  OVi \ 


\  '^^  ..1 


^^' 


B2  1  ^  i, 


.vv 


V  V 


.-_i»' 


BONN 

VERLAG  VON  MAX  COHEN  &  SOHN  {^"^^  COHEN) 

1880 


Das  Rocht  der  Uel>er8otzutig  bleibt  vurbchalten. 


Inhaltsverzeichnis  8. 


Abschnitt  I. 

DUÜMrentlal-  und  Intoffralreohniuiff  für  reelle  OrÖMen. 

Capitel  I. 
Differentiation  Yon  Functionen  einer  reellen  yariabeln  Grösse. 

Seite 

§     1.     Ziele  der  Differential-  und  Integralrechnung 1 

§  2.  Zurückführung  der  analytischen  Bestimmung  eines  geome- 
trischen Ortes  in  der  Ebene  auf  die  Bestimmung  einer  Func- 
tion einer  veränderlichen  Grösse 6 

§  3.  Geometrische  Deutung  einer  stetigen  Function  einer  veränder- 
lichen Grösse.  Bestimmung  der  Lage  einer  Sehne  einer  ebenen 
Curve 14 

§     4.     Bestimmung  der  Lage  der  geraden  Linie,    durch  welche  eine 

ebene  Corvo  in  einem  gegebenen  Punkte  berührt  wird  ...       17 

§  5.  Definition  des  Differentialquotienten  einer  Function  einer  Va- 
riable als  Grenzwerth  des  Quotienten  bei  der  Division  der 
Differenz  zweier  Werthe  der  Variable  in  die  Differenz  der 
zugeordneten  Werthe  der  Function 22 

g  6.  Differentiation  der  Summe,  der  Differenz,  des  Products  von 
zwei  Functionen  einer  Variable.  Differentiation  einer  alge- 
braischen rationalen  ganzen  Function  einer  Variable  ....       28 

§     7.     Differentiation  des  Quotienten  von  zwei  Functionen  einer  Va- 


• 


VI  Inhaltsverzcicbniss. 

Seite 

riable.     Differentiation  einer  algebraischen  rationalen  gebro- 
chenen Function  einer  Variable 31 

§    8.    Fortsetzung.    Unendlichwerden  einer  algebraischen  rationalen 

gebrochenen  Function  einer  Variable 37 

§    9.     Differentiation  einer  algebraischen  mit   Hülfe   von  Wurzel- 

auszichung  dargestellten  Function  einer  Variable 42 

§  10.    Differentiation  eines  Logarithmen      52 

§  11.  Beziehung  zwischen  den  Differenzialquotienten  zweier  Func- 
tionen, von  denen  die  eine  die  umgekehrte  Function  ^er 
andern  ist.  Differentiation  einer  Exponcntialfunction    ....       62 

§  12.  Differentiation  einer  Function,  deren  Argument  eine  Func- 
tion einer  unabhängigen  Variable  ist.  Anwendungen  auf 
logarithmischo  Functionen,  Exponcntialfunctioneu  und  Po- 
tenzausdrücke mit  veränderlicher  Basis  und  veränderlichem 
Exponenten      65 

§  18.    Differentiation  der  trigonometrischen  Functionen 69 

§14.  Differentiation  der  inversen  trigonometrischen  Functionen. 
Rein  analytische  Definition  der  inversen  und  directen  trigono- 
metrischen Functionen 72 

§  15.    Differenzen    verschiedener   Ordnungen    einer   Function   einer 

Variable 82 

§  16.  Differentialquotienten  verschiedener  Ordnungen  einer  Func- 
tion einer  Variable 86 


Capitel  IL 
Prineipicn  der  Integration. 

§17.     Umkehrung  der  Aufgabe  der  Differentiation 91 

§  18.    Umkehrung  der  Aufgabe,  einen  Differenzenquotienten  zu  bilden  91 

§  19.    Geometrische  Deutung  eines  Summenausdruoks 94 

§  20.     Grenzwerth  eines  Summenausdrucks 96 

§21.    Bestimmung  des  Inhalts  eines  ebenen  Flächenstücks    ....  101 

§  22.    Beweis  der  Möglichkeit,  eine  gegebene  Function  einer  Variable 

zu  integriren 105 

§  23.    Ausführung  der  Integration  für  einzelne  Fälle 109 

§  24.     Unbestimmtes  und  bestimmtes  Integral 115 


InhaltsverzeiühiiiBS.  VII 

Seite 

§  25.     Hauptsätze  der  Rechnung  mit  Integralen.  Transformation  eines 

Integrals  durch  Einführung  einer  neuen  Variable 123 

§  26.    Satz  vom  Mittelwerthe 138 


Capitel  III. 
Eot Wickelung  i on  Fonctioneu  einer  rariabeln  Orö88e  in  Potenzreilicn« 

§  27.     Taylor'scher  Satz  mit  vollständigem  Restausdruck 138 

§  28.    Mac  Laurin'schcr  Satz  mit  vollständigem  Restausdruck  .    .    .      144 

§  29.     Unbegrenzte  £ntwickelung  einer  Function  durch  den  Taylor'- 

sehen  und  Mac  Laurin'schen  Satz 145 

§  30.     Binomialreihe 146 

§  30.     Logarithmische  Reihe.    Vergleichung   eines  Logarithmus  mit 

der  Summe  einer  harmonischen  Reihe 152 

§  .32.    Reihen  für  die  Exponentialfunctioh  und  die  trigonometrischen 

Functionen  Sinus  und  Cosinus 159 

§  33.  Reihe  für  die  Function  Arcus  tangentis.  Differentiation  von 
algebraischen  rationalen  aus  einer  reellen  Variable  und  aus 
complexen  oonstanten  Grössen  gebildeten  Functionen  ....     161 


Capitel  IV. 

Anwendungen  der  nacli  den  Potenzen  einer  yariabeln  Grösse  fort- 

sclireitenden  Reilien« 

§  34.     Bestimmung  der  grösten  und  kleinsten  Werthe  von  Functionen 

einer  variabeln  Grösse 171 

§  35.     Geometrische  Deutung  der  Maxima  und  Minima  einer  Func- 
tion einer  variabeln  Grösse 177 

§  36.     Einzelne  Aufgaben  de  Maximis  et  Minimis 178 

§  37.     Berührungen     verschiedener     Ordnungen     zwischen     ebenen 

Curven 184 

§  38.     Grenzwerthe  von  Quotienten  gleichzeitig  gegen  die  Null  ab- 
nehmender Functionen 194 

§  39.     Uebergang  von  Differenzenquotienten  zu  Differentialquotienten 


VIII  InhflJtsvcrzüichtiiss. 

Seite 

gleich  hoher  Ordnung.    Umformung  der  Interpolationsformel 
von  Lagrange  in  eine  von  Newton  herrührende  Gestalt  ...     199 

§  40.    Kloine  Grössen  verschiedener  Ordnungen 207 

§  41.    Differentiale    verschiedener    Ordnungen.      Unendlich    kleine 

Grössen 213 


Capitel  V. 
Differentiation  von  Functionen  melirerer  Yariabeln. 

§  42.    Functionen  von  mehreren  Variabein.    Einfach  und  mehrfach 

ausgedehnte,  unstetige  und  stetige  Mannigfaltigkeiten      .    .    .     223 

§  43.    Stetige  Functionen  von  mehreren  Variabcln 232 

§  44.    Vollständige  und  partielle  Differenzen  von  Functionen  mehrerer 

Variabein 234 

§  46.    Differentiale  von   Functionen  mehrerer   Variabein.    Partielle 

Differentialquotienten 242 

§  46.  Partielle  Differentialquotienten  von  rationalen  ganzen  Func- 
tionen mehrerer  Variabein.  Euler'scher  Satz  von  den  ganzen 
homogenen  Functionen.  Vollständiges  Differential  einer  De- 
terminante   248 

§  47.    Geometrische  Deutung  des  Differentials  einer  Function  zweier 

Variabein 252 

§  48.    Bestimmung  der  Ebene,   von  welcher   eine  Fläche  in  einem 

gegebenen  Punkte  berührt  wird 258 

§  49.    Differentiation  einer  durch  eine  Gleichung  gegebenen  Function 

einer  Variable 263 

§  50.    Geometrische    Deutung   des  Differentials   einer  Function  von 

drei  Variaboln 266 

§  51.  Analytischer  Ausdruck  der  Begrenzung  einer  mehrfach  aus- 
gedehnten Mannigfaltigkeit 271 

§  62.    Partielle  Differenzen  und  Differentialquotienten  verschiedener 

Ordnungen 275 

§  53.  Vollständige  Differentiale  und  Differentialquotienten  verschie- 
dener Ordnungen 285 


Inhaltsverzeichniss.  IX 

Seite 

Capitel  VI. 

EDtwiekelnng  Ton  Functionen  mehrerer  Yariabeln  in 

Potensreihon» 

§  54.    AosdebnuDg  des  Taylor'scbcn  Satzes  auf  Functionen  mehrerer 

Variabein 292 

§  55.  Darstellung  einer  rationalen  ganzen  Function  mehrerer  Va- 
riabein durch  den  Taylor'schen  Satz.  Darstellung  einer  solchen 
Function  durch  eine  Verallgemeinerung  der  Ncwton'scben 
Interpolationsformel 295 


Capitel  VII. 
Maxima  und  Minima  yon  Functionen  melirercr  Variabein. 

§  56.     Absolute  Maxima  und  Minima 305 

§  57.     Absolute  Maxima  und  Minima  von  Functionen  von  zwei  und 

drei  Variabein 310 

§  58.     Relative  Maxima  und  Minima 815 

§  59.     Methode  der  unbestimmten  Multiplicatoron 820 

§  60.     Besondere    Aufgaben    der   relativen    Maxima     und    Minima. 

Hauptaxeuproblem  eines  Kegelschnitts 826 

§  61.    Fortsetzung.  Hauptaxeuproblem  einer  Fläche  zweiten  Grades    838 


Capitel  Vm. 

Anfangsgründe  der  Lehre  von  der  Krümmung  der  Linien 

und  Fläclien. 

§  62.     Bestimmung    der   Tangente    an    eine    im    Räume     gegebene 

Linie.  Messung  der  Länge  einer  Linie 349 

§  63.    Erümmnngskreis  einer  Raumcurve 360 

§  64.    Krümmungskreis    eines    senkrechten    oder    schiefen    ebenen 

Schnittes  einer  Fläche 866 

§  65    Hauptkrummungsradion  einer  Fläche.  Krümmungsmass    .    .    .     373 


X  lubalUverzeiühmss. 

Seite 

Capitel  IX. 
Integrale  ron  Functionen  einer  Variable. 

§  66.    Eintheiluiig   der   Integrale   nach  der    Bescliafifenheit   der   zu 

integrirenden  Function 384 

§  67.    Integrale  von  rationalen  Functionen  der  Integrationsvariable    385 

§  68.  Zerlegung  einer  rationalen  gebrochenen  Function  einer  Va- 
riable in  die  Theile,  welche  integrirt  den  algebraischen  und 
transoendenten  Theil  des  Gesammtintcgrals  hervorbringen .   .     404 

§  69.  Integrale  von  Ausdrücken,  die  in  Bezug  auf  die  Integrations- 
variable und  eine  Wurzelgrösse  rational  sind 410 

§  70.  Integrale  von  Ausdrücken,  welche  Logarithmen  oder  umge- 
kehrte trigonometrische  Functionen  enthalten 417 

§71.    Integrale    von   Ausdrücken,  die   Exponentialfunctionen   und 

trigonometrische  Functionen  enthalten 418 

§  72.    Vollziehung  von  Integrationen  mit  Hülfe  unendlicher  Summen    422 

§  73.  Ausdehnung  der  Definition  eines  Integrals  auf  Functionen, 
die  für  einzelne  Stellen  der  Integration  unendlich  gross,  unstetig 
oder  unbestimmt  werden 429 

§  74.    Ausdehnung    der   Definition    eines   Integrals   auf    unendlich 

grosse  Integrationsintervalle 439 

§  75.    Differentiation  eines  bestimmten  Integrals  nach  einer  von  den 

integrationsgrenzen  unabhängigen  Grösse 450 

§  76.    Ausgezeichnete  bestimmte  Integrale 452 


Capitel  X. 
Darstellang  Ton  Functionen  durch  trigonometrische  Reihen. 

§  77.    Zusammenhang  zwischen  Potenzreihen  und  trigonometrischen 

Reihen 459 

§  78.  Entwicklung  einer  gegebenen  Function  in  eine  trigono- 
metrische Beihe      460 

§  79.  Untersuchung  der  Convergcnz  einer  trigonometrischen  Reihe 
vermittelst  des  Ausdrucks  der  Summe  einer  endlichen  Zahl 
ihrer  Glieder  durch  ein  bestimmtes  Integral 463 

§  80.    Discussion   eines   ausgezeichneten   eine  willkürliche  Function 

enthaltenden  bestimmten  Integrals 466 


Inhaltsvcrzeichniss.  XI 

Seite 
§  81.     WerthbestimmuTig  der  trigonometrischon  Reihe.  Beispiel.  Be- 
dingte   und  unbedingte  Convergeiiz  von  Beihen,  insbesondere 
von  trigonometrischen  Reihen 478 

Capitel  XI. 

Dlfferentialgleichnngen  mit  einer  nnabh&ngigeii  Variable. 

§  82.     Eintheilung  der  DifTcrcntialgleichungen 494 

§  83.  Vollständige  und  particulare  liösungen  eines  Systems  gewöhn- 
licher Diflfercntialgleichungen 497 

§  84.  Untersuchung  der  Möglichkeit,  ein  gegebenes  System  gewöhn- 
licher Differentialgleichungen  vollständig  zu  intcgriren.  Geo- 
metrische Deutung 500 

§  85.    Auflösung  eines  Systems  von  Differenzengleichungen  ....     504 

§  86.    Integration  eines  Systems  gewöhnlicher  Differentialgleichungen    506 

§  87.  Eindeutige  Bestimmtheit  der  Integration  eines  Systems  ge- 
wöhnlicher Differentialgleichungen  512 

§  88.     Integrale  und  Integrationsconstanten 514 

§  89.     Lineare  Differentialgleichungen 522 

Capitel  XII. 
Doppelte  und  mehrfache  Integrale. 

§  90.     Doppelte  Integrale 532 

§91.     Integrale,  die  über  einen  Theil  einer  Ebene  ausgedehnt  werden     642 

§  92.     Geometrische  Transformation  eines  doppelten  Integrals  .    .    .     546 

§  93.     Integrale,  die  sich  auf  einen  Theil  einer  krummen  Oberfläche 

beziehen 553 

§  94.    Vielfache  Integrale.  Raumintegrale 560 

§  95.     Geometrische  Transformation  eines  dreifachen  Integrals .    .    .     563 

§  96.    Transformation  der  beliebig  vielfachen  Integrale 566 

Capitel  Xm. 
Integration  Tollständiger  DiiTerentiale, 

§  97.     Bedingungen  der  Integrabilität  für  Differentialausdrücke  zweier 

Variabein 567 


XII  InhaltsverzeichnisB. 

Seite 
§    98.     Analytischo  Transformation  eines  doppelten  Integrals   .    .    .     57G 

§  99.  Bedingungen  der  Integrabilität  für  Differentialausdriicke  von 
mehr  als  zwei  Variabein.  Transformation  von  Differentialaas- 
drücken durch  Einführung  eines  Systems  von  neuen  Variabein     579 

§  100.    Analytische  Transformation  der  vielfachen  Integrale     .   .    .     598 


Capitel  XIV. 
Umkehmiig  eines  Systems  tob  Fnnctioneii. 

§  101.    Unabhängige  und  abhängige  Functionen 598 

§  102.    Eindeutige  Umkehrung  eines  Systems  von  Functionen  .    .    .     603 

§  103.  Keduction  der  Umkehrung  auf  die  Integration  von  gewöhn- 
lichen Differentialgleichungen 610 

§  104.  Verwandlung  der  Coordinaten.  Beziehung^  zwischen  zwei 
Ebenen,  und  zwischen  zwei  Räumen.  Allgemeine  Umformung 
des  Ausdrucks  für  das  Quadrat  eines  Linienelements     ...     614 


Abschnitt  II. 

]MII)er«Btlal-  und  IntHr^i^Ir^ohnQiis^  für  oompleze  OrdssMu 

Capitel  I. 

DiffereBtiatlon  ron  Functionen  einer  eomplexen  variabeln 

Grösse. 

§  105.     Differentiation  einer  algebraischen  rationalen  Function  einer 

eomplexen  Variabio 627 

§  106.  Allgemeine  Definition  einer  Function  einer  eomplexen  Va- 
riable. Geometrische  Deutung  dieses  Begriffs  durch  eine  in 
den  kleinsten  Theilen  ähnliche  Abbildung  einer  Ebene  auf 
eine  zweite  Ebene 631 

§  107.  Differentiation  einer  Summe,  einer  Differenz,  eines  Products 
und  eines  Quotienten  von  zwei  Functionen  einer  eomplexen 
Variable      639 

§  108.    Wiederholte  Differentiation  einer  Function  einer  eomplexen 

Variable 640 


Inhaltsverzeiobniss.  XIII 

Seite 

§  109.     Differentiation  einer  Function,  deren  Argument  eine  Function 

einer  coroplcxen  Variable  ist,  nach  der  letztern  Variable .   .     642 

§  110.    Functionen  von  mehreren  complexen  Variabein 647 

Capitel  II. 
Unkehnug  einer  Funetion  einer  eomplexen  Tariabeln  Grösse. 

§  111.     Analytischer    und    geometrischer    Process    der    Umkehrung 

einer  Function  einer  complexen  variabeln  Grösse 649 

§112.     Umkehrung   einer   jmsitiven   ganzen   Potenz   einer  Variable. 

Windungspunkt  einer  Riemann'schen  Fläche 654 

§  113.     Umkehning  einer  rationalen  ganzen  Function  einer  Variable. 

Fundamen talsatz  der  algebraischen  Gleichungen 659 

§  114.  Abhängigkeit  zwischen  zwei  durch  eine  algebraische  Glei- 
chung verbundenen  complexen  Variabein.  Ausdruck  einer 
allgemeinen  algebraischen  Function  einer  complexen  Variable    664 

Capitel  III. 
Integration  von  Functionen  complexer  Variabein. 

§  115.  Integration  von  Functionen  einer  complexen  Variable.  Trans- 
formation eines  Integrals  durch  Einführung  einer  neuen 
complexen  Variable 666 

§  116.  Integration  einer  positiven  oder  negativen  ganzen  Potenz 
einer  complexen  Variable.  Entstehung  des  Logarithmus  und 
der  Exponentialfunction  durch   Integration  und  Umkehrung    671 

§  117.     Integration     einer     rationalen     Function     einer    complexen 

Variable 681 

§  118.  Integration  von  Differentialausdrücken  mehrerer  complexer 
Variabein.  Transformation  dun^h  Einführung  eines  neuen 
Systems  von  complexen  Variabein 684 

§  119.     Addition  der  Logarithmen 688 

§  120.     AbePscher  Satz 691 

Capitel  IV. 

Entwlekelnng  von  Functionen  einer  complexen  variabeln 

Grösse  In  Poienzreihen. 

§  121.     Cauchy'scher  Satz 706 


XTY  Inlialtsvorzeichniss. 

Seite 

§  12'2.     Darstellung  einor  Function  einor  complexen  Variable  durch 

oino  Potcnzreiho 711 

§  123.     Convcrgcnzgebiet  der  zur  DarRtollunpf  von  Functionen  einor 

complexen  Variable  dienenden  Potenzreihen 719 

§  124.  Bestimmung  einer  Function,  deren  reeller  Theil  für  die  Be- 
grenzung des  Gebiet«  der  complexen  Variable  beliebig  gege- 
ben ist 724 


Abschnitt  I. 

Diferential-  und  Integralrechnnng  für  reelle  Grossen. 

Capitel  I. 

Differentiation  ron  Functionen  einer  reellen 

Tariabeln  Grosse. 

f  1.    Ziele  der  Differential-  lud  Integralreohnuiiff. 

Der  Gegensatz,  in  welchem  die  drei  Operationen  des  Ad- 
direns,  Subtrahirens  und  Multiplicirens  zur  Operation  des  Divi- 
direns  stehen,  äussert  sich  von  den  Elementen  an  stets  auf 
neue  Weise  und  beherrscht  das  gesammte  Gebiet  der  Analysis. 
In  der  im  ersten  Bande  des  vorliegenden  Buches  gegebenen 
Darstellung  ist  nahe  dem  Anfange  darauf  aufmerksam  gemacht 
worden,  dass  die  Ausführung  der  drei  ersten  Grundoperationen 
mit  beliebigen  positiven  oder  negativen  ganzen  Zahlen  unbe- 
dingt zulässig  sei  und  immer  nur  positive  oder  negative  ganze 
Zahlen  einschliesslich  der  Null  erzeuge,  dass  dagegen  die  Thei- 
lung  der  Einheit  durch  einen  bestimmten  ganzen  Divisor  nur 
geschehen  könne,  sobald  erlaubt  ist,  die  Einheit  gleich  einer 
durch  den  Divisor  bezeichneten  Anzahl  von  einander  gleichen 
neuen  Einheiten  zu  setzen.  Indem  man  annimmt,  dass  die  Ein- 
heit in  jede  beliebige  Anzahl  von  gleichen  Theilen  theilbar  sei, 
kommt  zu  dem  Inbegriff  aller  ganzen  Zahlen  der  Inbegriff  aller 
rationalen  Brüche  hinzu.  Da  die  Differenz  emschen  zwei  ganzen 
HkMen^  welche  einander  nicht  gleich  sind,  gleich  einer  von  der 
Null  verschiedenen  ganzen  Zahl  ist,  so  muss  der  numerische 
Werth  der  Differenz  mindestens  gleich  der  Einheit  sein.  Da- 
gegen kann  die  Differenz  zwischen  zwei  rationalen  Brllchen,  die 
nicht  zusammen  fallen,  jedem  rationalen  Bruche  gleich  werden 
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und  desbalb  auch  nutneriscli  nuter  jeden  gegebenen  aliquoten 
Tbcil  der  Einheit  herabsinken.  Auf  diesen  Umstand  stUt/.t  sith 
die  Definition  einer  irrationalen  Griisse  als  fjrenzwerth  einer 
durch  ein  gewisses  GcHCt-/.  bestimmten  Folge  von  Brüchen. 
Demnach  bildet  die  unbesehränkte  Tbeilbarkeit  der  Einheit 
eine  wesentliche  Voraussetzung,  um  zuerst  von  den  ganxen 
Zahlen  zu  den  rationalen  Brüchen,  dann  von  den  letztern  zu 
den  irrationalen  Grössen  lllierzugehen  nnd  die  r>rundoperutinnen 
der  Rechnung  auf  alle  reellen  bestimmten  Grfisscn  auszudehnen. 

Es  wurde  so  eben  eine  Eigenschaft  der  Differenz  von  zwei 
ganzen  Zahlen  und  der  Differenz  von  zwei  rationalen  Brüchen 
erwähnt.  Die  Differem  von  ^tcn  reellen  bestimtnlen  Grössen  ist 
entweder  der  Null  oder  einer  bestimmten  positiven  oder  einer 
bestimmten  negativen  Ortisse  gleich,  und  kann  Jeden  beliebigen 
Werth  annehmen.  Wenn  nun  vorausgesetzt  wird,  dass  eine 
Grösse,  mtt  der  eine  vorgeschriebene  Folge  von  Rechnungsope- 
ratiouen  ausgeführt  werden  soll,  nacheinander  verschiedene 
bestimmte  Werthe  erbalte,  die  mit  BerUeksiehtigung  des  Vor- 
zeichens oder  im  algebraischen  Sinne  innerhalb  gewisser  Gren- 
zen liegen,  oder  dass  die  Grüsse  innerhalb  des  betrefTenden 
Intervalls  veränderlich  »ei,  so  darf  man  sich  denken,  dass  stets 
ein  Werth  derselben  aus  dem  zunächst  vorhergehenden  ent- 
stehe, indem  zu  dem  letztem  die  entsprechende  Differena  der 
beiden  Werthe  hin^-uaddirt  wird.  Je  nachdem  der  folgende 
Werth  grosser  oder  kleiner  als  der  unmittelbar  vorhergehende 
oder  demselben  gleich  ist,  findet  bei  Jeuer  Vorstellung  für  den 
vorhergehenden  Werth  ein  Wachsen  oder  Abnehmen  oder  Gleich- 
bleiben statt,  und  fdllt  die  bezeichnete  Differenz,  welche  gemäss 
dem  allgemeinen  Begriffe  der  Addition  immer  das  IncremerU 
oder  die  Zunahme  des  tirsprunfflkhcn  Wcrihes  genannt  wird, 
positiv  oder  negativ  oder  verschwindend  aus.  Sobald  nun  der 
veränderlichen  GrUsse  jeder  innerhalb  des  liezUglicben  Intervalls 
liegende  rationale  oder  irrationale  Werth  erthcilt,  und  deshalb 
der  numerische  Betrag  der  vorkommenden  einzelneu  Zunahmen 
80  klein  genommen  werden  darf  als  mau  nur  will,  beisst  die 
veränderliche  Grösse  eirte  innerhalb  des  gegebenen  IntervaUa  stetig 
veränderliclte  Grösse. 

Das  Resultat    der   fUr  eine  veränderliche   Grösse  vorge- 
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schriebenen  Folge  von  Rechnungsoperationen,  welches  bei  ver- 
schiedenen Werthen  dieser  Grösse  ebenfalls  verschiedene  Werthe 
erhalten  kann,  hängt  somit  von  den  erstgenannten  Werthen  ab 
and  wird  eine  Function  der  veränderlichen  Grösse  genannt. 
Den  BegriflF  einer  Function  lehrt  der  erste  Band  dieses  Buches 
stufenweise  kennen.  Indem  ich  die  bezüglichen  Stellen  anführe, 
werde  ich,  wie  im  Folgenden  durchgehends,  vor  die  Zahl  des 
Paragraphen  des  ersten  Bandes  das  Zeichen  I  setzen.  Die  Defi- 
nition  einer  algebraischen  rationalen  ganzen  und  einer  alge- 
braischen rationalen  gebrochenen  Function  findet  sich  I,  §  22, 
die  erste  Erwähnung  der  trigonometrischen  Functionen  Sinus 
und  Cosinus  I,  §  30,  die  allgemeine  Definition  einer  Function 
einer  veränderlichen  Grösse  und  die  Definition  der  Exponen- 
tialfunction  I,  §  100  und  101,  die  Definition  des  Logarith- 
mus I,  §  102,  die  Erörterung  der  trigonometrischen  Functionen 
Sinus,  Cosinus^  Tangens  und  Cotangens  I,  §  103,  der  inversen 
trigonometrischen  Functionen  I,  §  104.  Bei  allen  hervorgeho- 
benen besonderen  Functionen  kommt  es  darauf  an,  sobald  der 
veränderliehen  Grösse  nach  einander  verschiedene,  innerhalb  eines 
gewissen  Intervalls  befindliche  Werthe  beigelegt  werden,  die  Diffe- 
rens  der  eugeordneten  Werthe  der  Function  zu  betrachten.  Insbe- 
sondere wurde  untersucht,  ob  für  eine  numerisch  beliebig  verklei- 
nerte Differenz  der  Werthe  der  veränderlichen  Grösse  die  Differenz 
der  zugeordneten  Werthe  der  Function  ebenfalls  numerisch  be- 
liebig klein  werde.  Die  aufgeworfene  Frage  lässt  sich  allge- 
mein 80  ausdrücken,  oft  einer  stetigen  Aenderung  der  variabdn 
Grösse  eine  stetige  Aenderung  der  Function  entspreche,  und  führt 
zu  der  I,  §  108  gegebenen  Definition  einer  stetigen  Function  einer 
Variabein  Grösse,  welche  folgendermassen  lautet:  Wenn  eine 
Function  f{x\  welche  für  alle  der  Bedingung  a<x^b  genügen- 
den Werthe  von  x  gegeben  ist,  die  Eigenschaft  hat,  dass  bei  je 
gwei  innerhalb  dieses  Intervalls  befindlichen  Werthen  x  und  x-\-h 
äie  DifferenjB  der  zugehörigen  Werthe  der  Function  f(x  +  h)  — f{x) 
für  einen  gegen  die  Null  abnehmenden  Werth  der  Grösse  h  selbst 
gegen  die  Null  abnimmt,  so  wird  f{x)  eine  stetige  Function  der 
Variable  x  genannt. 

Wir  sind  hiermit  bei  dem  Kreise  von  Begriffen  angelangt, 
in  dem  sich  Differential-  und  Integralrechnung  entwickelt  haben. 


I  n  fi  n  i  tea  im  u  Irech  n  u  n  ^. 
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Die  At^ffahe  der  Differential-  uml  Inlei/ralreehmmg  hestfht  darin, 
die  Besiehunffe»  von  Grössen,  die  stetig  verändrrlieh  sind,  ett  er- 
forschen. Differential-  und  Integmlreclinnng  untereeheiden  sicli 
durch  die  besoDdere  Art  der  zn  Itlseiiden  Probleme  wie  durch 
den  Cbaracter  der  hierbei  zu  11  her  windenden  Schwierigkeiten 
und  ergänzen  einander;  sie  werden  unter  dem  gemeinsamen 
Namen  der  Infinitesimalrechnuni/  zasammengefasst.  Die  Infinitesi- 
malreehnung  ruht  aaf  dem  allgemeinen  Boden  der  GrSsBenlehre 
und  bedarf  keiner  aus  anderen  Gebieten  entlehnten  Principien. 
Doch  haben  Newton  und  Leibnitx,  die  Entdecker  der  Infinitesi- 
malrechnung, indem  nie  dieselbe  anf  andere  Gebiete  anwandten, 
neue  Quellen  der  Einsieht  erschloßsen,  und  der  Bereich  der  An- 
wendungen der  Infiniteäimalreehnung  ist  im  Fartschrittc  der 
Zeit  bestilndig  gewachsen. 

Da  die  Infinitestmnireehnung  mit  den  stetig  verHnderlichen 
Grössen  operirt,  und  da  hei  der  stetigen  Veränderung  von  Grös- 
sen die  unbeschränkte  Theiibarkeit  der  Einheit  vorausgesetzt 
wird,  so  eignen  sieh  solche  Gegenstände  zur  Anwendung  der 
Infinitesimalrechnung,  welche  nach  Einheiten,  die  eine  unbe- 
schrSnkte  Tbeilung  zulassen,  besrimmt  werden  kilnnen.  Derlei 
Gegenstände  liefert  uns  unsere  Anschiinung  vom  Baume  und  von 
der  Zeit.  Es  verursacht  Niemandem  eine  Schwierigkeit  zn 
denken ,  dasa  eine  gewisse  begrenzte  gerade  Linie  in  eine 
beliebige  Anzahl  einander  gleicher  Theile,  und  dass  ein  ge- 
wisser Zeitraum  in  eine  beliebige  Anzalil  einander  gleicher 
Theile  gelheilt  Bei,  Indem  wir  eine  gewisse  Linie  als  Einheit 
der  Länge,  einen  gewissen  Zeitraum  als  Einheit  der  Zeit  auf- 
fasseu,  erhalten  wir  ein  Mittel,  um  jede  gegebene  gerade  Linie 
durch  die  erstere  Einheit  und  jeden  gegebenen  Zeitraum  durch 
die  letztere  Einheit  zu  messen.  Auch  können  wir  uns  die  Tbei- 
lung eines  begrenzten  StUekcs  einer  ebenen  Fläche  in  beliebig 
viele  gleiche  Theile  und  die  Tbeilung  eines  begrenzten  Raumes 
in  beliebig  viele  gleiche  Tlieile  vorstellen,  und  daraus  die  Mes- 
sung aller  Flächen  durch  eine  Flächeneinheit  und  aller  Räume 
durch  eine  Raumeinheit  ableiten.  Aus  dem  Umstände,  dass  wir 
darauf  angewiesen  sind,  die  Einheit  der  Zeit,  der  Länge,  der 
Flüche  und  des  Raumes  als  Einheiten  aufzufassen,  die  unbe- 
schrankt theilbar  sind,  entspringt  die  Möglichkeit,  auf  die  Gegen- 


§  1.  Anwendung  auf  Geometrie  und  Mechanik.  5 

stände,  welche  nach  den  erwähnten  Einheiten  gemessen  werden, 
die  Infinitesimalrechnung  anzuwenden. 

So  eröflfnen  sich  der  Anwendung  zwei  grosse  Gebiete.  Nach 
dem  Princip,  auf  welches  Descartes  die  analytische  Geometrie 
gegründet  hat,  und  das  I,  §  42  und  1,  §  85  mitgetheilt  ist,  wird 
der  Ort  jedes  beliebigen  Punktes  in  einer  Ebene  und  der  Ort 
jedes  beliebigen  Punktes  im  Räume  durch  die  Messung  der 
Länge  von  geraden  Linien  bestimmt,  deren  Anzahl  fUr  die  Ebene 
gleich  zwei,  für  den  Raum  gleich  drei  ist,  und  die  in  beiden 
Fällen  die  Coordinaten  der  betreifenden  Punkte  heissen.  Ver- 
möge der  vollständigen  Definition  eines  jeden  im  Räume  be- 
findlichen Gebildes  ergiebt  sich,  wie  hier  vorgreifend  bemerkt 
wird,  eine  gesetzmässige  Beziehung  zwischen  den  Coordinaten 
der  Punkte,  welche  dem  Gebilde  angehören.  Die  Anwendung 
der  Infinitesimalrechnung  auf  die  Coordinaten  der  Punkte  der 
räumlichen  Gebilde  ist  daher  nichts  andc/es  als  die  Anwendung 
der  Infinitesimalrechnung  auf  die  Lehre  von  den  räumlidhen  Ge- 
bilden oder  auf  die  gesammte  Geometrie,  Hiermit  wird  das  erste 
der  beiden  angeführten  Gebiete  bezeichnet.  In  demselben  kommt 
der  Begriflf  der  Zeit  als  solcher  nicht  vor.  Sobald  man  aber  den 
letzteren  zu  den  auf  den  Raum  bezüglichen  Begriffen  hinzu- 
fügt und  die  Bewegungen  untersucht,  welche  von  Gebilden,  die 
sich  im  Räume  befinden^  waiirend  des  Verlaufes  der  Zeit  ausge- 
führt werden^  so  betritt  man  das  zweite  jener  beiden  Gebiete 
der  Anwendung,  das  Gebiet  der  Mechanik.  Mit  den  grossartigen 
Erfolgen,  welche  durch  die  Anwendungen  der  Infinitesimalrech- 
nung auf  Mechanik  für  das  Begreifen  des  Gesetzmässigen  in 
der  Natur  errungen  sind,  ist  der  Gedanke  lebendig  und  mächtig 
geworden,  dass  die  Erklärung  der  Naturerscheinungen  durchaus 
in  der  ZurückfUhrung  auf  einfache  gesetzmässige  Bewegungs- 
vorgänge zu  suchen  sei.  Gegenwärtig  genügt  es,  auf  den  hohen 
Werth  jener  Anwendung  hinzudeuten. 

Nachdem  wir  versucht  haben,  an  der  Hand  des  Begriffes 
der  Stetigkeit  zu  erklären,  auf  welche  Objecto  die  Infinitesimal- 
rechnung angewendet  werden  könne,  liegt  uns  jetzt  ob,  die 
Grandbegriffe  der  Infinitesimalrechnung  auseinander  zu  setzen. 
Hierzu  ist  es  erforderlich,  den  Begriff  der  Beziehung  ewiscl^en 
stetig  veränderlichen   Grössen,   oder,   was  gleichbedeutend   ist, 


Geonielrischer  Ort  i; 


S  3. 


(leH  Jkijriff  der  Ahhängitfkeit  stetig   veränderlic/ter  Grössen  von 
amlem  stctuf  veränderlichen  Grössm  sorgfältig  au  untersiiehcD. 

Ute  Abhängigkeit  einer  stetig  veränderlichen  Grösse  von  einer 
andeni  stetigen  MnahMngig  veränderlichen  Grösse  fällt  mit  dem 
lirgrijf  einer  stetigen  Function  einer  vcräntlerlieJicn  Grösse  au- 
sammen.  Die  vorhin  wiederholte  Detinition  desHclbcn  wird  den 
Ausgiingspuiiltt  bilden.  Es  gewährt  jedoch  eine  wesentliche 
Erleichterung  (llr  das  Verstilndnisa,  wenn  der  IJegrifi'  der  Func- 
tion einer  veränderlichen  GrilBse  dnreii  die  Anwendung,  welche 
er  auf  dem  Gebiete  der  fJeometrie  gefunden  hat,  erläutert  wird, 
bevor  die  rein  anulytischen  Grundbegriffe  der  Infinitci^imal- 
rechnung  an  die  erwähnte  Definition  angeknüpft  werden.  Aus 
dieser  Ursache  mögen  einige  geometrische  Betrachtungen  einge- 
HcbnlteE  werden,  welche,  mit  dem  Plane  dieses  Buches  Ui)er- 
cinstimmend,  nur  die  im  ersten  Bande  vorgetragenen  Elemente 
der  analytischen  Geometrie  als  bekannt  voraussetzen. 

§  2.    Zurttokführang  der  ftnalytliohen  Bettlmmnng^  elnei 

Seomstrliolivn  Ortes  la  der  Ebene  aaf  die  Bestlmmiuig  einer 

Fonetlon  einer  veränderllohen  OrSiae. 


Die  in  einer  Ebene  oiitbiiltenen  Gebilde,  welche  I,  §  42 
zur  Sprache  kamen,  sind  der  Punkt,  die  gerade  Linie  und 
die  Kreislinie.  Wir  haben  uns  jetzt  mit  dem  allgemeinen  Be- 
griff einer  in  der  Ebene  befindlichen  Linie  zu  beschäftigen. 
Gesetzt  es  sei  ftlr  einen  Punkt  der  Ebene  eine  Forderung  ge- 
geben, welche  durch  die  sämmtHehen  Funkte  einer  gewissen 
Linie  befriedigt  wird,  so  beisst  dieselbe  der  geometrische  Ort 
der  die  Forderuttg  erfüllenden  Punkte.  Üemnacb  ist  der  geo- 
merrische  Ort  derjenigen  Punkte  der  Ebene,  welche  die  Forde- 
rung befriedigen,  von  einem  festen  Punkte  der  Ebene  um  eine 
gegebene  Strecke  alizustehen,  eine  gewisse  Kreislinie.  Um  eine 
Linie  als  geometrischen  Ort  zu  definiren,  muss  eine  Eigenschafl, 
welche  allen  Punkten  der  Linie  und  nur  den  Punkten  dersel- 
ben zukommt,  l>enutzt  werden;  kennt  man  verschiedene  Eigen- 
schaften von  dieser  Beschaffenheit,  dann  lässt  steh  aus  jeder 
derselben  eine  Definition  der  betreffenden  Linie  deducircn.  Es 
wird  nunmehr  angeuommeD,  daas  die  Punkte  der  Ebene   auf 
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ein  System  von  rechtwinkligen  Coordinaten  x  und  y  bezogen 
seien;  während  jede  als  geometrischer  Ort  definirte  Linie  unbe- 
grenzt viele  Punkte  enthält,  gehört  zu  jedem  ihrer  Punkte  ein 
ganz  bestimmtes  Paar  von  Coordinaten  x  und  y^  und  es  kommt 
darauf  an,  die  Eigenschaft  anzugeben,  durch  welche  die  Coor- 
dinaten dieser  sämmtlichen  Punkte  ausgezeichnet  sind.  Wir 
beginnen  mit  der  Besprechung  von  einigen  einfachen  Beispielen. 
Die  rechtwinkligen  Coordinaten  x  und  y  eines  beliebigen 
Punktes  SR  der  Ebene  bezeichnen  die  Lage  desselben  in  Bezug 
auf  die  zu  einander  senkrechten  Coordinatenaxen ;  wie  in  I,  §  42 
wird  die  orAxe  als  horizontal 
und  deren  linke  Seite  als  positiv, 
die  y  Axe  als  vertikal  und  deren 
obere  Seite  als  positiv  betrachtet, 
und  es  seien  ^,  D  respective 
die  Fusspunkte  der  von  St  auf 
die  erste  und  zweite  Coordina- 
tenaxe  herabgelassenen  Lothe. 
Ein  beliebiger  aber  fester  Punkt 
%  habe  die  Coordinaten  l  und  m, 
die  Fusspunkte  der  von  91  auf 
die  Axen  gefällten  Lothe  mögen 
beziehungsweise  •£  und  9R  heis- 
sen.  Das  Loth  SSi  W  ist  dann  zu 


(T 


(Figur  1) 

der  X  Axe,  das  Loth  91  £  zu  der  y  Axe  parallel,  jedes  der  beiden 
Lothe  werde  von  91  aus  nach  beiden  Seiten  unbegrenzt  verlän- 
gert, dann  ergiebt  sich  leicht  aus  der  Kenntniss  der  Coordi- 
naten der  Punkte  9?  und  91  die  Bestimmung  fllr  die  relative 
Lage  des  Punktes  SR  in  Bezug  auf  die  bezeichneten,  durch  den 
Punkt  91  laufenden,  gegen  einander  senkrechten  geraden  Linien. 
Es  möge  die  Parallele  zu  der  x  Axe  durch  das  Loth  9i  ^  in 
dem  Punkte  ©,  die  Parallele  zu  der  y  Axe  durch  das  Loth  SR  Q 
in  dem  Punkte  %  geschnitten  werden.  Die  obenstehende  Figur  1 
ist  für  den  Fall  gezeichnet,  dass  Xy  y,  l,  m  positive  Grössen  sind; 
daher  werden  die  Strecken  D  ^,  DD,  D ß,  D SD?  durch  die 
Grössen  ar,  y,  l,  m  gemessen.  Die  Coordinatendiflferenz  a:—Z  bildet 
stets,  abgesehen  von  dem  Vorzeichen,  das  Mass  der  Strecke  2  $ 
oder  91©,  die  Coordinatendifferenz  y—m  in  gleicher  Weise  das 
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Mass  der  Strecke  aJiO  oder  31%.  Bei  deu  getroffeueii  Aunahiiieu 
liogt  der  Punkt  $  links  oder  rcclits  von  dem  Punkte  S,  oder  in 
dem  Paukte  £,  je  uachdem  die  Grosse  x^t  positiv  oder  ne- 
gativ oder  gleich  Null  ist;  ebenso  Hegt  der  Punkt  D  ober- 
tialb  oder  unterhalb  von  dem  Punkte  'M  oder  im  Punkte  "^M, 
je  nai'hdem  die  Grösse  y  — m  positiv  oder  negativ  oder  gleieh 
Null  ist.  Da  ferner  der  Punkt  S  zu  dem  Punkte  91  dieselbe 
relative  Lage,  wie  der  Punkt  ^  zu  dem  Punkte  £  hat,  und  der 
Punkt  %  -iü  dem  Punkte  91  dieselbe  relative  Lage  wie  der  Punkt 
Q  zu  dem  Punkte  'SU,  und  da  auf  diese  Weise  zu  der  positiven 
Seite  der  x  Axe  eine  bestimmte  Seite  ihrer  Parallele  gehört,  die 
positiv  genannt  werden  soll,  und  ebenso  zu  der  positiven  Seite 
der  t/  Axe  eine  bestimmte  Seite  ihrer  Parallele  gebort,  die  glcieh- 
falls  positiv  genannt  werden  möge,  so  drucken  die  Coordiuaten- 
differcnzen  x — l  und  g—m  bei  der  getroffenen  Verfilgaug  in 
genau  derselben  Weise  die  Lage  des  Punktes  91  in  Bezug  auf 
die  durch  91  gezogenen  Parallelen  der  Coordinatenaxeu  aus, 
wie  die  Goordinaten  x  und  y  die  Lage  des  Punktes  91  in  Be- 
zug auf  die  Coordinatenasen  selbst  detcrmhiireu.  Es  werden 
daher  x — /  und  y  — m  die  relativen  Coordirtatcn  des  Punites 
(.r,  y)  in  Sestig  auf  den  Ptinlt  {l,  m)  genannt. 

Zieht  man  von  dem  Punkte  9i  nach  dem  Punkte  SR  eine 
gerade  Linie,  so  dienen  zur  Bestimmung  ihrer  J^ängc  s  und  des 
Winkels  y>,  den  die  Linie  9191  mit  der  positiven  Seite  der  durch 
den  Punkt  gehenden  Parallele  zur  ^  Axe  bildet,  uud  der  bei  einer 
von  links  naeh  rechts  gerichteten  Urehung  fUr  positiv  gilt,  solche 
auf  das  rechtwinklige  Üreieck©9i9i  tiezltgliche  Ueberlegungen, 
wie  sie  I,  pag.  140  u.  ff,  angestellt  sind,  und  bringen  die  Gieicbuii- 
gen  hervor 
(1)  s'  =  (a;-ij*+(y-m)', 


(2} 


ji-l 


,  smtp 


y  —  n 


Ks  sei  das  erste  Beispiel  einer  als  geometrischer  Ort  zu 
detinirenden  Linie  eine  beliebige  gerade  Linie,  die  durch  den 
IHmkt  31  läuft.  Jctivr  Punkt  der  Linie  und  nur  ein  solcJter 
IhU  die  Eigetischaft,  dass  seine  Verbindungslinie  mit  dctn  Punkte 
SU,  die  nothwendig  in  die  gegebene  Linie  hineinfällt,  gegen  eine 
durch  den  Punkt  'iK  getogene  feste  Gerade,   wdclie  die  positist 


§2. 


Gerade  Linie. 


9 
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m 


(Figur  2) 


a 


Seite  der  Parallele  jsu  der  xAxe  sein  mag,  immer  denselben 
Winkd  a  bildet.     Die  gegebene 
gerade  Linie  ist  deshalb  der  geo- 
metrische Ort  der  Punkte,  welche 
jene  Eigenschaft    besitzen.     Der 
Pankt  91  mit  den  Coordinaten  x 
und   y    bedeute    irgend    einen 
Punkt  der  eben  deiinirten  Linie, 
und  diese  sei    in    der    Figur  2 
dargestellt.    Alsdann  ist  es  ver- 
möge der  Definition  nothwendig 
und  hinreichend,   dass  bei  dem 
für    den   Punkt  91   construirten      — 
Dreiecke  ©919?  der  vorhin  mit 
dem  Buchstaben  q)  notirte  Win- 
kel immer  gleich  dem  gegebenen  Winkel  a  sei,  oder  dass  wegen 
der  Gleichungen  (2)   fllr  die  Coordinatendiflferenzen  y—m  und 
x  —  l  die  Proportion  bestehe 

(3)  y  —  w :  iP  —  Z  =  sin  a  :  cos  a, 

Sie  hat  denselben  Inhalt  wie  die  Gleichung 

(4)  cos  et  (y — m)  —  sina  {x — l)  =  0. 

Zwischen  den  Coordinaten  x  und  y  eines  jeden  Punktes  der 
deßnirten  geraden  Linie  gilt  daher  die  Gleichung  (4),  deren  linke 
Seite  in  Bezug  auf  jede  der  beiden  Coordinaten  vom  ersten  Grade 
ist,  und  welche  die  Gleichung  jener  geraden  Linie  genannt  wird. 
Vermittelst  dieser  Gleichung  wird  die  eir^  Coordinate  als  Function 
der  anderen  Coordinate  bestimmt.  Wofern  der  Cosinus  des  Win- 
kels a  nicht  gleich  Null  ist,  ergiebt  sich  fUr  die  Coordinate  y 
der  folgende  Ausdruck,  der  eine  rationale  ganze  Function  des 
ersten  Grades  der  Coordinate  x  ist, 


(5) 


y  =  »»  +  7;;rr-  (*  —  0- 

COS  a 


Wenn  cos  a  =  0,  mithin  sin «  =  1  oder  —  1  ist,  so  ver- 
schwindet die  Coordinate  y  aus  der  Gleichung  (4)  und  die 
Coordinate  x  nimmt  den  unveränderlichen  Werth  l  an;  dieser 
Fall  tritt  ein,  sobald  die  betreffende  gerade  Linie  mit  der 
X  Axe  einen  rechten  Winkel  macht,  mithin  zu  der  y  Axe  pa- 
rallel ist.   Man  kann  der  Coordinate  x  in  der  rationalen  ganzen 


Function  m  + (^  — 0    alle    miiglkhen  reellen  Wertho  von 

einem  noch  so  grossen  ne^tivcn  bis  sn  einem  noch  »u  f^tnmea 
positiven  Werth  beilegen,  wobei  die  Function,  welche  den  ent- 
sprechenden Werth  der  Coordinate  p  angiobt.  stets  vollkommen 
bestimmt  ist.  Die  flriisse  dor  Coordinatc  x  liezeicbnet  die  Lage, 
welche  der  Fiisspunkt  $  auf  der  x  Ase  einnimmt.  Sobald  in 
dem  Punkte  'iß  ein  Loth  errichtet  und  auf  demselben  von  ^ 
ans  nach  oben  oder  unten  die  Länge  abgeschnitten  wird,  welche 
durch  den  in  (^)  angegebenen  positiven  oder  nepitiven  Werth 
der  Coordinatc  y  vorgeschrieben  ist,  so  erhält  man  als  End- 
punkt den  Punkt  9i  der  detinirten  geraden  Liuie.  Wegen  der 
bei  (.'>}  obwaltenden  Voraussetzung,  das»  cosa  nicht  gleich  Null 
oder  dass  die  in  Kede  stehende  Liuie  der  y  Axe  nicht  parallel 
sei,  muss  offenbar  jedes  in  einem  Funkte  ^  der  x  Axe  errich- 
tete Loth  die  gerade  Linie  in  einem  und  nur  einem  Punkte 
treffen,  welcher  eben  der  Kugehörige  Pnukt  91  ist.  So  ent- 
sprechen einander  die  geometrische  Anschauung  und  deren  ana- 
lytische Darstellung. 

F^in  /.weites  Beispiel  möge  die  oben  erwähnte  Definition 
einer  Kreislinie  liefern  (Figur  :i).  Die  Kreislinie,  deren  Cen- 
trum in  dem  Fuf^ie  9i  liegt  und  deren  Radius  gleich  der  Grösse 
e  ist,  ist  der  geometrische  Ort  der  l'unkte  %  für  toelche  der  Ab- 
stand 9t  9i  den  unveräniierlichm  Werth  q  hut.  Diese  Defiuition 
erzeugt  vernißge  des  fllr  das  Quadrat  des  Abstandes  ^91  oder 
s  aufgestellten  Ausdruckes  (I)  die  zwischen  den  Coordinaten  x 
und  g  des  Punktes  ÜH  geltende  Gleichung 
(ß)  {z-ir  +  (if-my=Q\ 

die  Gleichung  des  definirten  Kreises.  Um  aus  derselben  die  Ab- 
hängigkeit der  einen  Coordinatc  von  der  anderen  abzuleiten, 
bedarf  es  der  Autlösung  einer  reinen  (inadratiscben  Gleiclinng 
Für  die  Coordinatc  y  erscheint  dadurch  der  doppelte  Ausdruck 

)if^  =  m  -i-  ^e'  —  {x  —  l)*, 
wo  das  Wurzelzeichen    den   zu   bestimmenden   positiven   Werth 
andeuten  soll.    Man  bemerkt  sogleich,  dnss  hier  die  Grilsse  x 
nur  solche  Werthe  erhalten  darf,  bei  denen  die  unter  dem  Wur- 
zelzeichen befindliche  OrHsse  nicht  negativ  wird.    Damit  dies 
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der  Fall  sei,  mnss  die  positive  Grösse  {x  —  iy  nicht  grösser  als 
Q*j  mithin  x  —  l  zwischen  den  Grenzen  —  q  und  4-  q  enthalten 
sein;  es  bestehen  deshalb  für  die  Grösse  x  die  Ungleich- 
heiten 

(8)  l  —  Q<X<l-{'Q. 

Zu  jedem  innerhalb  dieser  Grenzen  liegenden  Werthe  von 
z  gehört  ein  bestimmter  Werth  y,  und  ein  bestimmter  Werth  y,, 

deren  DiflFerenz  y^ — y,=2y^— (a;  — Z)*  nur  dann  verschwindet, 
wenn  arentweder  gleich  dem  klein- 
sten Werthe  l — Q  oder  gleich  dem 
grössten  Werthe  1+q  genommen 
wird.  Die  hervorgehobenen  ana-  * 
lytisghen  Thatsachen  sind  der 
Aasdmck  von  bekannten  Eigen- 
schaften der  Kreislinie.    Wenn 

man  auf  der  x  Axe  in  einem  be-  ^f  _  i  _^i/jv_  _.jy?^^._W 
liebigen  Punkte  ein  Loth  'con- 
struirt,  so  wird  dasselbe  die 
Kreislinie  entweder  gar  nicht, 
oder  in  zwei  verschiedenen 
Punkten,  oder  in  einem  einzi- 
gen Punkte  treffen,  und  berührt  (Figur  3) 
sie  in  dem  letzten  Falle.    Die  Berührung  findet  fUr  die  beiden 

Fusspunkte  ^^    und  ^     und  zwar  in  denjenigen  Punkten  81^ 

(3) 

und  9t  statt,  in  welchen  die  Kreislinie  von  einer  durch  das 
Centrnm  91  zu  der  o;  Axe  gezogenen  Parallele  geschnitten  wird. 
In   denselben   nimmt   die   Coordinate  x  respective  die  beiden 

Werthe  x^  =1 — q  und  x^^  =1+q  an,  während  sowohl  für  den 

Punkt  9t  ^  wie  auch  für  den  Punkt  9t  die  Coordinate  y  nur 
den  einen  Werth  m  erhält.  Ein  Werth  von  x,  der  den  Bedin- 
gungen (8)  genügt,  bezeichnet  einen  Fusspunkt  $,  der  zwischen 

den  beiden  Fusspunkten  5ß^^^  und  ?ß^^^  liegt.  Die  in  einem  solchen 
Punkte  $  zu  der  x  Axe  errichtete  Senkrechte  schneidet  den 
Kreis  in  zwei  von  einander  verschiedenen  Punkten  9t,  und  9t„ 
welchen  die  vorhin  mit  y,  und  y^  bezeichneten  Werthe  der 
Coordinate  y  zugehören.  Ein  Werth  der  Coordinate  x,  welcher 
die  Bedingungen  (8)  nicht  erfüllt,  giebt  jedoch  einen  Fusspunkt 
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$  an,  der  sich  ausserhalb  der  Strecke  ^  $  betindet,  sodass 
eine  durch  denselben  zu  der  x  Axe  errichtete  Senkrechte  den 
Kreis  niemals  erreichen  kann. 

Um  zu  der  geraden  Linie  und  der  Kreislinie  eine  andere 
Gattung  von  ebenen  l-rummcn  Linien  oder  ebenen  Curven  hiuzu- 
zuftigen,  untersuchen  wir  äen  geometrischen  Ort  derjenigen  Punkte 
iR,  6«  denen  ihr  Abstand  von  einem  festen  Punkte  91  m  ihrem 
Abstände  von  einer  festen  geraden  Linie,  dermit  ff=fi  baieichneien 
Parallele  eur  xAxc,  in  ein««  gegebenen  Verhältnisse  X:\  steht. 
Der  Ausdruck  des  Abstände»  9t  iH  oder  s  in  (1)  wurde  schon  mehr- 
fach henntzt,  der  Abstand  des  Punktes  iH  von  der  beiteichneten 
Parallele  zur  x  Axe  ist  gleich  dem  absolnten  Werthe  der 
Coordinatendifferenz  i/ — fi.  Nach  der  aufgestellten  Forderung 
müssen  die  Quadrate  der  bezeichneten  Abstände  das  Verhältnisß 
A':  1  haben.  Indem  wir  die  Ausdrucke  der  beiden  Quadrate  in 
die  Proportion  einsetzen,  cutsteht  die  Gleichung  der  definirten 
ebenen  Ourve 

(9)  («-0'+ (!/-♦»)•=  A"(y-/<)'. 

Die  Curve  fllhrt  den  allgemeinen  Namen  eines  Kegelschnittes. 
Ihre  besondere  BeschafTenlieit  richtet  sich  nach  der  Grösse  der 
Constante  X ;  je  naeltdein  l  kleiner  als  die  Einheit,  gleich  der- 
selben oder  grosser  als  die  Einheit  ist,  wird  die  Linie  eilte 
Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel.  Wir  beschränken  nns  hier  auf 
die  DiseuBsion  des  Falles  der  Parabel,  liei  der  betreffenden 
Voraussetzung  l  =  1  hebt  sich  das  auf  beiden  Seiten  der  Glei- 
chnng  (9)  auftretende  Quadrat  der  Coordinate  y  fort,  so  dass 

(9)  in  die  Gleichung 

(10)  [x-l}*  +  m*  -f,*-2{m  -  ii)y=Q 

tibergeht.  Es  wird  vorausgesetzt,  dass  der  Pnnkt  91  nicht  in  die 
feste  Gerade  ,v=/i  hineinfalle,  mithin  die  Differenz  m—ft  nicht 
gleich  Null  sei,  und  wir  erhalten,  indem  die  Gleichung  (10)  dnrch 
die  GrJlsse  ^(m—fi)  dividirt  wird,  da  m'— ;('  =  (»«— /i)(m  +  /() 
ist,  die  Coordinate  y  als  rationale  gante  Function  des  eweiten 
Grades  von  der  Coordinate  x, 

(in  w+f«     u-iy 
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Die  Zeichnung  (4)  ist  für  einen 
positiven  Werth  der  DiflTerenz 
M'-ft  ausgeführt;  der  Pnnkt  91, 
dessen  Goordinaten  l  nnd  m  sind, 
liegt  darum  oberhalb  der  festen 
geraden  Linie  y=f^,  die  dnreh 
den  Pnnkt  Tl'  der  Figur  zu  der 
X  Axe  parallel  gezogen  ist  und 
von  der  Linie  91 S  in  dem  Punkte 
91'  geschnitten  wird.  Weil  die 
auf  der  rechten  Seite  von  (11) 
befindliche  Function  die  Summe 

2 


h 1 


ff^ 


i 
i 
I 
I 


m 


Ton  der  constanten  Grösse 


(Fig.  4) 

multiplicirten 


und  dem   mit  dem   constanten  Factor  -7 r 

d[m — ^i) 

Quadrat  {x  —  ly  ist,  femer  (x—l)^  för  den  Werth  x=l  ver- 
schwindet, dagegen  für  jeden  anderen  Werth  von  x  positiv 
bleibt,  so  bewirkt  die  Voraussetzung  des  positiven  Werthes  der 
Differenz  tn—fn,  dass  die  Goordinate  y{\lrx=l  ihren  kleinsten 

Werth  erhält,  nämlich  *^^— •    Der  tiefste  Punkt  der  Parabel 

ist  demnach  der  den  Goordinaten  rc=Z,  y=  — jr^  entsprechende 

Scheitelpunkt  Ko ,  in  welchem  sie  von  der  Linie  91  fi  getroffen 
wird  und  der  in  der  Mitte  zwischen   den  Punkten  91  und  91' 

liegt.    Für  je  zwei  Werthe  o^^  =1  +  ^  und  x '  =Z— ^  nimmt  die 


Ordinate  y  denselben  Werth  — -—  +  --r r 

^  2  2(m— /O 


an,  der  um  so 


grösser  ausfällt,  je  grösser  der  Betrag  von  ^  gewählt  ist.    Zu 
je  zwei  correspondirenden  Werthen  x     und  x      gehören  zwei 


(1) 


iW 


auf  der  x  Axe  befindliche  Fusspunkte  $  und  $  ,  die  von 
dem  Punkte  £  rechts  und  links  die  gleiche  Entfernung  haben. 
Aus  dem  angegebenen  Grunde  entsprechen  denselben  je  zwei 

Punkte  der  Parabel  81  und  91 ' ,  die  von  der  x  Axe  gleich  weit 
entfernt  sind   und  sich  über  dieselbe  um  so  mehr  erheben,  je 

weiter  der  Punkt  ^^^^  und  der  Punkt  ?ß^^^  von  dem  Punkte  S 
abstehen.  Hieraus  folgt  die  in  der  Zeichnung  angedeutete  Ge- 
stalt der  Parabel. 
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In  jedem  der  erürtcrteo  Beispiele  Iiat  sioh  flir  die  Coor- 
dinate  y  ein  Äusdrnck  durch  die  Coordinate  x  ergeben,  l>ei  dem 
die  EigenBcbaft  der  Stetigkeit  nacbweielmr  ist.  Zugleicb  gebt 
die  Forderung,  welche  ein  Punkt  der  Ebene,  um  einem  gewissen 
geometrischen  Orte  anzugebUren,  erfüllen  muss,  veniilSge  des 
UmHtaudes,  dass  der  betreffende  Punkt  dnrcb  seine  beiden 
Ckwrdinaten  bestimmt  wird,  in  eine  Gleichung  über,  durch  deren 
AnflSsung  die  eine  Coordinate  als  eine  »tetige  Function  der 
anderen  erscheint.  Wenn  man  die  Abhängigkeit,  in  welche  auf 
diese  Weise  die  eine  Coordinate  j/  von  der  anderen  x  gerätb, 
mittelst  der  Charakteristik  f{x)  andeutet,  so  wird  das  Gesetz.,  dem 
die  Punkte  der  betreffenden  Linie  folgen,  durch  die  Gleichung 

(12)  »=rw 

dargestellt.  Die  analytisehe  Bestimmung  eines  geometrischen 
Ortes  in  der  Ebene  für  den  Punkt  (x,  y)  läuft  also  auf  die  Auf- 
suchung derjenigen  Function  der  Coordinate  x  hinaus,  welcher 
die  Coordinate  y  gleich  zn  setzen  ist.  Sobald  die  betreffende 
Function  gefunden  ist,  bietet  die  zugehörige  Gleichung  (12)  ein 
Werkzeug,  nm  die  Beschaffenheit  der  in  Haie  stehenden  Linie 
durch  die  Methoden  der  Analysis  zu  studiren. 

%  3.    OeometriBOli«  Deutung  einer  stetigen  Fonotlon  einer 

veründerllohen  Orösse.    Bestlmmang  der  Lage  einer 

Sehne  einer  ebenen  Oorre. 

Die  Art  und  Weise,  wie  aus  der  geometrischen  Definition 
einer  ebenen  Curve  das  Gesetz  abzuleiten  sei,  nach  welchem 
die  eine  Coordinate  t/  eines  Punktes  der  Curve  von  der  anderen 
Coordinate  x  abhängt,  braucht  hier  nicht  weiter  verfolgt  zu 
werden.  Wir  nehmen  an,  dass  diese  Abhängigkeit  in  dem 
einzelnen  Falle  bekannt  sei  und  durch  eine  Function  fix)  aus- 
gedrückt werde,  welche  die  in  §  1  wiederholte  Definition  der 
Stetigkeit  erfüllt.  Indem  die  Betrachtung  diese  Ausdehnung  be- 
kommt, ergiebt  sich  zugleicb.  dass  jede  beliebige  stetige  Func- 
tion einer  veränderlichen  Grfisse  x  geometrisch  in  der  Weise 
gedeutet  werden  kann,  dass  man  die  Gleichnng  tf=f{x)  bildet 
und  x,  y  als  die  Coordinaten  eines  Pnnktes  der  Ebene  auffasst. 


§3. 
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In  jener  Definition  wird  die  Function  f(x)  für  alle  Werthe  von  x 
betrachtet,  welche  der  Bedingung  a^a;<[&  genügen.  Hiernach 
darf  der  Fusspnnkt  $  des  von  dem  Punkte  {x,  y)  oder  9i  auf 
die  X  Axe  gefällten  Lothes  die  Stelle  jedes  Punktes  einnehmen, 
der  zwischen  den  Punkten  x^=a  und  x^='b  liegt.  Es  mögen 
nun  der  veränderlichen  Grösse  x  zwei  bestimmte  Werthe  bei- 
gelegt werden,  von  denen  der  eine  wieder  x,  der  andere 

(1)  a?,  =  a;  +  A 
heisse,  und  zu  denen  respective 

a  die  Fusspunkte  $  und  ^^  ge- 
hören. Die  Länge  und  Lage 
derLothe^ß«  =  DD  und?ß,8l,= 
DO,  wird  dann  durch  die  zu- 
geordneten Grössen 

(2)  y=nx\y,=f{x  +  h) 
bezeichnet.  Der  Schnittpunkt  der 
unbegrenzten  Linien  SRO  und 
9ij^i  werde  ©^,  derjenige  der 
unbegrenzten  Linien  9t $  und 
9tj  Ol  werde  X^  genannt.  Dann 
entsprechen  in  der  zugehörigen 
Figur  5  die  Punkte  «,  ©»,  I,,  Wj 
genau  den  Punkten  %  @,  %,  9t 
der  Figur  1   im  vorigen  §,    so 

^  *^°^    ^  dass  die  Coordinatena?,  y,  a:i,y, 

beziehungsweise  an  die  Stelle  der  Goordinaten  l,  tn,  x,  y  treten. 
Hithin  giebt  das  Increment  der  Grösse  x  oder  die  Differenz  der 
Werihe  der  unabhängigen  Variable  x^  —  x  =  h  den  Abstand  und 
die  relative  Lage  der  Punkte  ^und^^,  das  Increment  der  Grösse 
y  oder  die  Differens  der  /^geordneten  Werthe  der  Function 
y,  —  y  =  /*(rc+  A)  —  f{x)  den  Abstand  und  die  relative  Lage  der 
Punkte  @j  und  91,  an.  Die  erwähnte  Definition  der  Stetigkeit  der 
Function  f(x)  schreibt  vor,  dass  flir  je  zwei  Werthe  x  und  x  +  h  die 
Diflferenz  der  zugehörigen  Werthe  der  Function  f{x  +  h)  —f{x\ 
sobald  der  Werth  der  Grösse  h  gegen  die  Null  abnimmt,  selbst 
gegen  die  Null  abnehmen  soll.  Es  muss  sich  also  für  eine  be- 
ständige Verkleinerung  des  Abstandes  $  $,  der  Abstand  ©^  ^t^ 
ebenfalls   der  Null    nähern.     Die  beiden   Punkte   91  und   91  ^ 


Sflhne  einer  Ttirvc. 


bilden  daher  die  gegenüberliegenden  Ecken  eines  Rethteckea 
SR  S,  iHi  Xi,  dessen  zusammenstossende  Seiten  9i  ©,  und  ®,  9t, 
die  Eigenschaft  liaben,  dass  mit  der  Abnafanie  der  Seite  91  @, 
gegen  die  Nnll  aueli  die  andere  Seite  ©,9t,  gegen  die  Null 
abnimmt.  Die  Stetigkeit  der  Function  f(x)  hat  also  die  Folge, 
dass  je  zwei  Punkte  3i  und  9t,,  deren  Coordinatenpanre  x,  y 
und  X,,  y,  die  Gleichung  y  ^f(^)  erflIÜen,  bei  einer  beständigen 
Annäherung  der  Fusspankte  $  und  ^,,  selbst  einander  so  nahe 
kommen  als  man  nur  will.  Da  aber  eine  Linie  eine  durch  ein 
Gesetz  bestimmte  Folge  von  unbegrenzt  vielen  Punkten  ist, 
unter  denen  fUr  jeden  einzelnen  Punkt  ein  Nachharpunkt  ange- 
geben werden  kann,  der  von  dem  erstem  um  beliebig  wenig 
absteht,  so  wird  dureb  die  mit  der  stetigen  Function  f{x)  ge- 
bildete Gleichung  y^f{x)  in  der  Tbat  eine  Linie  dargestellt. 
Man  bezeichnet  die  ebaracteristische  Eigenschaft  einer  Linie 
durch  den  Ausdruck,  dass  sie  eiue  stelige  Folge  von  Punkten 
sei.  Somit  ist  der  Zusammenhaug  nachgewiesen,  der  zwischen 
der  Stetigkeit  einer  solchen  Folge  von  Punkten  und  der  Stetig- 
keit einer  Function  einer  Variable  besteht. 

Wenn  man  zwei  Punkte  3t  und  9t,  der  durch  die  Gleiebmig 
y=:/'(x)  dargestellten  Curve  vermittelst  einer  geraden  Linie 
verbindet,  so  hcisst  die  letztere,  insofern  9t  nnd  9t,  ihre 
Endpunkte  bezeichnen,  eine  Sehne  der  Curve,  dagegen  insofern 
die  Curve  von  der  unbegrenzt  verlängerten  Linie  geschnit- 
ten  wird,  eine  Secante  der  Curve.  Die  Lage  der  Linie  9t  3t, 
hängt  allein  von  dem  Winkel  qi  ab,  den  sie  mit  der  positiven 
Seite  der  durch  den  Punkt  9t  gezogenen  Parallele  zur  x  Axe 
bildet.  Man  kann  daher  die  Frage  nach  der  Lage  jener  Sehne 
leicht  beantworten,  indem  man  aus  der  Gleichung  der  Curve 
die  Bestimmung  der  trigonometrischen  Tangente  des  Winkels  (/> 
ableitet.  Mit  Hülfe  der  Formeln  (2)  des  vorigen  §  ergiebt  sich 
aus  der  Betrachtung  des  Dreiecks  9IS,  8t,  der  Ausdruck 

Die  trigonometriscJte  Tangente  des  Winkels,  welchen  die  durch 
die  Punlitc  {x,y)  umHx,,;/,)  geletjte  Sehne  mit  der  positiven  Seiie 
einer  Parallele  eur  x  Axc  macht,  ist  gleich  dem  Quotietiten,  der 
dm-eh    Division    der    Differene   der    WerUus    der   Variaiii«  x   in 


§  4.  Sehne  einer  Curve.  17 

die  Differenz  der    umgeordneten  Werihe   der  Function  y^=.f{x) 
entsteht. 

Der  Ausdruck  (3)  möge  für  ^ie  Gleichung  (11)  des  vorigen 
§  aufgestellt  werden,  welche  sich  auf  die  Parabel  bezieht. 
Hier  ist 

^  W  -       2       "^2  (m-/u) 


(4) 


n-  * ») = T-  -  ^'^Sr^. 


folglich 

(5)  /•(,:  +  A)_/-(a;)  =  A____^_A___. 

Man  hat  aber 

(6)  (x  +  h—l)''  —  {x—iy  =  2h(x—l)+h\ 

weshalb  bei  der  Bildung  des  Quotienten  ^-^ h~  ^^® 

Division   mit  der   OrOsse  h  algebraisch  bewerkstelligt  werden 
kann.    Sie  führt  zu  der  Qleichung 

,7)  f{ä:  +  h)  —  f{x)^  x—l     ^  h 

h  m — fi        2(m — fi) 

Die  trigonometrische  Tangente  des  Neigungswinkels  q), 
den  die  Sehne  der  Parabel  9{9t,  mit  der  Parallele  zur  x  Axe 
macht,  wird  daher  durch  den  Ausdruck 

(8)  iS9  =  -^l^  +  -2l^ 

bezeichnet. 


f  4w   B— ttmmimg  d«r  Lage  ter  geradMi  Linie,  dvroh  welche 
tina  ebene  Oorve  in  einem  gegebenen  Punkte  berührt  wird. 

Um  eine  allgemeine  Definition  von  der  Berührung  zwischen 
einer  ebenen  Curve  und  einer  geraden  Linie  zu  erhalten,  denke 
man  sich  zwei  Punkte  91  und  91,  der  gegebenen  Curve  durch 
eine  Sehne  verbunden  und  diese  über  den  Punkt  9{,  hinaus  bis 
zu  dem  unbestimmten  Punkte  U  verlängert.  Es  werde,  während 
der  eine  Punkt  91  fest  bleibt,  der  andere  Punkt  91,  dem  Punkte 
91  auf  der  Curve  fortwährend  genähert.  Dadurch  wird  die  Lage 
der  Secante  9l9liU  in  solcher  Weise  geändert,  dass  sich  die 
Secante  allmählig  um  den  Endpunkt  9i  herumdreht. 

Wenn  sich  nun  die  Lage  der  Secante  9i9i,U  bei  fortwäh- 

L^pMhlts,  AiuJyti«  II.  2 


IS 


Tangente  c 


r  Carve. 


9*. 


rend  ^nehmender  Seime  31 9),  einer  hestimtiitcn  Lage  9193  als 
Greme  »altert,  so  wird  die  (Jurve  durch  die  ffcrade  Linie  SHÜJ 
herithrt.  Die  gerade  Linie  91  SB  kcisst  die  Tangente  der  Curve  in 
dem  Punkte  iR. 

Aus  der  aD%eatellteii  Dofiuition  folgt  die  Hestiinmiiug  der 
Tangente  iu  einem  Punkte  91  eines  Kreise»  vermittelst  der  Be- 
inerkang,  dass  die  Sebno  9191,  mit  dem  vou  9{  ans  nach  dem 
Gentrum  des  Kreises  gezogenen  Itndius  einen  spitzen  Winkel 
bildet,  der  um  so  grHsser  wird,  je  näber  der  Punkt  9i,  dem 
Punkte  91  kommt,  und  der  sieb  einem  rechten  Winkel  als  Urenze 
nähert.  Die  in  dem  Pnnkt  91  senkreeht  gegen  dwn  Kreisradius 
gezogene  gerade  Linie  berllhrt  also  den  Kreis  in  dem  Punkte  91. 

Die  ßestimmung  der  Lage  der  herUbrenden  Linie  Tiir  einen 
Pnnkt  einer  ebenen  Cnrve,  deren  Gleiebung 
(1)  y=fix) 

iu  den  rechtwinkligen  Coordinaten  x  und  p  gegeben  ist,  bildet 
eine  Grundaufgabe  der  analytischen  Geometrie.  Ihre  LUsung 
lässt  sieb  aus  der  Darstellung  ableiten,  welche  im  vorigen  <f 
für  die  trigonometrische  Tangente  des  Winkels  y  gefunden 
wurde,  den  die  Sehne  9191,  mit  der  positiven  Seite  der  Paral- 
lele zu  der  x  Axe  bildet,  und  die  iu  den  dortigen  Bezeichnungen 
so  lautet 

n,r+h)-f{x) 


(2) 


tgy- 


Im  vorigen  §  ist  gezeigt  worden,  dasa,  wenn  man  dieOrttsse 
h  gegen  die  Nnll  abnehmen  lässt,  der  Fnsspnnkt  ^,  dem  Fuss- 
punkte  $  uDd  in  Folge  dessen  der  Punkt  91,  dem  Punkte  91 
der  Curve  sich  immer  mehr  nähert.    Mitbin  muss  iu  dem  Quo- 

f(x  +  h)  -  n.r] 


tienten  ^^~- 


die  Grllsse  h  numerisob  ohne  Knde  ab- 


nehmen, falls  der  Winkel  ip  den  Neigungswinkel  einer  Secante 
919t,U  darstellt,  die  durch  den  festen  Punkt  91  und  einen 
demselben  auf  der  Curve  beständig  geuHberteu  Punkt  91,  hiu- 
durebgeht.  Die  VoraussetKung,  auf  der  die  Uetinition  einer  die 
Curve  in  dem  Punkte  31  berührenden  geraden  Linie  beruht, 
dass  die  Lage  der  Linie  91  91,  U  sich  einer  Lage  9158  als  Urenze 
nfthere,  hat  den  luhalt,  das»  der  Winkel  tp  oder,  wa»  gleich- 
zeitig  geschieht,  die  trigonometrische  Tangeute  des  Winkels  ip 
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sich   einem   festen   Grenzwerthe   nähere.     Weil   nun   nach   (2) 
die   trigonometrische  Tangente   von  q^  gleich  dem  Quotienten 

— —      ist,  so  hat  die  Voraussetzung,  dass  die  erstere  sich 

einem  Orenzwerth  nähere,  zur  Folge,  dass  sich   der  Quotient 

— '■ ^ —   -—  bei  einem  gegen  die  Null  abnehmenden  h  einem 

festen  Grenzwerthe  nähert.   In  gleicher  Weise  ist  der  umgekehrte 

Sehluss  gerechtfertigt,  dass,  wofern  der  Quotient  - -- 

für  ein  gegen  die  Null  abnehmendes  h  gegen  einen  bestimm- 
ten Grenzwerth  convergirt,  die  trigonometrische  Tangente  von 
y  gegen  denselben  bestimmten  Grenzwerth  convergire,  und 
dass  alsdann  die  betreffende  Curve  in  dem  Punkte  (x,  y)  durch 
diejenige  gerade  Linie  berührt  werde,  fUr  welche  die  trigo- 
nometrische Tangente  des  Neigungswinkels  zu  der  x  Axe  jenem 
Grenzwerthe  gleich  ist.  Die  analytische  Bestimmung  der  geraden 
Linie^  durch  welche  die  gegebene  Curve  in  einem  Putikte  (Xy  y) 
berührt  unrd,  hängt  daher  von  der  Aufgabe  ab,   zu  untersuchen, 

ob  der  mit  der  Function  f{x)  gebildete  Quotient  ^ ^ 

für  eine  numerisch  gegen  die  Null  abnehmende  Grosse  h  sich 
einem  festen  Gretizwerthe   nähere,    und,   wenn  dies  der  Fall  ist, 

den  Grenzwerth  lim.—-—    -- —        -    darzustellen.    Für  die  tri- 

h 

gonometrische  Tangente  des  NeigungswinJcels  to,  welchen  die  ge- 
suchte berührende  Linie  mit  der  positiven  Seite  eitler  Parallele  zur 
X  Axe  bildet,  gilt  dann  die  Gleichung 

to\  *  T        f(^  +  h)  —  f{x) 

(3)  ig  10  =  hm .  — ^  -     -^  • 

n 

Bei  dem  im  vorigen  §  behandelten  Beispiel  der  Parabel, 
auf  welche  sich  die  auf  der  nächsten  Seite  stehende  Figur  6 
bezieht,  kann  der  aufzusuchende  Grenzwerth  leicht  angegeben 
werden.   Dort  war 

n») = --r  -  -.*;--;) 

^    f{x+h)—f{.r)         a-l    ^         h 

h  m  —  fi         ^(m—iii) 


Sobald  sich  die  GrllBse  h  von  der  positiveu  oder  der  negativeii 
Seite  her  der  Null  nähert,  ao 
eonvergirt,  da  die  Goustautc 
m-~/i  nach  der  getrofl'enen  Vor- 
anssetznng  einen  von  der  Null 
TereuhiedeneiiWerth  haben  innss, 


Mull,  mithin  das  zu  untersacheude 
Aggregat  gegen  den  von  A  un- 

abhiingigeu  Be»tandtheil  - 


als  Greuzwerth.   Es  entsteht  da- 
her das  Resultat 


DetngeinUs»  erhält  die  trigonometrieche  Tangente  des  Neigungs- 
winkels ui  zwischen  der  an  die  Parabel  gezogenen  berührenden 
Linie  und  der  positiven  Seile  der  Parallele  zur  x  Axe  den 
Ausdruck 


Es  hat  eich  gezeigt,  dass  in  der  vorliegenden  Anwendung 

n:r+h)-nx) 


der  Quotient 


positives  nnd  ein  nega- 


tives abnehmendes  h  gegen  denselben  Greniwerth  convergirt. 
Was  das  Vorzeichen  der  Grösse  A  anlangt,  so  leuchtet  überhaupt 
ein,  dass,  wofern  die  Function  f(x}  ftir  das  Intervall  a<.x<ib 
gegeben  ist,  die  Grösse  h  bei  dem  extremen  Werthe  x=a  nur 
positiv,  bei  dem  estrenieu  Werthe  x  =  b  nur  negativ,  dagegen 
bei  jedem  zwischen  a  und  b  liegenden  Werthe  sowohl  positiv 
als  negativ  genommen  werdeu  darf.  Unter  den  ersten  beiden 
Voraussetzungen  ist  der  zugeordnete  Punkt  (a,  y)  oder  M  ein 
Endpunkt  der  gegebenen  Curve;  unter  der  letzten  Voraussetzung 
Hegt  der  Punkt  innerfaiilb  der  Curve,  und  kann  mit  einem 
Punkte  iR,  der  Curve  verbunden  werden,  der  sich  auf  der 
einen  oder  auf  der  anderen  Seite  von  SR  befindet;  die  beiden 
^^uuahmeu    entsprechen    den    zwei    verschiedenen    Vorzeichen 
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der  Grösse  A.  Ist  die  mit  einem  positiven  h  gebildete  Secante 
aiSijU  in  die  Tangente  8185  übergegangen,  und  durchläuft 
ein  Punkt,  von  91  nach  95  fortschreitend,  diese  Tangente,  so 
nimmt  dabei  seine  Goordinate  x  zu.  Ist  die  mit  einem  ne- 
gativen h  gebildete  Secante  9iai,U  in  die  Tangente  91®  über- 
gegangen, und  durchläuft  ein  Punkt,  von  81  nach  SS  fortschrei- 
tend, diese  Tangente,  so  nimmt  dabei  seine  Goordinate  x  ab. 
Mithin  würde  die  Gurve,   wenn   der  Fall  eintreten  sollte,  dass 

sich  der  Quotient  f^^'^^)^fW    f^^   ^j^  positives   h   einem 

h 

anderen  Grenzwerthe  näherte   als   fär  ein  negatives  h,  in  dem 

bezüglichen  Punkte  zwei  verschiedene  berührende  Linien  haben. 

Ein  solcher  Fall  kann  vorkommen,  darf  aber  als  Ausnahmefall 

angesehen  werden.   Sobald  der  zu  einem  positiven  h  und  einem 

negativen  h  gehörende  Grenzwerth  derselbe  ist,  bilden  die  beiden 

entsprechenden  berührenden  Linien  eine  einzige  von  91  aus  nach 

zwei  Seiten   ausgedehnte   gerade  Linie,   und  dieser  Fall   stellt 

die  Regel  dar. 

Für  die  Einsicht  in  den  Verlauf  der  durch  die  Gleichung 
(1)  repräsentirten  Gurve  ist  es  wesentlich  zu  unterscheiden,  an 

welchen  Stellen  der  Grenzwerth  des  Quotienten ^-r , 

der  gleich  tgw  ist,  einen  positiven  oder  negativen  oder  ver- 
schwindenden Werth  annimmt.  Bei  einem  verschwindenden 
Werthe  von  tgw  ist  die  zugehörige  die  Gurve  berührende 
Linie  mit  der  xAxe  parallel,  bei  einem  positiven  Werthe  steigt 
ein  Punkt,  welcher  die  berührende  Linie,  indem  seine  Goor- 
dinate X  zunimmt,  durchläuft,  aufwärts,  bei  einem  negativen 
Werthe  sinkt  ein  Punkt,  welcher  die  berührende  Linie  in  der 
angegebenen  Weise  durchläuft,  abwärts.  Im  ersten  Falle  sagt 
man,  die  berührende  Linie  sei  nach  oben,  im  zweiten  Falle,  sie 
sei  nach  unten  geneigt. 

Der  in  Bezug  auf  die  Parabel  abgeleitete  Ausdruck  (6)  ist 
fähig,  alle  Fälle  zu  vergegenwärtigen.  Wenn  man,  wie  in  §  2 
geschehen,  voraussetzt,  dass  die  Differenz  m— /i  positiv  sei,  so 

x  —  l 
wird  der  Ausdruck  tg  w  =  —■ — ^  .     positiv,  negativ  oder  ver- 
schwindend, je  nachdem  die  Grösse  x  —  l  die  erste,  zweite  oder 
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(iriltc  Eigtuiüdiaft  hat.  Nach  tier  oliigen  Fijjnr  (i,  die  mit  der 
dortigsn  Figtir  4  ItberpiDstiinint  hän^  dies  davon  ab,  oh  der 
zu  dem  Pnnkte  [x,y)  geliHrende  aaf  der  j  Axe  hefimilichpFuss- 
pnnkt  $  rochts  ron  dein  PoDkte  S,  links  von  dem  Pntikte  £ 
liegt  oder  mit  demBelhen  zuBamnienföllt.  Es  ist  daher  dio 
l)erllhrende  Linie  der  Parabel  in  dem  Punkte  Mo,  der  zu  dem  Fuss- 
punkte  2  gehört  tind  nach  §  2  den  tieisten  Pnnkt  der  Parabel 
bezeiehnet,  mit  der  x  Äxe  parallel,  in  jedem  Punkte  IH,  der 
rechts  von  M^  liegt,  naeh  onten,  in  jedem  Punkte  3i,  der  links 
von  8i„  liegt,  nadi  oben  geneigt. 


§  5.    Deflnltloa  de«  DUfsrentlalquotlenten  einer  Fanctlon 

einer  Variable  aU  Orenzwertb  dee  Quotienten  bei  der  Dlvleion 

der  Differenz  zweier  Werthe  der  Variable  In  die  DUFsreoz 

der  zugeordneten  Werthe  der  Fonotlon. 

Uie  Ermittelung  des  Greuzwertliufe,  welcher  naeh  dL-iii 
vorigen  §  diejenige  gerade  Linie  bestimmt,  von  der  eine 
gegebene  ebene  Curve  in  einem  gegebenen  Punkte  berührt 
wird,  ist  die  Grnndoperation,  von  welcher  die  Differential- 
rechnung ihren  Namen  empfangen  hat.  TVeHti  f{x)  eine  für 
alle  steiacJien  den  Grössen  o  und  b  lieyenden  Werthe  von  x  gc' 
ffvhene  stetige  Functkm  der  variabeltt  Grösse  x  hedeuieU  und  wenn 
der  durck  die  Division  der  Differenz  der  Variable  in  die  Diffe- 
rens  der  eugeordnetcti  Werthe  der  Function  entstehende  Quotient 
f{tc  +  h)-f(a!) 
k 


für  einen  festai  Werth  x  und  für  einen  nume- 
risch gegen  die  Null  abnehmenden  Werth  h  gegen  einen  bestinmUai 
Grenewerth  lim .  j!    '  convergirt,  so  heisst  dieserGrem- 

vierth  der  nach  der  variabeln  Grösse  x  genommene  Differcntial- 
quüticnt  der  Function  f(x),  und  die  Darstellung  dieses  Grenc- 
werthcs  die  Differentiation  der  Function  f(x)  in  Bezug  auf  die 
variable  Grösse  x. 

Das  von   Lcibnits   eingi-führte  Zeichen  des  Diffcrciitialquo- 
limten  wird  durch  die  Gleichung 


(1) 

dc/inirt. 


d.v 
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Die  nächste  Aufgabe  geht  dahin,  allgemeine  Methoden  für 
die  Differentiation  der  Functionen  einer  variabeln  Grösse  zu 
entwickeln.  Bei  der  Wahl  der  Reihenfolge,  in  welcher  die  ver- 
schiedenen Functionen  zur  Behandlung  kommen,  werden  wir 
dieselben  Gesichtspunkte  festhalten,  auf  denen  die  Anordnung 
im  ersten  Bande  beruht,  und  mit  den  algebraischen  rationalen 
ganzen  Functionen  beginnen. 

I  6.    IMfflBr«Btlatloii  d«r  Snmme,  der  DUforens,  des  Prodnote 
▼on  sw«l  FnnotlonMi  «liier  Variable.    Differeiitlatleii  einer 
alcrebraieohen  ratienalen  gansen  Fimotieii  einer  Variable. 

Eine  algebraische  rationale  ganze  Function  einer  Variable 
X  ist  nach  I,  §  22  gleich  einem  Ausdruck,  der  aus  einer  be- 
schränkten Zahl  von  constanten  Grössen  und  aus  der  Variable 
X  durch  eine  beliebige,  der  Zahl  nach  beschränkte  Reihenfolge 
Yon  Operationen  des  Addirens,  Subtrahirens  und  Multiplicirens 
erhalten  wird.  Man  kann  daher  zu  der  Regel  für  die  Differen- 
tiation einer  solchen  Function  gelangen,  indem  man  zuerst  den 
Differentialquotienten  einer  constanten  Grösse,  dann  den  Diffe- 
rentialquotienten der  Variable  x  nach  der  Variable  x  bestimmt, 
und  hierauf  zeigt,  wie  aus  den  Differentialquotienten  von  zwei 
Functionen  der  Differentialquotient  ihrer  Summe,  ihrer  Diffe- 
renz und  ihres  Products  abgeleitet  wird. 

Es  sei  die  zu  differentiirende  Function  f{x\  für  ein  beliebig 
ausgedehntes  Intervall  der  Variable  x^  gleich  der  constanten 
Grösse  c, 

(1)  f{x)  =  c. 

Legt  man  der  Variable  einen  bestimmten  Werth  x  und  hierauf 
einen  von  diesem  verschiedenen  Werth  a;  4-  A  bei,  so  ist  in  Folge 
der  Definition  (1)  sowohl  f{x)=^c  wie  auch  f{x'hh)  =  c,  mit- 
hin f(x-hh)-f{x)  =  0  und  deshalb  auch  i(^  +  ^)-A4^Q^ 

n 

Diese  Gleichung  bleibt  noch  bestehen,  wofern  die  Grösse  h 
numerisch  immer  abnehmende,  positive  oder  negative  Werthe 
erhält.  Daher  ist  der  gesuchte  Grenzwerth  des  Quotienten  eben- 
falls die  Null,  und  es  folgt  aus  (1)  die  Gleichung 

(2)  ii,„.A^+4ziM=o, 

n 
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oder  Dacb  der  im  vorigen  §  festgestellten  Bezeichnung 

Das  gefundene  Resultat  hat  in  Worten  den  Ausdruck: 

(1)  Der  nach  der  Variable  x  genommene  DifferentidlquaUent 
einer  cangtanien  Grösse  isi  gleich  der  NüU. 

Es  sei  femer  die  zu  differentiirende  Function  f{x)j  für  ein 

beliebig  ausgedehntes  Intervall  von  x,  gleich  der  Variable  x 
selbst, 

(3)  f(x)  =  X. 

Dann  gilt  für  je  zwei  differenteWerthe  ar  und  or  +  A  die  Gleichung 
Ax+*)-/-(x)  =  A,  an,  der  die  Gleichung /<^±*^:=Ä  =  1 

folgt  Der  Werth  des  Bruches  bleibt  auch  für  ein  numerisch 
bestitodig  abnehmendes  h  gleich  der  Einheit,  so  dass  die  Gleichung 

(4)  ,^^    /(x  +  *)-A^)^t^ 
oder 

^^>  %-' 

entsteht    Die  so  erhaltene  Regel  lautet  demnach: 

(2)  Der  nach  der  Variable  x  genommene  Differentialquotient 
der  Variable  x  ist  gleich  der  Einheit. 

Wir  betrachten  jetzt  zwei  für  das  Intervall  a<x<b  ge- 
gebene endliche  und  stetige  Functionen  f{x)  und  g{x),  bei 
denen  vorausgesetzt  wird,  dass  jeder  der  Differentialqnotienten 

— ^-  und  — ^ — — ,  welche  der  Gleichung  (1)  des  vorigen  § 
entsprechend  durch  die  beiden  Gleichungen 

Hm      /-(x  +  Aj-Z^Cr)   ^  df{.r) 

(oj  / 

lim     g(x  +  h)'-g{x)   ^  dg(x) 

h  dx 

definirt  sind,  einen  festen  endlichen  Werth  habe;  als  endlieh 
wird  ein  Werth  bezeichnet,  sobald  er  einen  von  vorne  herein  be- 
stimmten Werth  numerisch  nicht  überschreiten  kann.  Um  den 
Differentialqnotienten  der  Summe,  der  Differenz  und  des  Pro- 
ducts zu  bestimmen,  ist  für  die  Srnnme  f{x)  +  g{x)  der  Quotient 
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(7)  j , 

für  die  Differenz  f{x)  —  g  (x)  der  Quotient 

,o.  f{x+h)  —  gix  +  h)  —  (fix)  —  g  (x)) 

(8)  jj , 

für  das  Prodnct  f{x)  g  (x)  der  Quotient 

f{x  +  h)g(x  +  h)  —  f{x)g  (x) 


zu  untersuchen.   Die  Quotienten  lassen  sich  beziehungsweise  in 

die  folgende  Gestalt  bringen 

(10)  f(x  +  h)—f{x)  ^g{x  +  h)  -g(x) 


(11) 


h  h 

fix +h)— fix)'       g(x  +  h)—g(x) 
h  h 


(12)     /(^+_*blA^)^(a:)+/-(x)ii^±*i^^(*> 

h  h 

Sobald   die   Grösse   h   numerisch    ohne  Ende   abnimmt , 
nähert    sich    nach    der    getroffenen    Annahme    der    Quotient 

-— — { — -—  dem  festen  Grenzwerthe      ,        und   der  Quo- 
h  da: 

tient  ^(^-*-^)_-"_gC^l  dem  festen  Grenzwerthe  ^^ßl   Wie  sich 

n  ax 

bei  der  Bewegung  von  h  die  Ausdrücke  (10),  (11),  (12)  verhal- 
ten, hängt  daher  von  der  Rechnung  mit  Grenzwerthen  ab.  Die 
Grundsätze  fUr  die  Rechnung  mit  den  Grenzwerthen,  welchen 
sich  Folgen  von  rationalen  Brflchen  nähern,  sind  in  I,  §  16 
auseinander  gesetzt  worden,  und  es  ist  I,  §  105  hervorgehoben, 
dass  dieselben  Grundsätze  fttr  die  Rechnung  mit  den  Grenzwer- 
then gültig  bleiben,  welchen  sich  Folgen  von  bestimmten  Grös- 
sen nähern.  Vermöge  der  so  eben  erwähnten  Voraussetzung 
convergirt    nach    diesen    Principien    der    Ausdruck   (10)    als 

Grenzwerth   gegen  die  Summe  -  ^— +-—--,  der  Ausdruck  (11) 

u  X  u  X 

gegen   die  Differenz    -4^ 1^.    Bei    (12)   nähert    sich    in 

df(x) 
dem  ersten  Summanden  der  erste  Factor  dem  Grenzwerthe    '    \ 

dx  ' 


ist  und  als  solche 

gegen  die  Nnll  convergirt,  und  daher  convergirt  das  Prodiict 
der  drei  Factoren,  von  denen  die  beiden  ersten  endlich  sind, 
das  heisat  einen  von  vorne  herein  bestimmten  Werth  numerisch 
nicbt  übertreffen  können,  gegen  den  Grenzwerth  Null,  Der 
Autidnick  (12)  erhält  demnach  fllr  seinen  Grenzwerth  von 
dem  verschwindenden  Grenzwerthe  des  dritten  Summanden 
keinen  Beitrag  und  convergirt  gegen  denjenigen  Werth,  welcher 
aus  der  Addition  der  Grenzwerthe  der  beiden  ersten  Summanden 


hervorgeht.   Auf  diese  Weise  ergeben 

sich  die  Resultate 

/•(j-+A)  +  g(.r+A)— (A^)  +  ffU))_  df{x)  ^  dffix) 


fi:i!  +  h)g(.,r  +  h)-nx)ff(x) 


äfM 
dx 


dl  ' 


Sie  haben  in  den  eiugeftlhrten  Bezeiehnungen  den  Ausdruck 
dif(x)+g(.T))  _  dM  .    dgix) 


d{f(.v)g{x))     _dfU: 

di  "ä^*^"'^"-"^"d^ 

der  sieh  in  die  folgenden  Worte  kleiden  lässt: 

{^)  Der  Differentialquotient  iler  Swnme  von  ewd  Functionen 
ist  gleich  der  Summe  ihrer  DifferentUdquotienten.    Der  D^er< 
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tialquotient  der  Differenz  von  swei  Functionen  ist  gleich  der  ent- 
sprechend gebildeten  Differenz  ihrer  Bifferefäidlquotienten.  Der 
Differentialquotient  des  Products  von  zwei  Functionen  ist  gleich 
dem  Aggregat  der  beiden  Producte^  die  entstehen^  indem  jede 
Function  mit  dem  Differentialquotienten  der  anderen  multiplicirt 
wird.  Alle  drei  Resultate  beziehen  sich  auf  die  Werthe  der  Variable 
X  in  demjenigen  Iniervaü,  für  wdches  die  eu  combinirenden  Func- 
tionen gegeben  sind. 

Die  Formeln  (16),  (17),  (18)  können  leicht  auf  den  Fall 
angewendet  werden,  dass  die  eine  der  beiden  Functionen,  etwa 
g{x)j   gleich    einer   Constante  c  ist.     Der   Differentialquotient 

-3—  verschwindet  alsdann   nach  der  Regel  (1),  so  dass  man 
dx 

die  Gleichungen  erhält 

(19)  d(f{a^)  +  c)^df{x) 

dx  dx  ^ 

^ofi^  d{f{x)-c)_df{x) 

^"^^^  Ix         -"dJ^ 

(21)  ^i^(^^))    ^  cdfjx) 

dx  dx 

Dieselben  lehren,  dass,  wenn  zu  einer  Function  eine  (Jon- 
slante  addirt  wird,  der  Differentialquotient  der  Function  unge- 
ämlert  bleibt,  und  dass,  wenn  eine  Function  mit  einer  Constante 
nmltiplicirt  wird,  dies^  Constante  zu  dem  Differentiaiquotienten 
der  ursprünglichen  Function  ais  Factor  hinzuzufügen  ist,  um  den 
Differentialquotienten  der  neuen  Function  zu  erhalten. 

Für  die  Bildung  des  Differentialquotienten  einer  Summe 
ans  einer  beliebigen  beschränkten  Anzahl  von  Functionen  liefert 
die  wiederholte  Benutzung  der  Formel  (16)  die  Regel:  Der 
Differentialquotient  einer  Summe  aus  einer  beliebigen  beschränkten 
Anzahl  von  Functionen  ist  gleich  der  Summe  der  Differentiaiquo- 
tienten der  einzelnen  Functionen. 

Nimmt  man  in  der  Formel  (18)  die  Function  g  {x)  der 
Function  f(x)  gleich,   so   werden  die   beiden  Summanden  der 

rechten  Seite  gleich  dem  Ausdrucke  f{x)    .     •    Demnach  ent- 
eil 

steht  fbr    den  Differentialquotienten  des  Quadrats  {f{x)y  der 

Aasdmck 


DüTurentialquotienl  einer  poeitiveD  (ganzen  Potenz. 


(22) 


dx 


=  2  fix) 


dx 


Man  kann  ferner  in  der  Formel  (18)  statt  der  Function  g  (x) 
(las  Quadrat  {f(x)y  Bubstituiren,  wodurch  sieb  fllr  den  Diffe- 
rentialquotientiiu  des  Cubus  {fix))'  mit  Hülfe  von  (22)  die  Be- 
stimmong 


(/■(!))•  "^'+/-M2/-W  = 


=  3(n»))- 


ilx 


ergiebt.  Die  FortsetKung  dieses  Verfahren»  erzengt  den  folgen- 
den Ausdntck  des  Di/ferenlialquotienten  der  betiehigen  positiveti 
ganzen  nten  Potene  der  Function  f(x) 

Mf {■■'))''  _„,./,»,-i <*/■(*). 


(23) 


MA*)) 


d.r. 


Da  Beine  Gültigkeit  für  die  Wertbe  n=2  und  »  =  3  be- 
wiesen ist,  so  besteht  derselbe  allgemein,  wofern  ans  der  Itlr 
einen  bestimmten  Werth  von  n  angenommenen  Gültigkeit  die 
Riehtigkeit  Itir  den  nm  die  Einheit  grösseren  Werth  der  Zahl 
n  folgt.  Gesetzt,  die  Gleicbnng  (23)  sei  fUr  einen  bestimmten 
Werth  von  «  /.utretlend,  so  ergiebt  sich  in  (18)  durch  Einführung 
von  (/"(a;))"  atjitt  der  Function  gix)  auf  der  linken  Seite  der  Dif- 
ferentialqnotient  der  (n+l)ten  Potenz  [fix)}'*  ,  auf  der  rech- 
ten Seite  das  Aggregat 

Der  bezeichnete  Ausdruck  wird  aus  der  rechteu  Seite  von  (23) 
hervorgebracht,  indem  man  statt  der  Zahl  n  die  Zahl  (m-i-1) 
substituirt.  Mithin  gilt  die  in  Rede  stehende  Formel  auch 
für  den  um  die  Einheit  vergrosserten  Werth  der  Zahl  »,  und 
deshalb  für  jeden  positiven  ganzen  Werth  der  Zahl  »,  wie  be- 
haui>tet  worden  war. 

Um  den  Differentialquotienten  einer  für  jeden  bestimmten 
Werth  von  x  gegebenen  beliebigen  rationalen  ganzen  Function 
der  Variable  x  zu  erhalten,  darf  man  annehmen,  dass  die  be- 
hufs der  Bildung  der  Function  vorgeschriebenen  Operationen 
ansgefllhrt  seien,  wodurch  die  Function  nach  I,  §  23  in  das 
Aggregat  einer  beschränkten  Anzahl  verschiedener  positiver 
Potenzen  der  Variable  x  übergeht,  deren  Exponenten  die  von 
einer  Zahl  n  bis  zu  der  Mull  herabsteigende  Reihe  der  positiven 
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ganzen  Zahlen  bilden,  and  die  respective  mit  den  constanten 
Coefficienten  a^,  a^,  ...  a,  multiplicirt  sind.  Man  hat  demnach 
f&r  die  Function  f{x)  den  für  jeden  bestimmten  Werth  der  Va- 
riable X  geltenden  Ausdruck 

(24)  f{x)=a^  X  +  ttj  ot"^  +  .  . .  +  a,«!«?  +  a,. 

Vermöge  der  oben  abgeleiteten  Regel  ist  der  Differentialquo- 
tient der  vorliegenden  Summe,  bei  der  die  Anzahl  der  Summan- 
den eine  beschränkte  ist,  gleich  der  Summe  der  Differentialquo- 
tienten der  einzelnen  Bestandtheile  %x^  a^x~ , . . .  ck^^^x^  a,. 
Jeder  von  diesen  entsteht  durch  die  Multiplication  einer  positi- 
?en  ganzen  Potenz  der  Variable  x  mit  einer  Constante,  weshalb 
der  betreffende  Differentialquotient  nach  der  obigen  Gleichung 
(21)  gefunden  wird,  indem  man  den  Differentialquotienten  der 
jedesmaligen  Potenz  der  Variable  x  mit  der  zugeordneten  Con- 
stante multiplicirt  Es  ist  daher  nur  der  Differentialquotient 
einer  beliebigen  positiven  ganzen  Potenz  der  Variable  x  abzu- 
leiten. Dies  geschieht  mit  Hülfe  der  Formel  (23),  indem  die 
Function  f(x)  durch  die  Variable  x  ersetzt  wird.  Der  für  die 
rechte  Seite  darzustellende  Differentialquotient  der  Variable  x 
nach  dieser  selbst  ist  gemäss  der  Regel  (2)  für  jeden  beliebi- 
gen Werth  von  x  gleich  der  Einheit;  man  erhält  daher  die  für 
jeden  gegd>enen  Werth  von  x  gültige  Bestimmung  des  Differen- 

iiaiquotienien  der  positiven  ganeenPotene  x^ 

(25)  — ^<^  =  na?     . 
^    ^  dx 

Wenn  nunmehr   die  Differentialquotienten  der   erwähnten 
Summanden  der  Function  f(x)  gebildet  werden,   so  gehört  zu 

a^^a;"  der  Ausdruck  na^a;""",  zua^a:""  der  Ausdruck  (n  —  Ija^a?"" 
u.  8.  f.,  zu  a^__^  x  der  Ausdruck  a^_,,  zu  der  Constante  a^  nach 
der  Regel  (1)  der  Werth  Null.  Die  Addition  der  einzelnen 
Differentialquotienten  liefert  alsdann  für  jeden  bestimmten  Werth 
von  X  den  Differenticdquotienien  der  in  (24)  dargestellten  rationa- 
len gansen  Function  f{x\ 

(26)  ^M=na,/~'  +  (n-l)a,  x""'  +  . . .  +  2a^_,x  +  a_,. 

Jede  rationale  ganze  Function  einer  Variable  x  hat  dem- 
nach  für  jeden   bestimmten  Werth   derselben    einen  vollkom- 
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§  ti. 


men  bestimmten  durcli  die  vorstehende  Formel  darstellbaren 
DifTerentialquotieuten.  Dass  jede  solcLc  Funetiou  f(ir  alle  be- 
stimmten Werthe  der  Variable  x  eine  »tetige  Fuoetion  derselben 
sei,  ist  I,  §  108  mit  HUltc  des  binomischen  Lehrsatzes  gezeigt 
worden.  Aus  diesem  Satze  lassen  sieh  aueh  die  obigen  Glei- 
chnugen  (2ü)  und  (26)  ableiten,  wlihrend  die  niitgetbeilte  De- 
duetion  von  demselben  unabhängig  ist. 

Wenn  eine  rationale  ganze  Function  nicht  nach  den  Po- 
tenzen der  Variable  x  geordnet  vorliegt,  sondern  als  das  Resul- 
tat von  auszufllbrenden  Additionen,  Subfractionen  und  Mnltipli- 
cationen  rationaler  ganzer  Functionen  gegeben  ist,  so  kann  der 
betreffende  Differentialqnotient  vermittelst  der  Regeln  (3)  und 
ihrer  Conseqnenzen  gefunden  werden,  ohne  dass  die  verlangten 
Operationen  vorher  wirklich  ansgeftthrt  sind.  Es  sei  zum  Beispiel 
f(3:)=(x'+x'  +  x  +  \){6x  +  2)—ßx'  +  2x+})'. 
Dann  ist  nach  (18) 

d{{x*  +  x*  +  x+l)(6x+2)\ 
dx 
=  (3j^'+2.t+1)(6z  +  2)  +  (3^'  +  j'+j'-I-1)0, 
ferner  nach  (23) 

(l{?x*-\-2x-ir\y 


^^  — ^  '     =2(3x"  +  2x  +  l)(lJx+2), 


folglich  nach  (17) 

dfix) 


(3x-' 


r+l){6^  +  2)-l-(.'c' 


-1)6. 


Die  gegebene  Function  f{x)  nimmt  durch  die  vollständige 
Entwickelung  der  angedeut«teu  Operationen  die  Gestalt  an 

/■(a:)=  — ;}a;'— 4a;'  — 2a:»-h4*+l, 
so  dasa  der  gesnchte  Differentialqnotient  yermögc  der  Vorschrift 
(26)  den  Ausdruck 

^^^*-  =  - 121»-  nx'—Ax+A 

erhält,  welcher  dem  zuerst  gefundenen  nothwendig  gleich  ist, 
Fin  anderes  Beispiel  liefert  die  Function,  die  in  (4)  des  g  4 
behandelt  ist  nud  zu  der  Gleichung  der  Parabel  gehUrt 
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f  7.    Diffsreiitlatioii  des  Qnotieiiteii  Ton  swel  Fonotioiieii 
einer  Variable.  DiHtoentiatioii  einer  algebraliehen  rationalen 

gebrochenen  Function  einer  Variable. 

Bei  der  Verbindung  von  zwei  gegebenen  Functionen  durch 
Addition,  Snbtraction,  Multiplication  und  Division  muss  man 
den  in  I,  §  22  hervorgehobenen  Umstand  beachten,  dass  zwei 
bestimmte  Grössen  immer  addirt,  subtrabirt  und  multiplicirt 
werden  dürfen  und  dann  als  Resultat  eine  entsprechende  be- 
stimmte Grösse  liefern,  dass  aber  die  Division  nur  mit  einem 
von  der  Null  verschiedenen  Divisor  gestattet  ist.  Hieraus  folgt, 
dass,  wenn  zwei  Functionen  einer  Variable  f{x)  und  g  (x)  ftlr 
das  Intervall  a^rr^ft  bestimmte  gegebene  Werthe  haben, 
ihre  Summe  wie  ihre  Differenz  und  ihr  Product  für  dasselbe 
Intervall  der  Variable  x  ebenfalls  vollkommen  bestimmte  Werthe 

erhalten,  während  ihr  Quotient      \  .    nur  für  diejenigen  Werthe 

von  X  definirt  ist,  für  welche  die  Nennerfunction  g(x)  nicht 
verschwindet.  Wofern  die  Functionen  f(x)  und  g{x)  für  das 
Intervall  a<,x'^b  stetig  sind,  so  überträgt  sich  die  Eigen- 
schaft der  Stetigkeit  fUr  das  gleiche  Intervall  auch  auf  die 
Summe  f(x)  +  g{x\  die  Differenz  f{x)  —  g{x)  und  das  Pro- 
duct f{x)  g{x)j  was  aus  den  Ausdrücken  (10),  (11),  (12)  des 
vorigen  §  hervorgeht,  die  zu  der  Entwickelung  der  Differential- 
quotienten  der  bezeichneten  Verbindungen  gedient  haben;  bei 

fix) 
dem  Quotienten  -- r-y  braucht  jedoch  die  Stetigkeit  innerhalb 

des  angegebenen  Intervalls  nicht  überall  zu  bestehen.  Es  sei 
f(x)  gleich  der  Einheit,  g(x)  gleich  der  mit  der  beliebigen  con- 
»tanten  Grösse  f  gebildeten  Differenz  x  —  ^,  dann  ist  der  Quo- 
tient   z-  für  alle  Werthe  von  x,  den  Werth  x—  ^  ausgenom- 

X       5 

men,  bestimmt.  Der  Zähler  und  der  Nenner  des  Bruches  sind 
in  Bezug  auf  jeden  Werth  von  x,  oder  mit  anderen  Worten 
in  dem  Intervall   —a<,x^ß   stetig,   wo   a   und  ß    beliebig 

grosse   positive  Werthe   bedeuten.    Der  Quotient  ^  bildet 

•  X      g 

aber  das  in  I,  §  108  angeführte  Beispiel  einer  Function,  welche 
sowohl  ftlr  alle  Werthe   von  a?,   bei   denen  x  —  ^  positiv,  wie 
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aucli  für  alle  Werthe  von  x,  bei  denen  x  —  ^  negativ  ist,  stetig 
bleibt,  allein  bei  dem  Uebergange  von  einem  unter  £:  Hegen- 
den zu  einem  Über  i  liegenden  Werthe  eine  Untcrbreebung 
der  Stetigkeit  zeigt,  hideni  mau  mit  6  und  t  beliebig  kleine 
pOBitive   WertUe   ausdruckt    und    für   a    und    ß   die    obige  Be- 

fltimmung  beibebäll,  darf  man  Bageii,  dass  der  Quotient ^  ftlr 

das  Intervall 

(1)  -~o-^x<i  —  d 

und  Bucli  fQr  das  Intervall 

(1*)  i  +  ^<x<fl 

stetig  sei.   Nacli  einer  am  erwUbnten  Orte  angestellten  Betracb- 

tung  näbert  aicb  die  ftlr  zwei  Werthe  x  und  x-^h  aufgestellte 

Differenz 

1 _J ~h 

x  +  h-l 


'^*  --'      '  «-?~(.r  +  Ä-|)(.«-?) 

bei  einem  numeriscb  abnehmenden  h  der  Null,  sowohl  wenn 
X  und  x+h  gleichzeitig  in  dem  ersten  Intervall,  wie  auch 
wenn  dieselben  gleichzeitig  in  dem  zweiten  Intervalle  liegen; 
sie  nimmt  aber,  wenn  z=$  — d,  x  +  A— .|  +  £  gesetzt  wird,  den 

Werth  —  +  -y  an,  welcher  fllr  angemessen  kleine  Werthe  von 

6  und  £  beliebig  gross  wird. 

Für  jedes  der  beiden  Intervalle,  in  welchen  die  Function 

— ^  stetig  bleibt,  lässt  sieh  ihr  nach  der  Variable  x  zn  neh- 
mender DitTerentialqtiotient  dadurch  bestimmen,  dasa  die  beiden 
Seiten  der  Gleichung  {2)  durch  die  Grösse  h  dividirt  werden. 
Man  erhUlt  alsdann 


(2) 


\x  +  h  —  t       1> 


-  1 


-1}  (x+A-E)(^-5) 
Unter  der  Voraussetzung  des  ersten  Intervalls  istz^^ — d 
und  x  +  h<,^  —  d,  mitbin  haben  x  —  ^  und  x  +  h  —  ^  das  nega- 
tive Vorzeichen;  unter  der  Voraussetzung  des  zweiten  Inter- 
valles  int  ^+  t<Zx  und  ^  +  t^x  +  h,  so  dass  j;— ^uudj;  +  /i  —  ^ 
das  positive  Vorzeichen  führen.  Weiin  die  Grösse  Ä  abnimmt, 
convergirt  die  Grösse  x+h — |  ohne  ihr  Vorzeichen  zn  ändern 
gegen    die   von  Kuli    verschiedene   Grösse  x~|,   folglich   die 
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rechte  Seite  von  (2)  gegen  den  bestimmten  Werth  j——-^^'  So- 
mit wird  der  Differeniialquotient  der  Function  __v  i^  Beeug 
auf  die  Variable  x  durch  die  Formel 

^^  da  («-5)* 

dargestellt 

Wir  wollen  die  bei  der  Function :-  auftretende  Unter- 

brechung  der  Stetigkeit  und  das  Verhalten  des  zugehörigen  Dif- 
ferentialquotienten durch  die  in  §  3  entwickelte  geometrische 
Deutung  veranschaulichen.  Nachdem  für  die  Variable  y  die 
Gleichung 

(5)  y=    ^ 


aufgestellt  ist,  seien  x  und  y  die  rechtwinkligen  Coordinaten 
eines  Punktes  einer  Ebene,  und  es  möge  die  der  Gleichung  (5) 
entsprechende  Curve  untersucht  werden.  Man  lässt  die  Variable 
X  mit  einem  so  grossen  negativen  Werthe  —a  beginnen,  dass 
auch  — a  — ^  sehr  gross  und  negativ  ist,  und  hierauf  bis 
zu  dem  Werthe  ^ — d  fortschreitend  das  obige  erste  Intervall 
durchlaufen,  dann  mit  dem  Werthe  ^  +  £  abermals  anfangen 
und  bis  zu  dem  sehr  grossen  positiven  Werthe  ß  das  obige 
zweite  Intervall  durchlaufen;  der  Werth  ß — ^  soll  hier  eben- 
falls sehr  gross  und  positiv  sein.  In  Folge  dessen  ist  der 
Werth  der  Variable  y  fllr  das  erste  Intervall  stets  negativ  und 

geht  von  dem  numerisch  kleinen :r  bis  zu  dem  numerisch 

grossen  — ";i>  er  ist  hingegen  für  das  zweite  Intervall  stets  po- 
sitiv und  bewegt  sich  von  dem  grossen  —  bis  zu  dem  kleinen 

c 

-5 — ;:•     Bei  der  in  §  2  angenommenen  Lage  der  Coordinaten- 

axen  bleibt  also  der  Punkt  (x,  y)  der  Curve  für  das  erste  In- 
tervall der  Coordinate  x  immer  unterhalb  der  Abscissenaxe, 
steht  von  derselben   anfangs  um  beliebig  wenig  ab,  f&llt  fort- 

LifMchits,  Analjsia  U.  3 
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während  und  kommt  zu  beliebig  grossen  Abständen.  FUr  das 
zweite  Intervall  der  Coordinate  a-  ist  der  Punkt  (x,  y)  stets 
oberhalb  der  Äbseissenase  beündlicb,  anfangs  in  beliebiger  Höhe 
über  derselben,  sinkt  beständig  herab  und  rückt  ibr  schliesslich 
beliebig  nahe.  Es  leuchtet  ein,  dass,  wonn  durch  den  Punkt 
x=^  der  Abscissenaxe  zu  derselben  eine  Senkrechte  gezogen 
wird,  der  zu  dem  ersten  Intervall  gehörende  Theil  der  Curve 
sieb  mehr  und  mehr  an  die  Abscissenaxe  von  unten  und  an  die 
eonstruirte  Senkrechte  von  der  rechten  Seite  ansehliesst,  während 
sich  der  zu  dem  zweiten  Inter^'all  gehörende  Theil  der  Curre 

k beständig  jener  Senkrechten  von  der  linken  Seite  und  der  Ab- 
scissenaxe von  oben  nJlhert.    Gerade  Linien,  denen  eine  Curve 
in  ihrem  Verlauf  stets   näher    kommt,   ohne  sie  jemals  zn  er- 
reichen, werden  Asymptoten  der  Curve  genannt.     Die   erörterte 
Curve,  die  in  Figur  7   so   dar- 
gestellt wird,  dass  der  Puukt  S 
der  X  Axe   dem  Werthe  x  =  ^ 
P"  entspricht,  ist  eine  Hyperbel ;  um 

r  die  obige  Gleichung  (5)  aus  der 

r'  !  in  §  2  angeführten  allgemeinen 


Gleichung  abzuleiten,  müsste  die 
letztere  durch  Einftihrung  eines 
nenen  rechtwinkligen  Coordina- 
tensy Sterns  umgeformt  nnd  in 
Bezug  auf  die  vorkommenden 
Constanten  speciellen  Einschrän- 
kungen unterworfen  werden.  Die 
beiden  Theile  oder  Zweige  der 
Curve  werden  durch  die  Asymp- 
tote j.'=^  vollständig  von  ein- 
auf  den  Werth  der  Abscisse  3'  =  ^ — Ö 


(Figur  7) 
ander  getrennt;  sobald  i 
den  Werth  j;  =  |  +  £  folgen  lässt,    springt  der  Punkt  (x,y}  von 
dem   einen  Zweige  der  Curve   zu   dem  anderen  hinüber.    Der 


-1 


bezeichnet  nach  §  4  die  trigonometrische  Tangente  des  Nei- 
gungswinkels Uly  welchen  die  in  dem  Punkte  (:r,  y)  berührende 
Linie  mit  der  positiven  Seite  einer  zu  der  ,t  Axe  gezogenen  Pa- 
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rallele  einschliesst    Die  Grösse   .  _v\8    ist   stets   negativ,  ihr 

numeriscber  Werth  wird  für  einen  beliebig  grossen  namerischen 
Werth  von  x—^  beliebig  klein,  fllr  einen  beliebig  kleinen  nu- 
merischen Werth  von  x  —  ^  beliebig  gross.  Die  an  die  Hyperbel 
gezogene  berührende  Linie  ist  deshalb  unter  den  gelteuden  Vor- 
aussetzungen stets  nach  unten  geneigt;  bei  dem  numerischen 
Wachsen  von  tgio  näheil  sich  der  Winkel  (o  einem  Rechten. 
Lässt  man  die  beiden  Zweige  derCurve,  wie  vorhin  angegeben, 
von  einem  Punkte  so  durchlaufen,  dass  der  Werth  der  zu- 
gehörigen Coordinate  x  fortwährend  wächst,  und  verfolgt  die  in 
dem  Punkte  construirte  berührende  Linie,  so  bildet  dieselbe 
auf  dem  ersten  Zweige  anfangs  mit  der  Abscissenaxe  einen  be- 
liebig kleinen  Winkel,  bei  der  Annäherung  gegen  die  Asymptote 
x=^  einen  von  einem  Rechten  beliebig  wenig  abweichenden 
Winkel,  auf  dem  zweiten  Zweige  in  der  Nähe  der  Asymptote 
x=^  ebenfalls  fast  einen  rechten  Winkel  und  zuletzt  bei  der 
Annäherung  gegen  die  Abscissenaxe  wieder  einen  beliebig  kleinen 
Winkel. 

Die  in  Betreff  der  gebrochenen  Function  —^y.  gemachten 

X     § 

Beobachtungen  weisen  darauf  hin,  dass,  wenn  zwei  Functionen 
fix)  und  g(x)  für  ein  gewisses  Intervall  der  Variable  x  endlich 
und  stetig  sind,  und  wenn  die  zugehörigen  Differentialquotienten 
bestimmte  endliche  Werthe  haben,  für  die  Ermittelung  des  Diffe- 
rentialquotienten  des    Quotienten  aus   den   beiden   Functionen 

fix) 
'  )  (     nur  Theile    des   ursprünglichen  Intervalls  der  Variable 

benutzt  werden  dürfen,  deren  jeder  so  beschaffen  ist,  dass  die 
Nennerfunction  gix)  in  demselben  das  Vorzeichen  nicht  ändert 
und  um  eine  bestimmte  Grösse  von  der  Null  verschieden  bleibt 
Man  hat  alsdann  den  Grenzwerth  des  Verhältnisses 

rß^  A  in^  +  h)  _  fixl\  ^  fia,  +  h)gix)-'f{x)gix  +  h) 

^^  h\g{x+h)       gix))  hgix)gix  +  h) 

unter  der  Voraussetzung  aufzusuchen,  dass  bei  einem  bestimm- 
ten Werthe  von  x  und  einem  numerisch  gegen  die  Null  ab- 
nehmenden Werthe  von  h  die  Werthe  gix)  und  gix  +  h)  das- 
selbe Vorzeichen  behalten   und  numerisch  über  einer  gewissen 


86  Differentialqaotient  eines  Quotienten.  §  7. 

bestimmten  Grösse  bleiben.  Mit  der  Existenz  des  Differential- 
quotienten  wird  zugleich  auch  die  Stetigkeit  der  Function  inner- 
halb des  betreffenden  Intervalls  nachgewiesen.  Indem  man  das 
Product  f{x)g{x)  zu  dem  Zähler  des  auf  der  rechten  Seite 
stehenden  Bruches  addirt  und  subtrahirt,  kommt 
f{x-\-h)g{x)-f{x)g{x'\'h) 


(7) 


hg{x)g{x  +  h) 


g{x)g{x-\-h)  ' 

hier  convergirt  der  Qnotient  ■■    — -!-   ^-^  gegen  den  Grenz- 

d  fix)                               0  ix  "4"  Ä )  "^  Q  (xi 
werth  — V^- ,  der  Quotient  -^ ^ — -        gegen   den   Grenz- 

€^0  (x) 

werth      ^^     ,    der  Factor   g(x  +  h)    des   Nenners    gegen   den 

O  X 

Grenzwerth  g{x\   folglich   der  Zähler  gegen    den  Grenzwerth 
■'  v  —  g{x)'-f{x)—-^-- j    der   Nenner   gegen  den  Grenzwerth 

g(x)g(x).    Nach  den  getroffenen  Annahmen  entsteht  daher  der 
folgende  Ausdruck  für  den  Differentialquotienten  des  Quotienten 

gix) 


f 8)  \g\X)l  _     dx    ''^  '  dx 


dx  g{x)g{x) 

Der  Zähler  des  Ausdruckes  wird  erhalten,  indem  man  das  aus 
dem  DifferevUidlquotienten  der  Zahlerfunction  und  aus  der  Nenner- 
function  gebildete  Product  um  das  aus  der  Zahlerfunction  und 
dem  Differentialquotienten  der  Nennerfunction  gebildete  Product 
vermindert,  der  Nenner  des  Ausdruckes  ist  das  Quadrat  der 
Nennerfunction. 

Die  gefundene  Formel  (8)  enthält  das  Mittel  zu  der  Diffe- 
rentiation einer  beliebigen  algebraischen  rationalen  gebrochenen 
Function  der  Variable  x.  Jede  solche  Function  lässt  sich  nach 
I,  §  22  als  ein  Bruch  darstellen,  dessen  Zähler  und  Nenner 
rationale  ganze  Functionen  der  Variable  x  sind.  Femer  kann 
durch  ein  Verfahren,  das  in  I,  §  68  augegeben  ist,  diejenige 
Function   des  höchsten  Grades   in  Bezug  auf  die  Variable  x, 


(9)  l  ^W=ao«  +Oi 
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welche  zugleich  in  den  Zähler  und  den  Nenner  algebraisch  auf- 
geht, oder  ihr  gröster  gemeinsamer  Theiler  aufgesucht,  und, 
falls  ein  solcher  vorhanden  ist,  aus  dem  Bruche  durch  gleich- 
zeitige Division  des  Zählers  und  Nenners  fortgehoben  wer- 
den.   Auf  diese  Weise  wird  die  gegebene  gebrochene  Function 

gleich  einem  Bruche  -^4  >  bei  dem  die  rationalen  ganzen  Func- 

tionen  f(x)  und  g(x)  keinen  gemeinsamen  Theiler  haben.  Die 
Diflferentialquotienten  von  f(x)  und  g(x)  lassen  sich  ftlr  jede 
Ausdehnung  des  Intervalls  der  Variable  x  vermöge  der  im  vori- 
gen §  mitgetheilten  Vorschriften  bilden.    -Es  sei 

f  {x) -=  a^  x"  -{- a^x~  +  ... +a„_iir  +  a^ 

x^^  +  ...  +Ä^_ja?  +  Äp, 
dann  ereeugt  die  Substitution  der  Ausdrücke 

Idf{x)  *-i  .  /        i\       *-2  . 

^J  =naQX      +{n  —  \)a^x      +..+a^_i 
ax 

in  die  Formel  (8)  den  Differentialquotienten  der   rationalen  ge- 

fix) 
hrochenen  Function  -A-{  •     Das   auf  die   besondere    Annahme 

g{x) 

f{x)=l,  g(x)=x—§  bezügliche  Resultat  ist  vorher  in  (4)  an- 
gegeben. Setzt  man  f(x)  =  1 ,  g(x)  gleich  der  p  ten  Potenz  der 
Variable  x,  so  entsteht  das  Resultat 

(10)  -/-=^fl' 

dx  X 

welches  durch  den  Gebrauch  der  negativen  Exponenten  die  Gestalt 

annimmt. 

§  8.    Fortsetzimg.    Unendliohwerden  eliier  alffebraisohen 
ratioiial«B  gebrochenen  Fonotlon  einer  Variable. 

Die  gefundene  Regel  für  die  Differentiation  der  gebroche- 

f(x) 
nen  Function  — V-y  gilt  nach  ihrer  Ableitung  für  solche  Inter- 
valle der  Variable  Xj  in   denen   die   ganze  Function  g{x)  ihr 
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Vorzeichen  hehäit  und  nm  eine  bestimmte  Grösse  von  der  Null 
versirhieden  bleibt.  Es  kommt  bierbei  vornehmlich  auf  die  Be- 
traehtang  der  Werthe  an,  fUr  welche  die  ganze  Function  t/ix) 
verschwindet,  das  heisst  der  Wurzeln  der  zugehörigen  Gleichung 
des  pten  Grades  g{(ot  =  Q.  Da  sich  die  Aufgaben,  mit  denen 
wir  es  gegenwärtig  zu  thun  haben,  nur  auf  reelle  Grössen  be- 
ziehen, so  sind  die  Coefficienten  der  Functionen  f(x)  und  g[x) 
selbstverständlich  reelle  Grössen.  Doch  wird  es  erforderlieh 
sein,  bei  der  Gleichnngp|w)^0  nicht  nur  ihre  reellen,  sondern 
ihre  sämmtlichen  reellen  nnd  complexen  Wurzeln  ins  Auge  zu 
fassen. 

Der  Fundamentalsatz  der  algebraischen  Gleichungen  (I, 
§  61  u.  ff.)  lehrt,  dass  jede  algebraische  Gleichung  mit  einer 
Unbekannten  durch  einen  reellen  oder  complexen  Werth  be- 
friedigt werden  kann.  Aus  diesem  Satze  folgt  nach  I,  §  G7, 
dass  für  die  gegebene  Gleichung  (/{oi')=0  die  Anzahl  p  von 
reellen  oder  coniplcxen  Wurzeln  lu^,  tu^,  .  .  .  w  existirt,  mit  Hülfe 
derer  die  Function  ff(x)  wie  folgt  in  Factoren  des  ersten  Grades 
zerlegt  wird, 

(1)  g{x)  =  bgix—  t,}^)  [T.  —  0)^)  ...  {x  —  i-j^}. 

Eine  solche  Zerlegung  ist  nur  auf  eine  einzige  Weise  möglich. 
Unter  den  Wurzeln  der  Gleichung  mögen  sit^h  die  q  reellen  be- 
finden (ü„  i<»„  . .  .  w  ;  falls  es  keine  reellen  Wurzeln  gibt,  ist 
g^O  zu  nehmen.  Sind  complexe  Wurzeln  vorhanden,  so  ge- 
hurt nach  I,  §  47  zu  jeder  Wurzel  ^. +/"',  wo  l  und  ,(*  reell 
sind,  /(  von  Null  verschieden  ist  und  i  die  imaginüre  Einheit 
I'— 1  bedeutet,  die  conjugirte  Grösse /—/m"  als  conjugirte  Wür- 
zet, da  die  Function  g{3-)  lauter  reelle  Coefficienten  besitzt. 
Mithin  mnss  die  Anzahl  der  i>oniplexcn  Wurzeln  p — $  gleich 
einer  geraden  Zahl  2r  sein.    Wenn  daher 

gesetzt   wird,    so  lassen   sieh  wie  an  dem  angeführten  Orte  je 

zwei  zugeordnete  Factoren  der  rechten  Seite  von  (Ij  nach  dem 

Vorbilde 

(3)  («-w,^,J(d:-<",+,)=(a;-i,)'-(-/*/ 

SU  einer  Fnaction  des  zweiten  Grades  vereinigen,  deren  Coeffi- 
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eienten  reell  sind  und  die  nach  I,  §  25  als  eine  Snmme  von 
zwei  Quadraten  auf  dem  Gebiete  der  reellen  Grössen  weder 
verschwinden  noch  in  Factoren  des  ersten  Grades  zerlegt  wer- 
den kann.  Hiermit  entsteht  für  die  Function  g{x)  die  Zerlegung 

(4)      g{x) 

in  der  also  sämmtliche  Factoren  des  ersten  und  zweiten  Grades 
reelle  Coefßcienten  haben,  und  die  Factoren  zweiten  Grades  auf 
dem  Gebiete  der  reellen  Grössen  unfähig  zu  verschwinden  und 
unzerlegbar  sind.  In  der  ersten  wie  in  der  zweiten  Gruppe 
können  einzelne  Factoren  mehrfach  auftreten  und  entsprechen 
alsdann  nach  I,  §  45  mehrfachen  Wurzeln  der  Gleichung 
(7(w)  =  0.  Jeder  der  Factoren  zweiten  Grades  bleibt  für  jeden 
reellen  Werth  von  x  positiv,  der  erste  Factor  erhält  für  x=l^ 
seinen  kleinsten  Werth  ^uj,  der  nach  der  Vorausetzung  von  Null 
verschieden  ist,  und  da  von  den  anderen  Factoren  das  ent- 
sprechende  gilt,  so   ist   das  Product   der   r   Factoren    immer 

positiv  und  niemals  kleiner  als  das  Product  ^^  ^Ug .  .  .  (^^^__y. 
Wenn  nun  die  Gleichung  flr(w)=0  keine  reellen  Wurzeln  hat 
oder  die  Zahl  q  gleich  Null  ist,  so  kann  die  Function  g{x) 
für  keinen  reellen  Werth  von  x  verschwinden,  ihr  Vorzeichen 
ist  stets  gleich  dem  Vorzeichen  der  Constante  &„,  und  der 
numerische  Werth  von  g{x)  sinkt  nie   unter   den  numerischen 

Werth    der  Grösse   6o  i^i  i^a  •  •  •  fhr-i  herab.      Der    entwickelte 

Ausdruck  des  Differentialqnotienten  der  rationalen  gebrochenen 

fix) 
Function  -^-<r  gilt  dann  für  jede  Ausdehnung  des  Intervalls  der 

Variable  x,  und  die  Function  erfährt  keine  Unterbrechung  der 
Stetigkeit,  wie  zum  Beispiel  die  Function 

f{x)_  _     6a?— 82 

g{x)       »r*  —  4  a;  4-  9 

wo  g{x)={x—2'-i^h)  {x  —  2-\-i^h)  ist. 

Wenn  aber  zu  der  Gleichung  ^(w)  =  0  in  der  That  reelle 
Wurzeln  gehören,  so  bestimmt  man  die  Intervalle  der  Variable 
x^  innerhalb  deren  g{x)  das  Vorzeichen  nicht  ändert  und  nicht 
verschwindet,  in  der  folgenden  Weise.  Man  denke  sich  die  j 
reellen    Wurzeln   so   geordnet,   dass    die    kleinste    oder,    falls 
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mehrere  einander  gleiche  von  den  tlbrigen  llbertrofleu  werden, 
diese  kleinsten  Wurzeln  den  Äufang  maehen,  und  die  übrigen 
ihrer  Grösse  nach  folgen,  das»  also  die  Reihenfolge 

(5)  "'|^'^a---=^'<'£<"'t  +  l  =  W^+5--='"r+i(<"'.+ri+l  ■■■<"', 

entsteht.  Die  Begriffe  grösser  und  kleiner  nnd  die  entsprechen- 
den Zeichen  werden  hier  wie  frlUier  und  auch  im  Folgenden 
in  der  Bedeutung  gebraucht,  die  I,  §  20  delinirt  ist;  wo  eine 
Verwechselung  mit  dem  Vergleichen  der  absoluton  Werlhe  zu 
hetllrchtcn  ist,  wendet  mau  in  dem  erklärten  Sinne  auch  die 
Benennungen  algebraisch  grösser  und  algebraisch  kleiner  au.  Die 
Torliegende  Function  g(xj  kann  aus  den  angeführten  Ursachen 
nur  verschwinden  und  ihr  Vorzeichen  wechseln,  sobald  dies  mit 
dem  Froduct  derin3(«)  enthaltenen  reellen  Factoren  den  ersten 
Grades  geschieht.  Vermöge  (5)  lassen  sieh  die  einander  glei- 
chen reellen  Factoren  zu  Potenzen  vereinigen,  wodurch  man  die 
Darstellung 

(6)  (a:-wj(a:-w,j...(a;-a.,) 

=  (x—to,)'  (*-  w,^.,)'' . . .  U-fJ,+  ..+.^,)'' 
crhült.  Das  in  Bede  stehende  Frodnet  behält  nothwendig  das- 
.selbc  Vorzeichen  und  bleibt  von  Null  verschieden,  wofern  die 
Variable  x  solche  auf  einander  folgende  reelle  Werthe  annimmt, 
hei  denen  keine  der  von  einander  verschiedenen  Differenzen 
X — ^a^,  a;  — w^^„.,a:~w,.^  ^,^,  ihr  Vorzeichen  Rudert  oder  ver- 
schwindet. Diese  Bedingungen  werden  erfüllt,  wenn  sich  die 
Variable  x  von  einem  beliebig  grossen  negativen  Werthe  bis 
zu  einem  beliebig  wenig  unter  lo,  liegenden  Werthe,  von  einem 
beliebig  wenig  über  w,  liegenden  Werthe  bis  zu  einem  beliebig 
wenig  unter  w^^.,  liegenden  Werthe,  u.  s.  f.,  schliesslich  von 
einem  llber  w^^  ^^^^  =  nt  liegenden  Werthe  bis  zu  einem  be- 
liebig grossen  positiven  Werthe  bewegt.  Die  bezeichneten  In- 
tervalle sind  mithin  zugleich  die  gesuchten  Intervalle,  in  denen 
die  Function  g  (x)  weder  ihr  Vorzeichen  ändert  noch  gleich 
Null  wird. 

Ans  der  Voraussetzung,  dass  der  Zähler  und  Nenner  der 


gebrochenen  Function  - 


-  ohne  gemeinsamen  Theiler  sein  sol- 
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verschwinden  kann,  welche  die  ganze  Function  g  (x)  zu  Null 
machen.  Denn  wenn  dies  für  einen  Werth  lo  der  Fall  wäre, 
so  mttsste  nach  I,  §  43  die  ganze  Function  f(x)  den  algebrai- 
schen Theiler  x  —  co  haben,  der  gleichzeitig  ein  Theiler  der 
ganzen  Function  g(x)  ist,   und   dies  widerspräche  der  Voraus- 

f(x) 
Setzung.    Wofern  man  also  in  dem  Bruche     )  ;    der  Variable  x 

einen  reellen  Werth  beilegt,  welcher  einer  der  reellen  Wurzeln 
^v  ^f+i»- •*^r+..+e+i  ^^^  Gleichung  g(io)  =  0  von  unten  oder 
oben  her  immer  näher  kommt,  so  nähert  sich  der  Zähler 
f(x)  jedenfalls  einer  von  Null  verschiedenen  Grösse,  der  Nenner 
nimmt  dagegen  numerisch  beständig  ab,  mithin  wächst  der  nu- 
merische Werth  des  Bruches  über  jedes  Mass.  Um  die  Annähe- 
rung an  eine  bestimmte  Wurzel,  etwa  co^  zu  verfolgen,  möge  x 
nach  einander  die  beiden  Werthe  w,  —  d  und  w^  -f-  6  erhalten, 
wo  d  und  €  wieder  beliebig  kleine  positive  Grössen  bedeuten. 

Dann  nimmt  der  Factor  (x  —  cd^Y  von  g{x)  das  erste  Mal  den 

Werth  (—  d) ,  das  zweite  Mal  den  Werth  (e)  an ,  während  die 
Vorzeichen  aller  übrigen  Factoren  beide  Male  dieselben  bleiben. 

Die  Grössen  (—df  und  (eY  haben  aber  entgegengesetzte  oder 

gleiche   Vorzeichen ,    je   nachdem   c   eine    ungerade  oder    ge- 

/  (x) 
rade  Zahl  ist.    Die  Function    - ;  ~  erhält  daher  für  die  Werthe 

x  =  io^  —  d  und  a:=cOj+€,  wofern  d  und  e  abnehmen,  wach- 
sende Werthe  von  gleichem  oder  entgegengesetztem  Vorzeichen, 
je  nachdem  die  Zahl  c  gerade  oder  ungerade  ist,  das  heisst, 
je  nachdem  die  Wurzel  w^  in  der  Gleichung  g{(o)=^0  eine  ge- 
rade oder  eine  ungerade  Zahl  von  Malen  auftritt,  mit  demjenigen 
tibereinstimmend,  was  im  vorigen  §  fUr  c=l  gezeigt  worden 
ist.  Bei  der  Annäherung  der  Variable  x  an  eine  andere  reelle 
Wurzel  der  Gleichung  g{io)  =  0  zeigt  sich  aus  den  gleichen 
Gründen  die  entsprechende  Erscheinung. 

Für  den  so  eben  erörterten  Vorgang  ist  ein  besonderer 
Ausdruck  eingeführt  worden.  Wenn  ein  Werth  bei  dem  Ein- 
treten gewisser  Umstände  numerisch  in  solchem  Masse  wächst, 
dass  er  jede  gegebene  Grösse  übertrifft,  ^o  sagt  man,  dass  der 
Werth    unendlich    gross  werde.      Demnach   darf  man   sich    so 

fix) 
ausdrücken ,  dass  der  in  Rede  stehende  rationale  Bruch  -^-r- 

g{x) 
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Unend  licli  werden 


ionaleu  gebro 


1     FUD( 


8  e- 


bei  der  Annäherung  der  Variable  x  an  eine  der  Wurzelo 
'"r  "^r+ii  ■  ■  ■ '"(+  +,+1  der  Gleichung  (?(ni;^0  unendlich  gross 
wird.    Man  gebraucht  aber  auch  den  kürzeren  Ausdruck,  dasa 


die  Function 


fttr  den  Wcrth  x  = 


,  den  Werth  x= 


und  auch  a:  =  w^^  ^^^|  unendlich  gross  wird,  wogegen  nach 
unserer  ursprünglichen  Redeweise  gesagt  werden  niUsste,  der 
Bruch  sei  für  die  bezeichneten  Werthe,  durch  die  sein  Nenner 
verschwindet,  nicht  definirt  Der  Begriff  unendlich  (/ross  wird 
durch  das  Zeichen 


angedeutet.  Auch  da,  wo  es  sich  um  die  Ausdehnung  der  nn- 
iihhängigen  Variable  von  einem  beliebig  grossen  negativen  zu 
einem  beliebig  grossen  positiven  Werth  handelt,  wendet  man 
den  Ausdruck  an,  daes  sie  sich  von  einem  negativ  unendlichen 
bis  zu  einem  positiv  unendlichen  Werthe,  oder  von  —  qo  bis 
+  00  eretreekc.  Es  lassen  sich  demnach  die  vorhin  aufgesuchten 


Intervalle    der- Variable  x,    für    welche  die  Function 


/M 


die 


Stetigkeit  bewahrt,  so  bezeichnen,  dass  sich  das  erste  von  —  co 
bis  Wj,  das  zweite  von  (■^^  bis  w,^„  u.  «.  f.,  das  letzte  von 
"',+  ..+,+1  fi's  +  '^  ausdehnt  Wählt  man  als  Beispiel  die 
Function 

f(x]   _  IQ.B'— 22j!'  — 96«'  +  60j  +  101 
ffias)  ~"  ir'  — «*—  Sx'+  23**+  16ai— 36' 
WO   g(x)  =  (x  +  2y  (x  —  l)  ix—2  —  i^b}  {x  —  2+i}'5)    ist,    so 
wird  <tt,^  —  2,  (üj^— 2,  w,^l,   mithin  entstehen  drei  Inter- 
valle, TOD  denen    das  erste  von  — oo  bis  — 2,  das  zweite  von 
—  2  bis  + 1,  das  dritte  von  +1  bis   +  cx>  ausgedehnt  ist. 


§  9-    Dlfferentlatloii  einer  algebTalaoheii  mtt  Hülfe  von 
'WnrzelanszlehuniT  dargeitelltflo  FoDoUon  einer  Vftrlable. 

Wenn  eine  beliebige  positive  Grösse  x  gegeben  ist,  so 
Dxistirt  immer  eine  und  nur  eine  positive  Grosse  y,  welche  zu 
der  Potenz  vou  dem  positiven  ganzen  Exponenten  n  erhoben 
die  Grösse  x  hervorbringt  (I,  §  17  und  20).  Diese  eindeutig 
deflnirte  Wurzel  der  reinen  Gleichung 
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it 


(1)  y  =x 

wird  die  positive  nte  Wurzel  aus  der  Grösse  x  genannt,  und 
durch  das  Zeichen 

n 

(2)  y  =  ix, 

oder  auch  als  eine  Potenz  mit  dem  gebrochenen  Exponenten  — 

(3)  y  =  x" 

ausgedrückt  Insofern  als  die  Grösse  x  beliebig  veränderliche  po- 

1 

n  — 

sitive  Werthe  erhält,  hängt  die  Grösse  ix  oder  x  von  x  ab 
und  bildet  eine  irrationale  Function  von  x,  wie  in  I,  §  104  be- 
merkt worden.  Sie  hat  die  sogleich  zu  begrtlndenden  Eigen- 
schaften, beständig  zuzunehmen,  sobald  die  Variable  x  zunimmt, 
und  immer  stetig  zu  bleiben.  Es  seien  x  und  x^  zwei  beliebige 
positive  Werthe,  von  denen  a^j  der  grössere  ist;  neben  der  Glei- 
chung (3)  gelte  die  Gleichung 

i 

(4)  y,  =x]. 

Dann  erhält  man  flir  den  Quotienten  —   den  Ausdruck 

y 

von  dem  sich  zeigen  lässt,  dass  sein  Werth  stets  tlber  der  Ein- 
heit liegt  und  derselben  beliebig  nahe  kommen  muss,  wenn  die 

Grösse  x»  der  Grösse  x  angemessen  genähert  wird.    Wäre  der 

1 


positive  Werth  (—]  kleiner  als  die  Einheit  oder  ihr  gleich. 


so 


X, 


würde  dessen «te Potenz—^  gleichfalls  beziehungsweise  kleiner 

als  die  Einheit  oder   gleich  der  Einheit  ausfallen,  was  gegen 
die  Voraussetzung  x^>x  verstiesse.    Es  ist  deshalb  der  Werth 


1--|  grösser  als  die  Einheit,  oder 


<^'  (^) = 


l-h€, 
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WO  £  eiue  positive  Grösse  bedeutet.  Sobald  nun  beide  Seiten 
von  (5)  auf  die  nte  Potenz  erhoben  werden,  kommt 

(6)  i^>.  =  (l  +  e): 

Nach   dem  in  I,  §  46   begründeten  binomischen  Lehrsatze 
ergiebt  sich  für  die  rechte  Seite  die  Entwickelung 

(7)  (l+€j    =l-f-y€-f-  12  +...+«, 

ein  Aggregat  aus  lauter  positiven  Gliedern,  dessen  Werth  grösser 
sein  muss  als  das  Aggregat  der  beiden  ersten  Glieder  l  +  «6- 
Es  besteht  deshalb  die  Ungleichheit 

(8)  ^>l  +  «e, 

aus  der  die  Ungleichheit 

folgt.  Die  letztere  lehrt,  dass  fUr  einen  hinreichend  kleinen 
Werth  der  Differenz  -^  —  1,    oder,   was  auf  dasselbe   hinaus- 

X 

kommt,  der  Differenz  x,  —  x^  die  positive  Grösse  e  beliebig  klein 

wird,    folglich   die  über   der   Einheit   liegende   Grösse  |    *-l 

oder  ^^    der  Einheit   beliebig   nahe    rtlckt.    Mithin   gehört   zu 

einem  Werthe  der  Variable  j;,,  der  grösser  als  x  ist,  immer  ein 

1 

Functionalwerth  :r, ,  welcher  grösser  ist  als  der  Functionalwerth 
1  i_        1 

H  11  11 

X  ,  und. die  Differenz  x^  —  x  wird  für  eine  gegen  die  Null  ab- 
nehmende Differenz  x^  —  x  beliebig  klein.    Hiermit  ist  der  In- 

1 

halt  der  in  Betreff  der  Function  x   aufgestellten  Behauptungen 

für  jedes  die  Null  übertreffende  x  erwiesen.  Es  bleibt  nun  noch 

1 

zu  zeigen,  dass  die  Gri^sse  x  für  einen  beliebig  kleinen  positi- 
ven WcTth  von  X  selbst  beliebig  klein  wird.  Dies  folgt  daraus, 
dass,  wenn  x  einen  kleineren  Werth  erhält  als  die  in  die  Ein- 
heit  dividirte  nte  Potenz   einer  beliebig  grossen  Zahl  &,   der 
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1 

n  1 

Werth  von  x    unmöglich  grösser  als  -      sein   kann;    denn    in 


Folge   dieser   Voraussetzung   mtisste   die    nie   Potenz   von  x 
grösser  als  die  nte  Potenz  von    — ,  oder  x  grösser  als    -  sein. 


Die  Function  x    hat  also  von  dem  Werthe  x=0  slu  die  Eigen- 
schaft, zu  wachsen  und  stetig  zu  sein. 


Die  Ermittelung  des  Differentialquotienten  der  Function  x 
in  Bezug  auf  die  Variable  x  lässt  sich  auf  den  Umstand  grün- 
den, dass  diese  Function  aus  der  positiven  ganzen  Potenz  einer 
Variable  durch  Umkehruug  entstanden  ist.  Während  in  der 
obigen  Gleichung  (1)  die  Grösse  y  als  die  unabhängige  Variable, 
die  Grösse  x  als  die  abhängige  Variable  oder  als  Function  von 
y  auftritt,  so  vertauschen  in  der  entsprechenden  Gleichung  (2) 
die  Variabein  x  und  y  ihre  Rollen,  die  unabhängige  Variable 
wird    durch  x,   die   abhängige  Variable  oder   Function   von  x 

durch  die  Grösse  y  vertreten.    Der  aufzusuchende  Differential- 

1 

quotient  der  Function  x    ist  nach  den  obigen  Bezeichnungen  der 

Grenzwerth  des  Verhältnisses 

i_        1 

(10)  üi-J.=  ^l:zZ, 

X^ — X  X^ — X 

bei  einem   bestimmten  positiven  Werth  von  x  und  einer  gegen 
die  Null  abnehmenden  Differenz  x^  —  x.  Vorhin  wurde  gezeigt, 
dass  für  eine  solche  Aenderung   der  Differenz  x^—x  die  Diffe- 
renz y, — y  nothwendig  abnimmt;  weil  indessen  jedem  positiven 
y  ein   einziges   positives  x  entspricht  und  umgekehrt,   so  wird 
die  beabsichtigte  Annäherung  des  Werthes  x^  an  den  Werth  x 
auch  dadurch  hervorgerufen,  dass  man  den  Werth  y,  dem  Werthe 
y  nähert.    Nun   kennt   man   durch  die  Formel  (25)  in  §  5  den 
nach   der  Variable  y   zu  nehmenden  Differentialquotienten    der 

ganzen  Potenz  y*  =  x.   Zu  dem  von  y  verschiedenen  Werthe  y, 

gehört  der  Werth  der  Function  y"  ==^,,  mithin  ist  der  bezeich- 
nete Differentialquotient  gleich  dem  Grenzwerthe  des  Verhält- 
nisses 
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Äj — X 


_yi—y 


(11) 

Vx—y       y,-y 

für  eine  gegen  die  Null  convergirende  ÖifFerenz  y,  — y,  und  hat 

den  Werth  ny  .  Allein  der  auf  der  linken  Seite  von  (11)  be- 
findliche Bruch  geht  durch  Umkehrung  in  den  Bruch  über,  der 
auf  der  linken  Seite'  von  (10)  steht;  zugleich  ist  der  Grenzwerth 
des  erstem  unter  derselben  Voraussetzung  bekannt,  für  welche 
der  Grenzwerth  des  letztern  gefunden  werden  soll.  Wenn 
daher  der  Grenzwerth  von  (11)  nicht  gleich  Null  ist,  das 
heisst,  wenn  die  Grösse  y  selbst  einen  von  Null  verschiedenen 

Werth  hat,   so  wird  der  Grenzwerth  von  (10)  erhalten,   indem 

»— 1 
man  den  Grenzwerth  ny       in  die  Einheit  dividirt.    Es  entsteht 

somit  für  den  DiffererUiaJquotientcn  der  irrationalen  Function 
y=a;"  die  Bestimmung 

(12)  7-=-^' 

dx       ny 
welche   durch  Substitution  des  Ausdruckes   der  Function  y  in 
die  Gleichung 


( -) 


(13)  ---J-'  ='  X 

^    ^  dx  n 

übergeht. 

Der  Differentialquotient  einer  Potenz  mit  beliebigem  posi- 
tivem gebrochenem  Exponenten  —    ergiebt   sich  jetzt   aus    der 

Formel  (23)  des  §  5,  indem  für  den  vorkommenden  ganzen  Potenz- 
exponenten n  das   Zeichen  m  gebraucht   und  f{x)   durch   die 

Function  x    ersetzt  wird.    Man  findet 
und  durch  Zusammenzi^hung 


(15)  -^!i:i-/_  =  J?L^»   ' 

dx  n 


A^J  — 


Zur  Differentiation  einer  Potenz  mit  negativem  gebrochenem 
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Exponenten  —  —  fUhrt  die  Gleichung  (8)  des  §  7,  die  durch 

die  Annahme  f(x)  =  1  zu  der  folgenden  Gleichung  wird 

J_\_\  dg{x) 


(16) 


dx  {ff(x)y 


Es  sei  hier  g(x)=x   ,  so  kommt 

d 

(17) 


1    . 

m 

— 1 

1     - 

m 

n 

\  « 

— 

X 

\x  J 

n 

oder 


(18) 


d  X  n 

In  der  letzten  Formel  ist  auch  die  Gleichung  (10*)  des 


§  7  enthalten,  wofern  der  in  dem  Bruche vorhandene  Nen- 

n 

ner  n  gleich  der  Einheit  genommen  und  statt  der  ganzen  Zahl 
m  die  ganze  Zahl  p  gesetzt  wird.  Die  beiden  Formeln  (15) 
und  (18)  lassen  sich  in  eine  einzige  zusammenfassen;  denn  er- 
setzt  man  in  der  ersteren   den  positiven  rationalen  Bruch  — , 

in  der  letzteren  den  negativen  rationalen  Bruch durch  das 

Zeichen  g,  so  entsteht  beide  Male  die  Gleichung 

^^^)  d— =  «'"     • 

Die  hier  aufgestellte  Regel  zur  Differentiation  einer  Po- 
tenz mit  beliebigem  gebrochenem  rationalem  Exponenten  ist 
flir  jeden  von  der  Null  verschiedenen  positiven  Werth  der  Va- 
riable X  abgeleitet.  Was  die  Anwendung  des  Werthes  Null 
anlangt,  so  kommt  es  dabei  auf  die  Grösse  des  Exponenten 
q  an. 

Ist  der  rationale  Bruch  q  negativ,   so  folgt  aus  dem  aus- 

einandergesetzten  Verhalten  von  x  ,  dass  sowohl  die  Function 
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x^  wie  auch  der  numerische  Werth  des  Differentialquotienten 

q  x*~  bei  abnehmendem  x  über  jedes  Mass  wächst.  Wenn  da- 
gegen der  rationale  Bruch  q  positiv    ist,   so  ergiebt   sich  auf 

gleiche  Weise,  dass  die  Function  a;^  bei  abnehmendem  x  gegen 
den  Werth  Null  convergirt;  daher  kann  man  den  zu  dem 
Werthe  a:=0  gehörenden  Differentialquotienten  direct  au&uchen, 
indem  man  die  Differenz  der  Functionswerthe,  welche  zu  x^=0 
und  zu  einem  positiven  Werthe  a;=Ä  gehören,  durch  den  Zu- 
wachs h  dividirt  und  hierauf  h  abnehmen  lässt.  Die  bezeich- 
nete Differenz  ä'  —  O'  wird  gleich  V  und  liefert,  durch  h  divi- 
dirt, den  Quotienten  li"  .  Dieser  Werth  wächst  bei  abnehmen- 
dem hj  sobald  der  rationale  Bruch  q  kleiner  als  die  Einheit  ist, 
über  jede  Grösse;  er  hat  den  Werth  der  Einheit,  wenn  2=1 
ist,  und  wird  zu  Null,  wenn  q  die  Einheit  übertrifft.  Ein  genau 
entsprechendes  Verhalten  zeigt  der  auf  der  rechten  Seite  von 

(19)  befindliche  Ausdruck  q  x*"  ,  wofern  der  Werth  der  Variable 
X  der  Null  genähert  wird.    Für  einen  Werth  von  g,   der  unter 

der  Einheit  liegt,  wächst  der  Ausdruck  qx^~~  ohne  Ende,  für 
den  Werth  q  =  \  ist  er  gleich  der  Einheit,  und  für  jedes  über 
der  Einheit  befindliche  q  wird  er  gleich  Null.  Vermittelst  des 
im  vorigen  §  erklärten  Sprachgebrauches  können  die  über  die 

Function  a?'  für  ein  verschwindendes  Argument  x  angestellten 
Beobachtungen  folgendermassen  ausgedrückt  werden:  Wenn  der 
Exponent  q  negativ   ist,   wird   für   a?=0   sowohl   die  Function 

x'  wie  auch  ihr  Differentialquotient  unendlich  gross.  Wenn 
der  Exponent  q  positiv  aber  kleiner  als  die  Einheit  ist,  so  wird 

für  a:=0  die  Functi<m  x'*  gleich  Null,  dagegen  ihr  Differential- 
quotient unendlich  gross.     Beig=l  verschwindet  für  a?=0  die 

Function  x* ,  der  Differentialquotient  aber  wird  gleich  der  Ein- 
heit.   Bei  einem  über  der  Einheit  liegenden  q  verschwindet  für 

x=Q  die  Function  x*^  samnit  ihrem  Differentialquotienten. 

Wie  die  Ausziehung  einer  beliebig  hohen  Wurzel  aus  einer 
gegebenen  Grösse  nach  I,  §  40  unter  die  algebraischen  Opera- 
tionen zu  rechnen  ist,  so  gehören  auch  die  Functionen  einer 
Variable,  die  durch  eine  beschränkte  Zahl  von  Anwendungen 
der  algebraischen  rationalen  Operationen  des  Addirens,  Subtra* 
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hirens,  Mnltiplicirens  und  Dividirens,  und  der  algebraischen 
irrationalen  Operation  des  Wurzelauszieliens  dargestellt  werden, 
zn  den  algebraischen  Functionen.  Man  kann  eine  solche  alge- 
braische Function  mit  Hülfe  der  bisher  gegebenen  Regeln  di£feren- 
tiiren,  sobald  eine  Vorschrift  hinzugefügt  wird,  um  den  Diflferen- 
tialquotienten  einer  beliebig  hohen  Wurzel  aus  einer  gegebenen 
Function  zu  finden,  deren  Differentialquotient  schon  bekannt  ist. 
Es  sei  f{x)  eine  für  das  Intervall  a<Zx<^b  gegebene  eindeutige 
stetige  Function,  die  in  dem  Intervall  positiv  bleibt;  dann  be- 
zeichnet die  positive  nte  Wurzel  aus  f{x) 

(20)  inx) = if  (x)f 

eine  eindeutige  Function,  deren  Differentialquotient  gesucht  wird. 
Doch  lässt  sich  mit  denselben  Mitteln  auch  der  Differentialquo- 
tient einer  Potenz  von  einem  beliebigen  gebrochenen  rationalen 
Exponenten  q  ableiten 

(21)  y=(/"W)% 

was  wir  zu  thun  vorziehen. 

Für  einen  von  dem  bestimmten  Werthe  x  verschiedenen 
Werth  a:  4-  Ä  nehme  die  Function  y  den  Werth  y^  an,  alsdann 

lässt  sich  der  Quotient     '  T'^   in  der  folgenden  Weise  als  ein 

h 

Product  von  zwei  Quotienten  darstellen 

^    '  h  f{x  +  h)  —  f{x)  h 

Wenn  man  nun 

(23)  nx)  =  ^,f{x-^h)  =  iif, 

setzt,  so  verwandelt  sich  der  erste  Quotient  in  den  Ausdruck 

(24) 


jgTj  —  £r 


Bei  abnehmendem  h  nimmt  die  Differenz  f{x  +  h)  — /^C^)  =  if,  — ^ 
wegen  der  Stetigkeit  der  Function  f{x)  ebenfalls  gegen  die  Null 
ab.  Der  Quotient  (24)  convergirt  aber,  wenn  dies  geschieht,  als 
Grenzwerth  gegen  den  in  Bezug  auf  die  Variable  j3  genomme- 
nen Differentialquotienten   der  Function  s/^ ,  welcher  nach  (19) 

durch  q/^^  bezeichnet  wird.  Gleichzeitig  geht  der  auf  der 
rechten  Seite  von  (22)  befindliche  zweite  Bruch  in  den  Differen- 

UpMbits,  ADAlysU  IL  ^ 
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tialquotienten  — V^       über.    Mithin  nähert  sich  die  linke  Seite 

von   (22)   bei   abnehmendem  h  dem  Produet  aas   dem  Grenz- 

ti—\  ' 

werthe  des  ersten  Factors  qz      und  dem  Grenzwerthe  des  zwei- 

df(x) 
ten  Factors  — -y-  y   wnd  man  erhält  für  den  gesuchten  Diffe- 

dx 

rentialqnotienten  der  Function  y  =  {f{x))''  das  Ergebniss 

(25)  .i(^=5(/-(^))'-'  Am. 

Hierin  liegt  das  Bildungsgesetz  des  Differeutialquotienten  der 

" l 

Function  if{x\    wofern    der   Exponent   q  gleich  —  genommen 

n 

wird. 

Als  Beispiel  einer  zu  difFerentiirenden  algebraischen  ver- 
mittelst Wurzelausziehung  dargestellten  Function  diene  die 
folgende 

7^«  — 42.r-f-4 

|/(a:«  — 5x«  +  l3a;— 9) 

Sie  lässt  sich  vermittelst  eines  gebrochenen  Potenzexponenten 
so  ausdrücken  , 

y  =  (7.T'  — 42a:-t-4)(x*  — 5a;»  +  13j;  — 9)    ^ 

Nach. der  Regel  für  die  Differentiationen  eines  Products 
(18)  in  §  6  hat  man 


-^i^=  (14a;  — 42)  (a:»  -  hx^  +  13a?  -  9) 
dx 


3 


__  1 

dx 

femer  nach  der  obigen  Formel  (25) 

_  1 

e^(«»  — 5a;M-J^3a:  — 9) 
dx 

=  -^(x«  — 5x«  +  13a;-9)    '  (3a:«-10a;-f- 13); 
der  gesuchte  Differentialquotient  wird  deshalb 
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1 


3^=(14a:-12)(a;»  — 5x«  +  13a:-9)    ' 

—  ^  (7a;«  — 42j;  +  4)  (3a:«  —  10a:  4- 13)  (a:»  — 5a:«  +  13a: -9)    ^ 

Wir  werden  im  Dächsten  §  zu  der  DifFerentiation  solcher 
Functionen  ttbergehen,  die  nicht  dem  Gebiete  der  Algebra  an- 
gehören und  deshalb  transcendente  Functionen  genannt  werden; 
bemerken  jedoch,  das»  der  bestehende  Sprachgebrauch  auch  noch 
andere  als  die  rationalen  Operationen  und  die  Ausziehung  der 
Wurzeln  zu  den  algebraischen  Operationen  rechnet,  und  die  durch 
eine  beschränkte  Anzahl  von  algebraischen  Operationen  hervor- 
gebrachten Functionen  als  algebraische  Functionen  bezeichnet. 

n 

Es  ist  oben  hervorgehoben,  dass  die  Grösse  y=^x  ^eine    be- 
stimmte Wurzel  der  Gleichung  (1)  bedeutet;  ebenso  reprUsentirt 

m 

die  Potenz  mit  positivem  gebrochenem  Exponenten  y  =  x   eine 

tt  Ml  _^ 

Wurzel  der  Gleichung  y   —  a:  =  0,    die  Potenz   mit   negativem 


m 


gebrochenem  Exponenten  y  =  x  eine  Wurzel  der  Gleichung 
y «==0.  In  diesen  Beispielen  erscheint  y  als  eine  bestimmte 

Wurzel  einer  algebraischen  Gleichung,  deren  Coefficienten  ratio- 
nale Functionen  der  Variable  x  sind.  Dem  entsprechend  zählt 
man  die  Lösung  der  Aufgabe,  die  Wurzel  y  einer  algebraischen 
Gleichung  zu  bestimmen,  deren  Coefficienten  rationale  Functionen 
einer  Variable  x  sind,  ebenfalls  zu  den  algebraischen  Operatio- 
nen. Wenn  man  die  Coefficienten  als  Quotienten  von  rationalen 
ganzen  Functionen  ausdrückt,  die  alle  denselben  Nenner  haben, 
80  wird  unter  Anwendung  der  Bezeichnungen 

(26)  A,  =  A.^x'"  +  A,^,x"^'  +  . . .  +  A... 


il.  =  ^.  n»»  " +-4. ,  a?  "     +  .  . .  4-  ^, 

n  ii,u  11,1  / 

die  Gestalt  der  für  die  Grösse  y  geltenden  Gleichung  die  folgende 
(27)  A,y'  +Ä,y -'+...  ■¥A^_,y  +  A=(\. 


Die  Aufgabe,  den  Differeutialqaotienten  einer  in  aolclier  Weise 
gegebeneu  algebraischen  Function  y  von  x  anfznsucbeu,  bleibt 
der  späteren  Behandlung  vorbehalten. 


BUhraatlfttioii  fllnei  Logarltluaen. 

Sobald  eine  beliebige  positive  die  Einheit  Übertreffende 
Grösse  C  als  Basis  gewählt  ist,  bezeichnet  die  Exponential- 
faDction 

(1)  y=<r 

nach  I,  §  101  fllr  jedes  negative  uder  positive  x  einen  vollstüii- 
dig  bestimmten  positiven  Werth;  die  Definition  dieser  Function 
erstreckt  sich  demnach  auf  den  Bereich  aller  reellen  Werthe  der 
Variable  x  von  —  od  bis  +  ao.  Es  ist  ferner  in  I,  S  102  er- 
wiesen, dass,  wenn  ein  beliebiger  positiver  Wertb  y  gegeben 
und  der  zugehörige  Werth  x  verlaugt  wird,  die  au»  der  in  Rede 
stehenden  Esp<inentialf'uüction  durch  Umkehrung  hervorgehende 
logarillim Ische  Function 

(2)  a:  =  Logy 

ebenfalls  eindeutig  bestimmt  ist.  Wir  werden  jetzt  den  UilTe- 
rentialquotieuten  des  Logarithmus  von  i/  in  Bezu^  auf  die  Va- 
riable y  aufsaL'ben  und  hierauf  die  Differentiation  der  Function 
(f  nach  der  Variable  x  bewerkstelligen. 

Man  kann  dem  mit  zwei  verschiodeneu  positiven  Werlheny 
und  y-¥k  gebildeten  Quotienten 

/o\  ^"8  (y  +  *)  ~  Wg 

(3)  -    —    j        - 

vermtfge  des  Umstandea,  dass  die  Differenz  zweier  Logarithmen 
gleich  dem  Logarithmus  des  Quotienten  ist,  die  Gestalt  geben 


Potenz  geltenden 


§  10.  Grenzwerth  von  (iH )  . 


53 


Es  kommt  nun  darauf  an  zu  ermitteln,  ob  der  Ausdruck 


(«)  (■ + 1) . 


wenn  der  positive  Werth  y  festgehalten  und  der  positive  Werth 

k  der  Null  genähert  wird,  sich  einem  bestimmten  Grenzwerthe 

nähere,    und    für    diesen    Fall    den    Grenzwerth    darzustellen. 

Dieser   Zweck   lässt   sich   erreichen,    in    dem    man   zuerst   die 

specielle  Voraussetzung  betrachtet,  dass  statt  des  abnehmenden 

h 
Werthes  —  der  reciproke  Werth  einer  positiven  ganzen  Zahl  n 

gesetzt  werde,   die   über  jedes  Mass  hinaus  wächst.    Dadurch 
geht  der  Ausdruck  (6)  in  den  einfacheren 


('-!)' 


über;  zur  Discussion  desselben  soll  der  fllr  einen  ganzen  posi- 
tiven Exponenten  n  geltende  binomische  Lehrsatz  benutzt  werden, 
der  auch  in  (7)  des  vorigen  §  gebraucht  ist. 

Wir  theilen  die  n-hl  Glieder  der  auszuführenden  Ent- 
wickelung  in  zwei  Theile,  von  denen  der  erste  die  ^4-1  ersten, 
der  zweite  die  n — t  letzten  Glieder  umfasst.  Demnach  hat  man 


(8)       (l+|)"=4  +  5, 


(9)      ^=l+2U!Hn-l)m;_^n.(n-l)    (n-^-^l)/lV 

In  1.2      \«/  1.2 t  \n/ ' 

n(n--l)...(n-^0  /IX^  n(n~l)...2.1  /  1  X" 

^'^^    ^"~      1.2....(f+l)     W  1.2...(n— l)n\n/ 

Da  femer   der  Zähler   eines  jeden   Binomialcoefficienten 
soviel   Factoren    edthält   wie   in    der   zugehörigen  Potenz  von 

vorhanden  sind,    so  entsteht  durch  Multiplication  jedes  ein- 
zelnen dieser  Factoren  mit  —  die  Darstellung 

i_l         (i_l)(i_A)...(,_'i^') 
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W-;  JJ-  1.2.3...«+!)  +••• 


(-i)(-^)-(-^-^) 


1.2.3...M 
Man  hat  nunmehr  Werthe  aufzusuchen,  die  über  und  unter 
Aj  und  Werthe,  die  über  und  unter  B  liegen.  Kennt  man 
erstens  zwei  Werthe,  von  denen  A  eingeschlossen  wird  und  die 
bei  wachsendem  n  gegen  denselben  Grenzwerth  convergiren, 
und  zweitens  zwei  Werthe,  welche  für  Ji  dieselbe  Bedeutung 
haben,  so  ist  damit  auch  der  Grenzwerth  des  Aggregats  A  +  B 

oder   des   Ausdrucks  (1  +    -)  gefunden. 

Die  einzelnen  Glieder,  aus  denen  die  rechten  Seiten  von 
ril)  und  (12)  zusammengesetzt  sind,  haben  sämmtlich  das  pa- 
sitive  Vor/eichen;  daher  wird  die  Summe  durch  eine  nume- 
rische Vergrösserung  eines  einzelnen  Gliedes  vergrössert  und 
durch  eine  bezügliche  Verkleinerung   verkleinert.    Die   in   den 

i  2 

Zählern  vorkommenden  Factoren  1  —     ,1  — ^"  , . . .  sind  lauter 

echte  Brüche,  die  vergrössert  werden,  sobald  man  sie  durch 
die  Einheit  ersetzt.  Aus  diesem  Grunde  gelten  die  Ungleich- 
heiten 

iU)    ^<:i  +  |+^|2  +  i.O-  +  --+ 1.0.7:7' 

1  1  '  1 

^^^^     ^"^1.2. 3. .(/  +  !)  ■^r.2.3T(f+2)  "^  •••■^    1.2.3...n 
Dagegen  ist  von  den  Producten,   die  in  den  Zählern  der  Sum- 
manden  der  rechten  Seite  von  (11)  stehen,  das  letzte  Product 
das  kleinste;  deshalb  findet  sich  die  Ungleichheit 

„,,..(. .  1 .  j,....,^)(,  -:)(.  -i)..(.  -'-7-i). 

Ferner  ist 

(16)  B>0. 

Das  auf  der  rechten  Seite  von  (15)  erscheinende  Product 
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nimmt   einen    kleineren  Werth    an,   wofern  statt  jedes  Factors 

der  kleinste  und  zugleich  letzte  Factor  ( 1 j  gesetzt  wird; 

es  ist  daher 

Man  kann  die  so  eben  eingeführte  (^— l)te  Potenz  aber- 
mals nach  dem  binomischen  Lehrsatze  entwickeln  und  erhält 
den  Ausdruck 

^'"^  '  —  U  — 1    .    {t—l)(t—2)ft  —  l\^- 


(19)fl-^)  =  l-^^  + 
\  n    J  In 


•  •  •< 


1.2  \    n     '     ■     ■'' 

wo  die  Vorzeichen  der  einzelnen  Glieder  regelmässig  abwechseln. 
Ihre  numerischen  Werthe  sind  von  dem  des  zweiten  ab  so  be- 
schaffen, dass  jeder  aus  dem  vorhergehenden  durch  Multipli- 
cation  mit  einem  Factor  entsteht,    der   kleiner   als   der   nume- 

(t—  lY 

rische  Werth  des  zweiten  Gliedes ^   ist.    Trifft  man  daher 

n 

über   die   Zahl  t,   welche    bis   dahin    jeden  unter  n  liegenden 

(t —  1 )' 

Werth  annehmen  durfte,  die  Verfügung,  dass  der  Bruch  ^^ — 

fi 

kleiner  als  die  Einheit  sei,  so  folgt  daraus,  dass  der  numerische 
Werth  eines  jeden  Gliedes  kleiner  als  der  Werth  des  vorherge- 
henden wird.  Eine  Summe,  deren  Glieder  regelmässig  ab- 
wechselnde Vorzeichen  haben  und  dem  absoluten  Werthe  nach 
beständig  abnehmen, 
(20)  a^^  —  a,  -f  Og  —  «3  -f  . . .  -f  (— ])*  a, 

lässt  sich  aber  dadurch  in  Grenzen  einschliessen,  dass  man  die 
Addition  der  auf  einander  folgenden  Glieder  entweder  nach 
einem  negativen  oder  nach  einem  positiven  Gliede  abbricht.  In 
dem  ersteren  Falle  wird  eine  Summe  fortgelassen 

die  nach    der  Voraussetzung   aus  lauter  positiven  Differenzen 

und  bei  geradem  ä  aus  solchen  und  noch  einem  positiven  Ele- 

niente  besteht,  und  deshalb  einen  positiven  Werth  hat;  in  dem 

zweiten  Falle  dagegen  eine  Summe 

^22)  —  (a^^^,  -  ttj^^^)  —  (a.^^^3  -  a^p^^)  —  . . . , 

die  aus  lauter  negativen  Differenzen  und  bei  ungeradem  s  aus 


solchen  und  nocli  einem  iiegafiTen  Klemente  hestelit  und  deshalb 
einen  negativen  Werth  bat.  Mithin  miisB  der  Werth  der  Summe 
(20)  stets  grösser  sein  als  die  Summe 

(23)  a,  -  a,  +  a,  -  ß,  +  . . .  +  o,^_,  -  a,^, 
und  stets  kleiner  als  die  Summe 

(24)  Ho  -  a,  +  a,  —  . . . .  +  o^,  -  a^_^  +  a^. 

Unter  der  Voraussetzung,  die  wir  nnnmclir  einfUlireu,  dass 


((— n 


unter  der  Einheit 


ndlich  sei,    ist  daher  die  linke 
der  beiden    ersten 


Seite    von  (10)   grilsser  als   das   Aggregj 
Glieder,  das  heisst 

(25)  |1-^ 
Wenn  man   also   in  (15)   statt   des  Produete  P  den   in  Folge 

von  (18)  und  (25)  zu  kleinen  Werth  1  — —  substitnirt,  so 

entsteht  ftlr  A  die  Ungleichheit 

(26)  A>(l  +  ^. 
bei  welcher 
(27) 
sein  I 

Ea  ist  leicht,  eiiifii  von  der  Zahl  «  unahhüngigen  Werth 
anitageben,  welchen  die  rechte  Seite  von  (14)  und  darum  auch 
die  Grösse  S  selbst  niemals  erreichen  kann.  Jedes  Glied  der 
rechten  Seite  von  (14)  wird  aus  dem  vorhergehenden  erhalten, 
indem  zu  dem  Nenner  succcssive  eine  der  Zahlen  t  -1 
als  Factor  hinzutritt.  Uie  ^nze  Summe  hat  daher  einen 
kleineren  Werth  als  die  folgende,  hei  der  statt  jedes  neuen 
Factors  überall  die  kleinere  Zahl  t  +  l  gesetzt  ist, 
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ist  Weil  hier  ^  + 1  mindestens  gleich  Zwei  ist,  so  sind  der 
Zähler  and  lüenner  von  (29)  nothwendig  positiv,  und  wird 
der  Werth  durch   Weglassen   der   in  dem   Zähler   zu  snbtra- 

hirenden  Potenz  ^^z^r  vergrössert,  wodurch  aus  (29)  der 

Ausdruck 

entsteht.    Es  ist  also  der  Werth  von  (28)  kleiner  als  das  Product 

^    '  \.2.d..t{t+l)  '     t  (l.2.3...0<' 

und  deshalb  folgt  aus  (14)  die  Ungleichheit 

(^^^  "^<    (1.2.3...0<   ■ 

Wenn   man   dieselbe  mit  (13)   durch   Addition   verbindet  und 

in   gleicher  Weise    (16)   mit   (26)   combinirt,   so   ergeben   sich 

für  das  Aggregat  A  -f  B=  1 1  +  -  j  die  Einschränkungen 

Um  zu  erkennen,  was  hieraus  unter  der  Voraussetzung, 
dass  n  immer  grössere  Werthe  erhält,  folge,  muss  man  nament- 
lich beachten,  dass  die  für  t  gegebene  Bedingung  (27),  so- 
bald die  Zahl  t  einem  bestimmten  Werthe  der  Zahl  n  ent- 
sprechend gewählt  ist,  für  denselben  Werth  von  t  und  für 
jeden  grösseren  Werth  von  n  ebenfalls  gilt.  Die  Bedingung 
(27)  bedeutet  in  der  That  nur,  dass  die  Zahl  ^—1  kleiner 
als  die  Quadratwurzel  aus  der  Zahl  n  sein  soll,  und  wenn 
i—\  kleiner  als  die  Quadratwurzel  aus  einer  bestimmten  Zahl 
n  ist,  so  bleibt  ^  —  1  von  selbst  kleiner  als  die  Quadratwurzel 
aus  jeder  Zahl,  welche  über  jenes  bestimmte  n  hinaus- 
geht Beispielsweise  darf  t  vermöge  der  Bedingung  (27)  für 
n=100  höchstens  gleich  10,  für  n=:  10000  höchstens  gleich 
100  sein,  n.  s.  f. 

Nachdem  also  ein  zu  einem  bestimmten  Werthe  N  der 


Oll  (^31   ist  pleii-hwitiK  i 


(1.2.3  .../)/ 
gröfiser    als    (:t.^).     Mitbin     zeigt     aich  .    ilaes    der    Wertli    des 

hei  einem  ohne  Ende  waclisenden  n  von 


■  Knnimp  (;t5)  um  eine  Grttsse  ahweiulit,  die  /.wiBclien  einer 
beliebig  kleinen  negativen  und  der  positiven  Grösse  (36)  liegt. 
Allein  es  steht  nichts  im  Wege ,  von  vorne  berein  die  zu 
der  Beetimmung  der  'Aa,]}\  /  gebrauchte  Zahl  »=.^  bo  grosu  zu 


und  in  Folge  dessen  auch  der  Werth 
Dadurch  fällt  die  Differenz  zwiechen 


wählen,  dass  der  Werth 

I  beliebig  klein  wird. 

dem  mit  einer  wnehsenden  Zahl  n  gebildeten  Ausdruck 

und  der  mit  der  hinreichend  grossen  Zahl  (  gebildeten  Summe 
(35)  zwist'hen  eine  positive  und  eine  negative  Grösse  von  be- 
liebig kleinem  numerischen  Werth.  Nun  hat  aber  die  Summe 
(3f>)  die  F.igenscbai),  bei  einem  genügend  grossen  t  einem  he- 
Btinnnten  Grenzwcrthe  beliebig  nahe  T.a  kommett  und  zwar  ist 
der  erforderliche  Beweis  im  Vorhergebenden  wehon  enthalten. 
Denn  wenn  die  Snmme  (-ir))  zuerst  mit  einem  gewiesen  Werthe 
von  /  gebildet  ist  und  daher  aus  /+1  Gliedern  besteht,  und 
wenn  (35)  hierauf  mit  der  um  beliebig  viel  grösseren  Zahl  t, 
gebildet  und  fniglirli  auf  /,  + 1  Glieder  ausgedehnt  wird,  so 
kommt  zn  dem  nraprttngiichen  das  Aggregat  von  (',  —  t)  Gliedern 
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^^*^        1.2.3...(f+l)"^  1.2. 3. ..(^+2)  "^•••■^  1.2.3...f, 

hinzu.  Dasselbe  unterscheidet  sich  von  der  rechten  Seite  von 
(14)  nur  insofern,  als  die  Zahl  n  durch  die  Zahl  t^  ersetzt  ist. 
Mithin  finden  alle  Schlüsse  Anwendung,  die  vorhin  in  Bezug  auf 
die  rechte  Seite  von  (14)  angestellt  sind,  und  es  leuchtet  ein, 
dass  das  Aggregat  (35*),  wie  gross  auch  immer  die  Zahl  t^ 
genommen  werde,  stets  kleiner  bleibt  als  der  in  (31)  angegebene 

Ausdruck   .  .   >  von  dem  schon  erwähnt  worden  ist,  dass 

er  für  eine  angemessen  grosse  Zahl  /  beliebig  klein  ausfällt. 
Hiermit  ist  gemäss  den  in  I,  §  105  aufgestellten  Definitionen 
nachgewiesen,  dass  die  Summe  (35)  bei  beständig  vergrösserter 
Gliederzahl  ^+1  sich  einem  festen  Grenzwerthe  nähert  oder 
convergirt,  und  da  der  Werth  des  mit  einer  wachsenden  Zahl  n 

gebildeten  Ausdrucks  (14-    )  von  jener  Summe  (35)  um  beliebig 

wenig  diffyirt,  so  nähert  sich  der  in  Rede  stehende  Ausdruck 
demselben  Grenzwerthe.     Man  hat  daher  das  Resultat 

(87)      lim  (l  4-  ^-)  =  1  +  I  +  J--  +  ^  +  . . .  4-  -j  .^1   -^ 

für  einen   beliebig  grossen  Werth  der  Zahl  t  oder  eine  unend- 
liche Ausdehnung  der  betreflFenden  Summe.    Die  Reihe  ist  die- 
selbe, die  in  I,  §  114  vorkommt,  und  deren  Summenwerth 
(38)  e  =  2,718281828459045  . . . 

daselbst  als  die  Basis  des  natürlichen  Logarithmensystenis  be- 
zeichnet ist.     Der  Werth  e  geht  dort  aus  der  unendlichen  Reihe 

^       £         z^  z^ 

^  I   ^  1.2  ^   1.2.3  ^  "• 

durch  Einfährung  des  Werthes  ^  =  1  hervor;  das  Bildungs- 
gesetz   der    letzteren  Reihe    entstand  aber  in  I,    §  112  auf  die 

Weise,  dass  in  der  Entwickelung  des  Ausdruckes  (1-f^)"    für 

die  Grösse  e  der  Bruch       substituirt  und  statt  der  auftretenden 

n 

Coefficienten  der  einzelnen  Potenzen  von  z  immer  der  Grenz- 
werth angewendet  wurde,  dem  sich  der  betreffende  Coefficient  für 
eine  ohne  Ende  wachsende  Zahl  n  nähert. 
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Nachdem   der  Grenzwerth  des  Ausdruckes  (7)  ermittelt  ist, 
lässt  sich  leicht  einsehen,  dass  der  Ausdruck  (6) 

k 


(-7). 


von  dem  die  Frage  ausging,  bei  der  Annäherung  der  positiven 
Grösse  k  gegen  die  Null  ebenfalls  gegen  den  Grenzwerth  e  con- 

k 

vergirt.    Wofern  nämlich  der  positive  beliebig  kleine   Bruch 

nicht  selbst  dem  reciproken  Werthe  einer  ganzen  Zahl  gleich 
ist,  muss  derselbe,  weil  die  Reihe  der  reciproken  Werthe 
der  natürlichen  Zahlen  beständig  abnimmt  und  unter  jede 
noch  so  kleine  Grösse  herabsinkt,  zwischen  zwei  mit  der- 
selben ganzen  Zahl  n  gebildete  Brüche  und  -—  fallen.  Als- 
dann ist 
(39)  n<:|-<n+l. 

Der  Ausdruck  (6)  wird  sowohl  durch  eine  Verkleinerung  der 
Basis  wie  durch  eine  solche  de^s  Exponenten  verklefhert,  durch 
eine  Vergrösserung  der  beiden  Elemente  vergrössert.  Deshalb 
bestehen  die  Ungleichheiten 

<«'  (-r.4)'<(-|)<(-!r 


in  denen  man 


1  + 


1 
1 


w+  1 


/           1    X""^* 
setzen  darf.    Nach  (37)  convergirt  der  Ausdruck  f  1  H j 

ebenso  wie  der  Ausdruck  (iH j    bei  wachsendem  n  gegen 

den  Grenzwerth  e,  während  sich  gleichzeitig  sowohl  der  Factor 


'•»•4t 

n+  1 


wie  auch  der  Factor  ( 1  H —  )   der    Einheit  nähert. 
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9 

k 


(43)  .»_l;^  =  .'   Loge. 


Der  Ausdruck  ( 1  H —  j  ist  demnach  zwischen  zwei  Grössen  ein- 
geschlossen, deren  jede  von  dem  Grenzwerthe  e  beliebig  wenig 
abweicht,  und  convergirt  deshalb,  wie  behauptet  worden,  gegen 
denselben  Grenzwerth;  es  crgiebt  sich  also 

(42)  lim  .  ( 1  +  -*-J  =  e. 

Durch  die  Substitution  dieses  Werthes  in  (5)  erhält  man 
den  gesuchten  Ausdruck  für  den  nach  der  Variable  y  su  nehmen- 
den Differentialquotienten  der  Function  Log  ^,  welche  au  dem 
System  von  der  beliebig  gewählten  Basis  C  gehört, 

d  Log  y  1 

dy     ^  y 

Es  wurde  schon  vorher  daran  erinnert,  dass,  wenn  die 
Constante  e  zur  Basis  eines  Logarithmensystems  genommen  wird, 
die  betreffenden  Logarithmen  natürliche  Logarithmen  genannt 
werden.  An  die  Stelle  der  obigen  Gleichungen  (1)  und  (2) 
treten  dann  die  Gleichungen 

(1*)  y  =  e\ 

(2*)  X  =  logy, 

welches  Zeichen,  wie  in  1,  auschliesslich  für  den  natürlichen 
Logarithmus  gebraucht  werden  wird.  Da  nun  der  Logarithmus 
der  Basis  in  dem  bezüglichen  System  gleich  der  Einheit  ist, 
so  folgt  aus  der  Gleichung  (43)  die  Bestimmung  für  den  Dif- 
ferentialquotienten  des  Logarithmus  naturalis 

(44)  -^^  =  '  . 

dy         y 

Ber  Differentialquotient  des  Logarithmus  naturalis  einer  Variable, 
nach  dieser  selbst  genommen,  ist  somit  gleich  dem  reciproken  Werth 
der  Variable. 

Der  Ableitung  des  Differentialquotienten  einer  Exponen- 
tialfanction  lassen  wir  eine  allgemeinere  Betrachtung  vorangehen. 


§  11.    Beslehnng  Kwlsohen  den  Differential  quo  tlentea  xwelar 

Fanotlon«n,  von  deneo  die  eine  die  nrngekehrte  Function  dar 

«nderit  lit.    XHffexentlAtlon  einer  ZIxpone&tlalfanotloii. 

Es  sei  cini'  eindeutige  endliche  nnd  Ktetige  Function 

(1)  S=llr) 

filr  das  lutervall  a<ix<b  gegeben,  iür  Werth  bewege  sieb, 
während  j-  von  dem  Werthe  a  bis  zu  demWerthe  b  fortBfhrei- 
tet,  von  dem  Werthe  p  bis  zu  dem  Werthe  5,  Mau  setit  aus- 
serdem voraus,  dass  zu  jedem  /.wischen  p  und  q  liegenden 
Wertbe  von  y  ein  eindeutig  beBtiinmter  Werth  x  ^^bilre  und 
dass  demgema«8  die  der  Funetion  f{r}  entsprechende  umge- 
kehrte Function 

(2)  x  =  fpip) 

für  das  Intervall  p<y^q  gleiebfalla  eindeutig,  endlich  und 
stetig  gegeben  sei.  Wenn  dann  der  nach  x  genommene  Diffe- 
rentialquotieut  der  Function  f[x)  bekannt  ist,  so  kann  au»  dem- 
selben Überall,  wo  er  einen  von  Null  verschiedeneu  Werth  hat, 
der  nach  y  zu  nehmende  Differentialquotient  der  Function  (/>  (y) 
erhalten  werden,  und  umgekehrt. 

Nachdem  durch  die  Gleichnng  (1)  zu  einem  bestimmten 
Werthe  x  der  zugehörige  Werth  y  und  zu  einem  vmi  i  ver- 
schiedenen Wertbe  *,  der  zugehörige  Werth 

determinirt  ist ,  muss  vermöge  der  getroffenen  Annahme  bei 
einer  unmeriscb  gegen  die  Null  abnehmenden  Differenz  x,  —  x 
die  Differenz  f[x,)  —fix)  gleichfalls  abnehmeu,  und  es  gilt  die 
Gleichung 

(4,  lim.  "'■'-"'>-,  ^. 

Da  hier  zu  jedem  Werth  von  t/  immer  ein  und  nor  ein  Werth 
von  X  gehören  soll,  so  entspringt  aus  der  Gleichung  (3)  die 
Gleichung 

(5)  ^,  =  T(y,)> 

nnd  weiter  folgt,  dass,  wenn  der  Werth  y,  dem  Werthe  y  ge- 
nähert wird,  die  Differenz  if iPi)  —  'piy)  sich  nothwendig  eben-j 
faJls  numerisch   der  Null  nähert.    Der  Differentiaiiiuotient  derl 
Function  (f(y)  in  Ikzug  auf  die  Variable  y  ist  dann  der  GrenzÄ^ 
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werth  des  Verhältnisses  -^-^ Tlzl    welcher  einer  gegen  die 

Vi  —  y 

Null  abnehmenden  Differenz  y^  —  y  entspricht.  Bildet  man  jetzt 
die  Gleichungen 

(6)      fM—fi^)  ^  yi—y ^    y(yi)-y(y)  ^ ^ijz!!, 
«1—^  ^1—^'        y^—y  yi— y' 

80  erweist  sich  der  zweite  Bruch  als  der  reciproke  Werth  des 
ersten;  der  Grenzwerth  von  diesem  wird  llttr  eine  abnehmende 
Differenz  x^—x  durch  die  Gleichung  (4)  dargestellt,  die  ge- 
nannte Voraussetzung  zieht  aber  die  Abnahme  der  Differenz 
y,  —  y  nach  sich,  und  der  Grenzwerth  des  zweiten  Bruches,  der 
fär  eine  abnehmende  Differenz  y^—y  gesucht  wird,  drückt  den 

Differentialquotienten  -  ^^v^-  aus.  Wofern  also  der  Werth  ^-^ 

nickt  verschwindet^    ergieht  sich   die   Bestimmung   des   Differen- 

tiälquotienten  -^^  a«5  der  Gleichung 

(7)  ^9(^}  ^/'(^)  =  1, 

dy        dx 

Vermöge  dieser  Gleichung  ist  der  eine  Differentialquotient  gleich 
dem  reciproken  Werthe  des  andern,  und  entsteht  ebenso,  wenn  der 

Differentialquotient  --^  •  vorliegt  und  einen  von  Null  verschiede- 

df(x) 
neu  Werth   haU,  der    jsugehörige  Differentialquotient   ~r~  • 

Cvcf/ 

0 

Die   hier    angestellte   Betrachtung   schliesst   die    speciel- 
lere  ein,   durch   welche   in   §  9  der  Differentialquotient   einer 

Potenz  mit  dem  gebrochenen  Exponenten       abgeleitet  ist.  Dem 

obigen  allgemeinen  Satze  (7)  lässt  sich  ferner  eine  anschauliche 
geometrische  Bedeutung  beilegen,  sobald  x  und  y  als  die  recht- 
winkligen Coordinaten  eines  Punktes  in  einer  Ebene  aufgefasst 
werden.  Nimmt  man  an,  dass  die  Abhängigkeit  der  Ordinate 
y  von  der  Ordinate  x  durch  die  in  Rede  stehende  Gleichung 
y=f(a:)  festgesetzt  sei,  so  gehört  der  betreffende  Punkt  (x,y) 
einer  bestimmten  Curve  an,  und  nach  §  4  und  §  5  repräsentirt 

j  '       d  fix) 

«er  Differentialquotient   -7^    die  trigonometrische  Tangente  des 

a  X 


Durch  Umkehrung  entstandone  Function. 


§"■ 


Neigiingawinkels  w,  welchen  die  in  dem  Punkte  {x,  y)  zu  der 
Curve  construirte  berührende  Liuie  gegen  die  positive  Seite 
einer  Parallele  zu  der  x  Axe  roaelit.  Die  mit  (2)  bezeichnete 
Gleichung  x=qi{i/)  hUngt  aber  mit  der  Gleicbang  (1)  so  zu- 
sammen, dasB  (2)  für  jeden  Werth  von  y  den  zugehörigen  Wertb 
X  eindeutig  bestimmt.  Man  darf  demgemUes  die  Ordinate  y  als 
die  unabhängige,  die  Ordinale  x  als  die  abhängige  Variable 
ansehen  nnd  gelangt  dann  zu  dem  Resultat,  dass  durch  die 
Gleichung  x  =  ip(y)  genau  dieselbe  Curve  dargestellt  wird, 
welche  zuerst  durch  die  Gleichung  y^f{x)  bezeichnet  wurde. 
Jetzt  lege  man  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  erwähnte 
Abhängigkeit  der  Ordinate  x  von  der  Ordinate  y  bestehe,  durch 
den  Punkt  {x,y)  eine  die  Curve  schneidende  Linie  und  lasse 
diese  dnrch  Aunäherung  de»  zweiten  SchnittpunktH  an  den 
ersten  in  die  berührende  Linie  übergehen  j    alsdaun  drückt  der 

Differentialquotient   - V  -     die    trigonometrische    Tangente    des 

Winkels  a  aus,  welchen  die  berührende  Linie  mit  der  positiven 
Seite  einer  zu  der  y  Axe  gezogenen  Parallele  bildet.  Weil 
aber  die  vonstruirte  berührende  Linie  eiue  einzige  ist,  welche 
nur  auf  zwei  verschiedene  Arten  betrachtet  wurde,  weil  femer 
die  X  und  y  Axe  gegeneinander  senkrecht  stehen,  und  weil  die 
trigonometrischen  Tangenten  solcher  Winkel,  die  von  derselben 
Linie  gegen  die  beiden  Axen  gebildet  werden,  reciproke  Werthe 
haben,  so  mUssen  auch  die  auf  dieselbe  herllhreude  Linie  bezüg- 
lichen Werthe  tgw  nnd  tgn  mit  einander  reciprok  sein.  In 
dieser  Thatsache  besteht  der  geometrische  luhalt  der  Glei- 
chung (7). 

Wir  wenden   uns  nnnmehr  zu  den  Gleichungen  (1*)  und 
(2*)  des  vorigen  §,  die  mit   den  Gleichungen  (1)  und  (2)  des 
gegenwärtigen  §   so   correspondiren ,   dass  f{x]   durch  e'     und 
gleichzeitig  ffiy)  durch  logy  zu  ersetzen  ist, 
(8)  y  =  e',  j:=Iogf/. 

In  Folge  der  Gleichung  (7)  ist  mithin 
d{e)  d\aßy  ^ 
das       äy 


(9) 


'  =  1. 


Der  üiffereiitialquotient 


Jlo, 


dg 


wird    nach    (44)    dei 


X 
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§  durch  den  Bruch      dargestellt,   welcher  für  keinen  endlichen 

Werth  der  Variable  y  verschwindet.    Man  erhält  daher  für  den 

DifferefUiaJquotienten  der  Exponentialfunction  y=e'    die    atlge- 
mein  gültige  Gleichung 

<»>        '  '/.->■ 

oder,  indem  die  Function  selbst  eingeführt  tvirdj 

(10)  4^=« 

da 

Der   Differentialquotient    der  Exponentialfunction   e',  nach  der 
Variable  x  genommen^   ist  mithin  gleich  der  Exponentialfunction 

c  selbst. 


1 12.    DUtorentiation  einer  Fnnotioiit  deren  Argument  eine 

Function  einer  unabhängigen  Variable  ist.    Anwendungen 

auf  logarlthmieebe  Funotlenen,  Exponentialftinotlonen 

und  Potenxausdrttoke  mit  verftnderlieher  Basle  und 

veränderlichem  Exponenten. 

In  §  9  ergab  sich,  dass,  sobald  die  Differentiation  einer 
beliebigen  rationalen  gebrochenen  Potenz  der  unabhängigen 
Variable  bewerkstelligt  werden  kann,  die  Differentiation  einer 
ebensolchen  Potenz  von  einer  gegebenen  Function  der  unab- 
hängigen Variable  keine  Schwierigkeiten  darbietet.  Eine  be- 
sondere Anstrengung  gehört  immer  nur  dazu,  eine  Function 
von  neuer  Bildungsweise  oder,  nach  einem  in  I,  §  22  ange- 
wendeten Ausdrucke,  von  neuer  Characteristik  zu  differentiiren. 
Wofern  aber  die  Differentiation  einer  gewissen  Characteristik 
\p{/g)  in  Bezug  auf  das  Argument  0  gefunden  ist,  so  lässt  sich 
der  Differentialquotient  derjenigen  Function,  die  aus  ip{£i)  ent- 
steht, indem  statt  £f  eine  Function  f{j:)  von  bekanntem  Differen- 
tiälquotienten  gesetzt  wird,  in  Bezug  auf  die  Variable  x  nach 
einer  allgemeinen  Regel  erhalten.  Es  sei  wieder  x^  ein  von  x 
verschiedener  Werth,  und  man  habe 

(1)  j^=f{x),  z,=f{x,). 
Behaus  der  Differentiation  der  Function 

(2)  u=xp{f{x)) 

LipMhito,  Analyaii  IL  5 
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wird  dem  zu  untersuchenden  Quotienten  die  Gestalt  gegeben 

(3)  y'^/'(?j))r:Ä.?))  =:  V^(^i)~V^(^)  h  -Li . 

Die  Abnahme  der  Differenz  x^—  x  zieht  die  Abnahme  der 
Differenz  e^  — z  nach  sich,  und  zwar  couvergirt  dabei  der  Bruch 

* gegen  den  als  bekannt  vorausgesetzten  Differentialquo- 
tienten -^r-^,  der  Bruch  ^^^ — 5l_W  gegen  den  ebenfalls  als 

bekannt  angenommenen  Differentialquotienten   -^— •    Es  folgt 

daher  für  die  Differentiation  einer  Functiony  deren  Argument  eine 
Function  der  unabhängigen  Variable  ist^  nach  welcher  differentiirt 
werden  soll,  die  Vorschriß 

(4)  drp{f{x))  ^dipiz)     df{x)  ^ 

^  ^  dx  dz  dx 

Man  erhält  hiernach  den  Differentialquotienten  des  Loga- 
rithmus naturalis  einer  Function  f{x)  und  den  Differentialquo- 
tienten einer  Exponentialfunction  e  ^' ,  indem  man  erstens  \p{z) 
durch  die   Characteristik  logjer  ersetzt  und  die  Gleichung  (44) 

des  8  10  benutzt,   und  zweitens  fltr  xl^{z)  die  Characteristik  e 
einführt    und   die  Gleichung  (10)    des   §   11    anwendet.     Die 
Resultate  sind,   da  statt  z   die  Function   f{x)   einzuführen  ist, 

d\ogf{x)  __1_       df{x± 
^^  dx       ~  f{x)       dx     ' 

(6)  .^(^^^'O^/o^rW. 

dx  dx 

Mit  Hülfe  von  (5)  lässt  sich  der  Differentialquotient  des 
Logarithmus  naturalis  eines  Products  von  beliebig  vielen  Func- 
tionen /*,  (x)  f^  (x) . . ,  f^  {x)  auf  doppelte  Art  darstellen.  Man  er- 
hält unmittelbar  die  Gleichung 


d\og(f,{x)f,{x),.f^{x)) 


(^) 


1  d{f,{x)f,{x)..f(x)) 


ft 


ausserdem  aber,  weil  der  Logarithmus  eines  Products  gleich  der 
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Snmme  der  Logarithmen  der  einzelnen  Factoren  ist,   statt   der 
linken  Seite  Yon  (7)  den  Ausdruck 

^  da  dx  "  dx 

df,{x)      .        1        df^{x)  1       df^{x) 


f^{x)       dx  f^{x)       dx  "       f^{x)       dx 

Die  Gleichsetzung  der  rechten  Seiten  von  (7)  und  (8)  bringt 
dann  die   auf  die  Differentiation  eines  Products  von   beliebig 
vielen  Factoren  bezügliche  Regel 
d(f,{x)f^{x)..f^{x)) 

dx 

(9) 


f,ix)  f,(x)  . .  f(x) 


1        df,{x)  i        df^(x)     ,  1        df^(x) 


+  ...+ 


/;(.r)       dx  f^{x)       dx  '"       f^{x)       dx 

hervor,   welche  bpi  einem  Product  von  zwei  Factoren  mit  der 
allgemeinen  Regel  (18)  des  §  6  zusammenfällt. 

Die  Gleichung  (6)  liefert  ungezwungen  die  Differentiation 
einer  Exponentialfunction  mit  einer  beliebigen  positiven  Grösse 
C  als  Basis,  von  welcher  Function  in  §  10  ausgegangen  wurde. 
Wenn  die  Basis  C  mit  Anwendung  des  natürlichen  Logarithmen- 

Systems  durch  den  gleichwerthigen  Ausdruck  e       ersetzt  wird, 
so  kommt 

(10)  C'=6'^°*^^. 

Mithin    ist  in  (6)  statt  f{x)  die  Function  a:logC  anzuwenden, 

wodurch   die  Formel  für   die  Differentiation  der  Function  C' 

entsteht, 


^(pl^cMogC. 


Auch  verdient  der  Umstand  beachtet  zu  werden,  dass  die  For- 
meln (5)  und  (6)  zu  der  Differentiation  einer  Potene  x  aus- 
reichen, hei  tcelcher  der  Exponent  n  eine  beliebige  Grösse  bedeutet. 
Setzt  man 

(12)  aj   =e         , 

dix"*) 
80  mnss  nach  (6)  der  Differentialqnotient  -^—  gleich  dem  Pro- 
duct aus   der  zu  differentiirenden  Function  und  dem  Differen- 
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tialquotienten  von  n  log  x  sein,  der  vermöge  (5)  den  Werth 
hat.    Es  resultirt  daher  die  Gleichung 

(13)  -i;r=*»^    ' 

welche  aussagt,  dctös  der  Differentialquotient  einer  mit  einem  be- 
liebigen Exponenten  gebildeten  Potetiz  einer  unabhängigen  Variable 
in  Bezug  auf  die  letztere  erhalten  wird,  indem  man  die  mit 
dem  um  die  Einheit  Heineren  Eocponenten  gebildete  Potenz  der 
Variable  mü  dem  Potenzexponenten  mtdtiplicirt.  Diese  Regel 
ist  für  die  positiven  ganzen  Exponenten  in  (25)  des  §  6,  für  die 
negativen  ganzen  F^onenten  in  (10*)  des  §  7,  für  die  positiven 
oder  negativen  rationalen  Exponenten  in  (19)  des  §  9  ausge- 
drückt. 

Insofern  die  gegebene  Definition  eiuer  Exponentialfunc- 
tion  nur  voraussetzt ,  dass  die  Basis  eine  positive  Grösse 
sei,  dürfen  auch  solche  Fotenzausdrttcke  in  Betracht  gezogen 
werden,  deren  Basis  eine  Function  x^ix)  von  der  Eigenschaft 
ist,  für  das  in  Anwendung  kommende  Intervall  der  Variable  x 
ausschliesslich  positiv  zu  sein,  und  deren  Exponent  eine  beliebige 
Function  g(x)  ist.    Um  eine  so  gebildete  Function 

(14)  y=(»{x))'"^' 

in  Bezug  auf  die  Variable  x  zu  ditferentiiren,  stellt  man,  wie 
oben  mehrfach  geschehen,  die  Function  x^{x)  vermittelst  ihres 
Logarithmus  naturalis  dar 

(15)  H^)  =  e"'"''''\ 

so  dass  aus  (14)  der  Ausdruck 

(16)  ^_^,(x)log^(.) 

folgt.    Die  Anwendung  von  (6)  giebt  dann 

/jyx  ^__   <f(T)ioß.'^(x)  d(g(:r)]og^{x)) 

^     ^  dx  dx  ^ 

und  vermöge  (5)  entsteht  das  Resultat, 

durch  welches  die  gestellte  Aufgabe  gelöst  wird. 
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f  13.    BUfiMrentiation  der  trlgonometrlsoheii  Fnnotioiieii. 

Wie  in  I,  §  30  und  I,  §  103  entwickelt  worden,  sind  die 
trigonometrischen  Functionen  Sinus  und  Cosinus  lUr  jeden  Wcrth 
des  Arguments  x  in  der  Weise  eindeutig  bestimmt,  dass  sie 
ihrer  Grösse  nach  stets  zwischen  der  negativen  und  der  posi- 
tiven Einheit  enthalten  bleiben,  und  bei  der  Vergrösserung  des 
Arguments  um  die  Zahl  2n,  durch  welche  das  Verhältniss  der 
Kreisperipherie  zum  Radius  gemessen  wird ,  immer  wieder 
die  ursprünglichen  Werthe  annehmen,  oder  die  Periode  2;/ 
haben.  Wenn  x  und  h  beliebig  gegeben  sind,  werden  der 
Sinus  und  Cosinus  für  die  Summe  der  Argumente  x  und  h  ver- 
möge der  Additionsformeln 

(1)  sin  (x-hh)  =  sin  x  cos  h  +  cos  x  sin  h 

cos  {x-hh)  =  QOHx  cos  h  —  sin  a:  sin  h 

durch  den  Sinus  und  Cosinus  der  einzelnen  Argumente  x  und 
/*  ausgedrückt.  Diese  Formeln  (1)  führen  zu  der  Darstellung 
des  Differentialquotienten  der  Functionen  sin  x  und  cos  x.  Man 
erhält  fttr  die  Differenz  sin  (x  +  h)  —  sin  x  den  Ausdruck 

(2)  sin  {x  +  h)  —  s'mx  =  sin  x  (cos  ä  —  1)  -f  coso;  sinÄ , 
wo  ausserdem 

,o\  7        ,         — (1 — cosÄ)(l -h  cos/O         — sin'Ä 

(3)  COSÄ— 1  =  --^-        .      "--,         -      =1-7        i. 

1  +  cosh  1  -f  cosÄ 

gesetzt  werden  darf,  so  dass  die  Gleichung 

...       8m(x  +  h)  —  sin  x  sin  h  .  sin  /*      sin  // 

(4)     ^^ z^ =  COS  X  —j sm  X £  — £— 

h  h  l  -h  cosÄ     h 

entsteht.    In  derselben  Weise  findet  sich  die  Gleichung 

(5)  cos  (x  +  h)  —  co8a;  =  cosif  (cosA — 1)  —  sina:  sinÄ, 
und,  unter  Anwendung  von  (8), 

/  .^        co8(.i?-l-Ä)  —  cos iC  .       sinÄ  sinA      sin/* 

(0) ^ p =  —  sm;^--- cosx:-— 7-,-   • 

/*  h  1  -f  cos  Ä    h 

Offenbar  hängt  die  Bestimmung  der  Grenzwerthe,  gegen  welche 
die  linke  Seite  von  (4)  und  die  linke  Seite  von  (6)  für  eine 
gegen,  die  Null  abnehmende   Grösse  A  convergiren,   ron  deih 

sinA       ''  '-''•'■   •  '  '•  =  ' 

entsprechenden  Verhalten  des  Quotienten  — —  ab.  Es  ist  aber 
I,  §  103  hervorgehoben,  dass  der  geometrische  Satz,  nach  wel- 
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chem  die  Länge  eines  die  halbe  Kreisperipherie  nicht  übertref- 
fenden Kreisbogens  grösser  als  die  Länge  der  zugehörigen 
Sehne,  und  kleiner  als  die  Summe  der  beiden  in  den  Endpunk- 
ten des  Kreisbogens  constmirten  und  bis  zu  dem  gemeinsamen 
Schnittpunkte   verlängerten    Tangenten    sein   muss,    für  jedes 

zwischen  0  und        befindliche  Argument  h  die  Ungleichheiten 

liefert, 

in\  .    ,        ,  sinÄ 

(7)  8inÄ<:A< 


^  |/l  —  sin»  h 

Aus  denselben  ergiebt  sich  fUr  den  Quotienten  die  Ein- 

schränkung 

/n\  sin  h     _  -      n ; — r-Tf        sin  h 

(8)  — ^-<:1,  )/r-sin»Ä<  -^-, 

um  derentwillen  der  bezeichnete  Werth  stets  zwischen  der  Ein- 


heit und  der  Grösse  ^1  —  sin^A  liegt.  Nun  zeigt  die  erste  der 
beiden  Ungleichheiten,  dass,  wofern  man  die  Grösse  h  fort- 
während  abnehmen    lässt,    die   Function   sin  h  sich    ebenfalls 

der    Null    nähert.      Dadurch    rückt    die    Grösse    y'l—- sin'Ä 
beliebig    nahe    an    die    Einheit    heran ,    und     der    Quotient 

V  — ,    der  zwischen  der  Einheit   und  der  Grösse  j/l  — sin»Ä 

eingeschlossen  ist,  convergirt  nothwendig  gegen  die  Einheit 
selbst.    Die   rechte  Seite   der  Gleichungen  (4)  und  (6)  enthält 

ausser  dem  Quotienten     ■  —  noch  den  Quotienten r»  der 

Ä  l-*-C08Ä 

sich  bei  abnehmendem  h  der  Null  nähert,  da  der  Zähler  gegen 
den  Grenzwerth  Null,  der  Nenner  gegen  den  Grenzwerth  2  con- 
vergirt. Demnach  hat  auf  der  rechten  Seite  von  (4)  der  erste 
Summand  die  Grösse  cos  Xy  der  zweite  die  Null,  auf  der  rechten 
Seite  von  (6)  der  erste  Summand  die  Grösse — sinx,  der  zweite 
abermals  die  Null  zum  Grenzwerthe.  Es  werden  also  die  in 
Bezug  auf  das  Argument  x  genommenen  Differentialquotienten  der 
Fundiofien  sinx  und  ao^x  für  jeden  Werth  von  x  durch  die  For- 
meln dargestellt 

(9)  ^^_  =  C08a:, 
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/^^v  deoua 

(10)  — =  —  sm  X. 

ax 

Die  vorhin  unter  (7)  aufgeführten  Ungleichheiten  sind  an 
dem  erwähnten  Orte  I,  §  103  benutzt,  um  zu  zeigen,  dass  die 
Funetionen  sino?  und  cos  o;  für  jede  Ausdehnung  des  Intervalls 
von  X  stetig  bleiben;  femer  wird  dort  darauf  aufmerksam  ge- 
macht,  dass   die   Function   tgo;  in  jedem   der  Intervalle   von 

—  -  bis  +-^i  von  +—  bis    -^-,..  und  auch  von ^  bis 

—  — , . .  Stetig  ist,  dagegen  bei  dem  Ueberschreiten  von  jedem 

der  bezeichneten  Werthe  eine  Unterbrechung  der  Stetigkeit  er- 
fährt, dass  femer  die  Function  cotg  x  in  jedem  der  Intervalle 
von  0  bis  ^r,  von  n  bis  2  /r, . . .  und  auch  von  —  n  bis  0, .  . 
stetig  ist,  dagegen  bei  dem  Ueberschreiten  von  jedem  der  zu- 
letzt genannten  Werthe  eine  Unterbrechung  der  Stetigkeit  er- 
leidet. Nach  der  oben  in  §  8  eingeführten  Ausdmcksweise  sagt 
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man    hier,   dass    die   Function   tga;   für    die   Werthe  a:  =  -  , 

-r— , ...  — ^, —^ . . . ,  und  die  Function  cotg  x  für  die  Werthe 

a:  =  0,  vT,  2  7r, ..,  —  tt,  —  2/r, ...  unendlich  gross  wird.  Der 
Differentialquotient  der  Function  i^x  und  der  Function  cotga; 
in  Bezug  auf  die  Variable  x  ist  jetzt  für  eines  jener  Intervalle 
aufzusuchen,  in  denen  die  Stetigkeit  der  betreffenden  Function 
nicht  verletzt  wird.  Man  erhält  die  gewünschte  Bestimmung 
ans  den  Gleichungen 

niv  ^    '  \        8in.r  cos  ;r 

(11)  tgia:)  = >   cotga;=-i — > 

°  cosa*  sin  X 

indem   man  die  zu  der  Differentiation  eines  Quotienten  zweier 
Functionen  dienende  Regel  (8)  des  §  7  anwendet. 
Es  sei  zuerst  f(x)  =  sin  x,  g  (x)  =  cos  x,  so  wird 

— -r^  ö (^)  —  f{^)  -—^^-^  =  cos*  X  +  sm'  x  =  l', 
dx     ^  ^  ^      '  ^  ^     dx 

bei  der  zweiten  Annahme  f(x)  =  cos  a;,  g  ix)  =  sin  x  kommt  das 
Resultat 


df{x) 
dx     ^  ^'^^      '  ^'^^     da 


g {x)  —  f{x)  -^4^  =  —  8in»a:  —  cos^a;  =  —  1. 
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Mifbin    entstehen    für   die  DiffercfUialquotienien   ihr  FutKimten 
tg  T  und  cotg  X  die  Äusdrüchi 

Sobald  die  Kegeln  Ifekannt  sind,  nach  welchen  diu  trigo- 
noDietriticbeu  Functionen  in  Bezug  auf  ihr  Argument  ditferen- 
tiirt  werden,  ist  man  mit  HUIfe  de»  g  12  im  Stande,  sowohl 
trigonometrische  Functionen,  dereii  Argument  gleich  einer  Func- 
tion der  unabhängigen  Variable  gesetzt  ist,  wie  am'h  solche 
Functionen,  deren  Argument  als  eine  trigunometrische  Function 
der  nnabhängigeu  Variable  gegeben  ist,  in  Bezug  auf  die  jedes- 
malige unabhängige  Variable  zu  differentiiren.  Die  ßlcichungen 


(13) 


d  sin  {* 

die 
dlogsiti 


=  2icos(a;*). 


>!_{'') 


-2j.'sin(j;*), 


mögen  als  Beispiele  dienen. 


9  14.    DUbrentlaUoii  dar  Invarien  trigonometrischen 

Fnaotionen.    Rein  anaiytlBolie  DeflnlÜon  der  Inveraan  und 

dlreoten  trlgonometriachen  Fnnotloiien. 

Zu  jeder  der  im  vorigen  g  bebaiidoUeii  trigonomi'lriseht'n 
Fnoctionen  gehört  eine  umgekehrte  oder  inverse  trigonome- 
trische Function,  so  dass  in  dem  folgenden  Schema  die  in  der- 
selben Zeile  befindlichen  Gleichungen  einander  entsprechen, 

(1)  y  =  sinj;,        j;:^arcsiu// 

(2)  ij  ^=  cos  X,        X  =^  arc  cos  ij 

(31  i/  =  tg^,  3:  =  arctgy 

(4)  IJ  s=  cotg:c,      X  =  arc  cotgy. 

In  1,  g  KU  ist  auseinander  gesetzt,  dass  jede  umgekehrte 
trigonometrische  Function  an  sieh  eine  vieldeutige  Function 
ihres  Arguments  ist,  jedoch  durch  IlinzufUgung  einer  Beschräu- 
kwng  zu  einer  eindeutigen  gemacht  werden    kann.    Wir  lassen 

Beschränkungen  dieser  Art  eintreten  und  setzen  fest, 
daas  die  Werthe  der  Functionen  arc  sin  x  und  arc  tg  x  nur  zwi- 
schen den  Grenzen  - 
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genommen  werden  sollen.  Bei  den  Functionen  arcsino;  und 
arc  cos  x  mnss  das  Argument  x  zwischen  der  negativen  und  der 
positiven  Einheit  liegen;  wenn  dieses  Intervall  von  dem  Ar- 
gument X  beständig  wachsend  durchlaufen  wird,  bewegt  sich 
die   eindeutig  definirte  Function  arc  sin  :r   beständig  wachsend 

und  stetig  von  —  -  bis  +  ---,  dagegen  die  eindeutig  definirte 

Function  arc  cos  x  beständig  abnehmend  und  stetig  von  rt  bis  0. 
Bei  den  Functionen  arc  tg  x  und  arc  cotg  x  darf  das  Argument 
X  jeden  beliebigen  negativen  oder  positiven  Werth  erhalten; 
sobald  durch  x  das  Intervall  der  Werthe  von  —  oc  bis  4-  oo 
immer  wachsend  durchlaufen  wird,  bewegt  sich  die  eindeutig 
definirte   Function   arctga;  immer  wachsend   und    stetig    von 

—  -^  bis    +  -5- ,    dagegen    die    eindeutig    definirte    Function 

arc  cotg  X  immer  abnehmend  und  stetig  von  7t  bis  0. 

Unter  den  angegebenen  Voraussetzungen  kann  man  die 
nach  dem  Argument  zu  nehmenden  Differentialquotienten  der 
inversen  trigonometrischen  Functionen  mit  Hülfe  der  Formel  (7) 
des  8  11  bilden,  indem  die  Characteristik  fix)  auf  die  directe, 
die  Characteristik  (p(y)  auf  die  correspondirende  inverse  trigo- 
nometrische Function  bezogen  wird,  und  die  Differentialquotien- 
tienten  der  directen  trigonometrischen  Functionen  nach  den  Re- 
geln des  vorigen  §  ausgeftlhrt  werden.  So  entspringen  aus  dem 
System  (1),  (2),  (3),  (4)  respective  die  Gleichungen 

d  arc  sin  ^  .1 


(ö) 


dy  GOBx 

e^arccos^  — 1 


sin*a;. 


dy  sinx 

n\  d  Are  tgy 

(7)  -y  *-^  =  cos^x 

dy 

/üv  t2  arc  cotg  iy  

dy         "" 

Die  auf  der  rechten  Seite  erscheinenden  Ausdrücke  lassen 
sich  sehr   einfach  durch  die  betreffende  unabhängige  Variable 

darstellen.  In  (5)  findet  man  cos  x  =  J^l  — y*^  in  (6)  dagegen 
mxss  yi  — y%  und  zwar  in  beiden  Fällen  mit  positiver  Bedeutung 
^  Qnadratwurzelzeichens,  weil  der  Cosinus  im  negativen  ersten 
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und   positiven   ersten   Quadranten,   der  Sinus    in    den    beiden 
positiven  ersten  Quadranten  das  positive  Vorzeichen  hat;  in  (6) 

kommt  Gos*x  =  ---—~^  = —— — —   endlich  in  (7)  entsprechend 

1 4-tg'.r        1  4-  y  /  '^ 

8in'a:=  ,  - — -—-—=i  -—        .    Die  Differetdialquotienten  der  in- 
1  4-  cotg*a?       1  4-y' 

Versen  trigonometrischen  Function  arc  sin  y,  arc  cosy,  arc  tgy  und 

arc  cotg  y  werden  daher  folgendermassen  bestimmt : 

d  arc  sin  y   1 


(9) 


(10) 


(11) 


d  arc  C08  y  —  1 


dy  ^1  —  9' 

duretgy  1 


dy  1  +y» 

no\  darccotgy  —1 

^^-^  dy        =1+7- 

Hier  möge  eine  allgemeine  Bemerkung  Über  die  directen 
und  invorsen  trigonometrischen  Functionen  eine  Stelle  finden. 
Wir  haben  für  dieselben  im  ersten  Bande  die  gebrilnehliche 
geometrische  Definition  zu  Grunde  gelegt  und  sind  in  diesem 
einen  Stück  von  der  sonst  genau  festgehaltenen  Regel,  geome- 
trische Betrachtungen  nur  zur  Erläutening  jedoch  nicht  zur  Be- 
weisführung anzuwenden,  abgewichen,  da  eine  rein  analytische 
Behandlung  dem  Anfänger  unverhUltnissmässig  grosse  Schwie- 
rigkeiten verursacht  haben  würde.  Um  aber  keinen  Zweifel 
darüber  zu  lassen,  dass  die  Lehre  von  den  inversen  und  directen 
trigonometrischen  Functionen  in  der  That  lediglich  auf  analy- 
tischen Principien  beruht,  sollen  jetzt  die  Hauptsätze  aus  einer 
rein  analytischen  Definition  abgeleitet  werden.  Am  erwähnten 
Orte  dienten  die  trigonometrischen  Functionen  zunächst  zu  der 
Darstellung  einer  beliebigen  complexen  Grösse  Ä  4-  iB  in  der 
Gestalt 

A  +  iB=P  (cos  0  +  i  sin  0). 
Später  ist  die  Aufgabe,  eine  complexe  Grösse  a  +  ib  zu  be- 
stimmen, deren  Quadrat  einer  gegebenen  complexen  Grösse 
gleich  ist,  ohne  Zuziehung  der  trigonometrischen  Functionen 
gelöst  worden.  Indem  wir  die  damals  gefundene  Lösung  auf 
den  besonderen  Fall  anwenden,   in  welchem  die  Norm  der  ge- 
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gebenen  Grösse  gleich  der  Einheit  ist,  gelangen  wir  zu  der  in 
Bede  stehenden  rein  analytischen  Definition  der  inversen  und 
damit  anch  der  directen  trigonometrischen  Fanctionen. 

Es  sei  a  nnd  ß  ein  Paar  reelle  Grössen,  deren  Quadrat- 
snmme  den  Werth  der  Einheit  hat,  mithin  a  +  iß  eine  com- 
plexe  Grösse  von  der  Norm  a*  +  /i?*  =  1.  Dann  gestattet  die 
Aufgabe,  eine  complexe  Grösse  «i  +  i/^,  zu  finden,  deren  Qua- 
drat gleich  a  +  iß  ist,  nach  I,  §  34  zwei  und  nur  zwei  Auflö- 
sungen; wofern  K  das  Vorzeichen  von  ß  bedeutet,  und  das 
Quadratwnrzelzeichen  fiberall  einen  positiven  Werth  ausdrückt, 
sind  dieselben 

und  _ 


«,+.-^.=_yij.«_,^yi 


2  '        2 

Zu  beiden  gehört  die  Gleichung 

Für   das  Folgende   wird   «^0   und  ß>0  vorausgesetzt, 
nnd  von  den  beiden  Auflösungen  die  erste  genommen 

Vermöge  dessen  hat  man  noth wendig  aj>0,  /^,  >0.  Es  kann 
daher  das  betreffende  Verfahren  beliebig  oft  wiederholt  und 
eine  beliebig  weit  ausgedehnte  Reihe  von  eindeutig  bestimmten 
eomplexen  Grössen  abgeleitet  werden  ♦),  deren  sämmtliche  Nor- 
men gleich  der  Einheit  sind, 

.  l/l  4-a,  ',    .l/l  —  a, 


l/l  +«,    1  l/l— «,    1 


*)  Vgl.  L.  Seidel,  über  eine  Darstellung  des  Kreisbogens,  desLoga- 
nthmus  und  des  elliptischen  Integrales  erster  Art  durch  unendliche  Pro- 
^^cte,  Sitzungsbericht  der  Bayrischen  Academie  d.  W.,  vom  9.  Novem- 
berl867. 
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In  Bezog  auf  diese  Reihe  lässt  sich  nachweisen,  dass  die 
reellen  positiven  Grössen  «j,  a.^, . . .  a^  gegen  die  Einheit,  die 
reellen  positiven  Grössen  ß^j  /^2>  •  •  /^i  g^S^^^  ^^^  ^^^l  conver- 
giren  und  sich  dabei  so  verhalten,  dass  ÜUr  eine  beständig 
wachsende  Zahl  s  der  Aasdrack 

2*  (1  -  «.) 
die  Null,  der  Ausdruck 

2'ß. 

eine  gewisse  positive  Grösse  zum  Grenzwerth  hat  Durch  diesen 
Grenzwerth  wird  dann  der  Bogen  definirt,  zu  dem  die  reellen 
Grössen  a  und  ß  beziehungsweise  als  Cosinus  und  Sinus  ge- 
hören. 

Wenn  man  aus    der  complexen  Grösse  a  +  iß  die  reellen 

Verbindungen    ■-  und  ßy   aus   der   folgenden  Grösse   a,  +  ißt 

die  correspondirenden  —  und  2ß^  ableitet,  so  ergeben  sich 
durch  Zusammenstellen  die  Ungleichheiten 


Denn  nach  dem  Obigen  ist 


a  a  «1  i/i  + «         i  4-  a  ' 

1  2 

und,  insofern  a  >  0  ist,    -  >>  — - — ,  mithin 

a         1  4-a 

Für  den  Fall  «  =  0,   der   vorhin   zugelassen  wurde,  fällt  diese 
Ungleichheit  fort.    Die  Ungleichheit 

-^-^>^^ß. 

folgt  aus  dem  Umstände,  dass  «j  ein  positiver  echter  Bruch  ist 
Da  endlich 

2 /».  =  2 >■  ^  7  "  =  |/2(r^ ,    ß  =  ,'1  - «»"=  ,/(T^)(l  +  o) 

ist,  80  mass  auch 

2ß,>ß 
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sein;  demnach  sind  die  aufgestellten  Ungleichheiten  vollständig 
begrtindet.  Genau  entsprechende  gelten  ofifenbar  fUr  je  zwei  auf 
einander  folgende  complexe  Grössen  a^  +  t/^j,  «j  +  iß^, . . .,  und 
zwar,  weil  a^  nicht  mehr  den  Werth  Null  annehmen  kann,  ohne 
irgend  eine  Ausnahme;  nämlich 


«,  «, 


':=-^>2^->^- 


/*.-!    ^         ^^-     ^     Oft    -~^i1 


OL    ,  a 


Multiplicirt  man  die  erste  der  vorstehenden  Ungleichheiten  mit 

2,  die  zweite  mit  4,  u.  s.  f.,  die  (5— l)te  mit  2'~  ,  so  schliessen 
sich  alle  an  einander  an  und  liefern  die  auf  eine  beliebig 
grosse  Zahl  s  bezügliche  Folge 

ß        2A  4/9,  2'ä 

^      ^1   ^      H,      ^        ^'  ^  2'ß^>..Aß,>2ß,>ß. 


a  a,  «^  «^ 


Für  eine  stets  wachsende  Zahl  s  überschreitet  die  Potenz 
2  jeden   noch    so   grossen   gegebenen   Werth.    Weil  nun   das 

Product  2*  ß^  für  a>0  unter  der  festen  Grösse  -  7  für  a=0  jeden- 
falls unter  der  festen  Grösse  -'  liegt,    so    muss    die    positive 

Grösse  ß^  für  eine  hinreichend  grosse  Zahl  s  beliebig  klein 
werden.  Gleichzeitig  kann  sich  die  positive  Grösse  a^  wegen 
der  Gleichung 

nur  der   Einheit  als   Grenzwerth   nähern.     Deshalb   wird   der 
^^rschied  der  Grössen  — --  und  2*  ßt  mit   beständig  zuneh- 

■ 

inendem  s  beliebig  klein,  und  die  aufgestellte  Folge  von  Un- 
gleichheiten drückt  die  eine  der  zu  beweisenden  Thatsachen  aus, 

dass  der  Ausdruck  2*  ß^  bei  stets  wachsendem  s  gegen  einen 
festen  positiven  Grenzwerth  convergirt.  Der  letztere  heisse  *, 
80  dass  die  Gleichung 
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lim  .  2  V.  =  * 
besteht.    Um  den  zweiten  Theil  der  Behauptung  zu  erledigen, 
braucht  man  nur  die  Gleichung 

2'(l-a,)(l  +  a.)  =  2V./^. 
zu  bilden  und  zu  erwägen,  dass  für  eine  stets  zunehmende  Zahl 
s  auf  der  linken  Seite  der  Factor  1  +  a,  gegen  den  Werth  2, 

auf  der  rechten  der  Factor  2*  ß^  gegen  den  so  eben  eingeführten 
Grenzwerth  &,  der  Factor  ß^  gegen  die  Null  convergirt.  Alsdann 
ergiebt  sich  mit  Nothwendigkeit  die  Gleichung 

lim.2'(l-aj  =  0. 

Indem  die  Grösse  ^  als  der  Bogen  bezeichnet  wird^   für 
welchen  die  gegebenen  Grössen  a  und  ß  die  Gleichungen 

a  =  cos  *,   ß=--  sin  *, 
oder  die  eine  Gleichung 

a  +  iß  =  oosO^  +  sin  i  & 
erftillen,  bleibt  zu  zeigen,  dass  aus  der  gewählten  Definition  die 
Grundeigenschaften   der  trigonometrischen  Functionen    hervor- 
gehen.     Hierzu    betrachten    wir    noch    eine    zweite    complexe 
Grösse  y  +  id,  bei  welcher  ebenfalls 

y«4.(J*=l,    y^O,    d>0 
ist,  und  setzen  ausserdem  voraus,  dass 

ay  -  ßd>0 
sei.    In  Folge  dessen  befriedigt  das  Product 

jt)  4-  ig  =  (a  4-  iß)  (y  + 1  d), 
in  welchem 

p=^ay — ßd,     q  =  ad+ßy 
ist,  nach  I,  §  27  wieder  die  Bedingungen 

l>«  +  g«=l,  p>0,   q>0. 
Man  kann   nun  ftlr  die  complexen  Grössen  y  +  id  nnd  p+iq 
die  entsprechenden  Reihen  von  eindeutig  bestimmten  complexen 
Grössen  wie  für  a  +  iß  bilden   und  schliesst  bei  ähnlichen  Be- 
zeichnungen aus  den  Gleichungen 

(Pi  +«ffi)' =!>  +  *« 

(«.  +  iß^y  =  a  +  iß 

{y,  +VdjV=y +  i<J, 
dass  entweder 
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oder 

seinmuss.  Hier  ist  jj,  >  0,  Ji>0,  cfi>0,  /Jj>0,  yi>0,  d,  >0; 
weil  nun  vermöge  der  getrofifenen  Annahme 

und  ausserdem  nach  dem  Obigen  -  >  —— ,  ferner  auf  gleiche 


a  a 


Weise  -  >  —  *    ist,  so  folgt 
Y        Yx 


\>ii^    2|St    ^y 


ay  «1        A 

und  daher  gewiss 

«1  Yx  —  /^i  <^i  >  0. 
Ans  diesen  Gründen  besteht  von  den  beiden  fUr  p^  +  i  qx  an- 
gegebenen  möglichen  Gleichangen  in    der  That  nur  die  erste. 
Ferner  ergiebt  sich  durch  Wiederholung  derselben  Schlüsse  die 
Reihe  von  Relationen 

i'f  +  i  ?f  =  («2  + » /^2)  (y«  +  » <^») 

Es  möge  jetzt  der  zu  der  complexeu  Grösse  y  +  i  d  gehörende 
vorhin  definirte  positive  Grenzwerth  A,  der  ebenso  zu  der  com- 
plexen  Grösse  p+ig  gehörende  positive  Grenzwerth  (f  heissen, 
so  dass  für  eine  ohne  Ende  wachsende  Zahl  s  die  den  obigen 
entsprechenden  Gleichungen 

lim  .2  <J,  ==  A, 

lim  .  2'  (l  -  y.)  =  0, 

lim  .  2'  g,  =  (]r, 

lim.2'(l— i),)  =  0 
bestehen.    Alsdann  correspondiren  mit  der  Gleichung 

a  +  i  /?  =  cos  ^  +  i  sin  ^ 
die  beiden  Gleichungen 

y  +  i  (J  =  cos  A  +  i  sin  A, 

p  +  i  g  =  cos  qp  +  i  sin  g), 
und  es  leuchtet   ein,   dass  wir  die  in  (1)  des  §  13  enthaltenen 
AdditionssEtze   der  trigonometrischen  Functionen  bewiesen  und 
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unser  Ziel  erreicht  habeii^  sobald  festgestellt  worden,  dass  die 
Grösse  q>  gleich  der  Summe  der  Grössen  ^  und  A  ist. 

Man  kann  die  beiden  auf  a  +  iß  bezüglichen  Gleichungen 
zu  einer  einzigen  verbinden,  in  welcher  die  complexe  Grösse 
a^  +  iß^  erscheint,   indem  man  die  erste  Gleichung  mit  i,  die 

zweite  mit  — 1  multiplicirt  und  hierauf  addirt.  Das  Ergebniss 
lautet 

lim.2'(a.4-t/!?.  — l)  =  t^. 
Ebenso  entstehen   respective  für  y  4-  t  <J  und  p  +  iq  die  Glei- 
chungen 

lim.2'(y,  H-t(l.-l)  =  iA, 

lim  .  2*  (i),  + 1  g,  —  1)  =  t  (p. 
Aus  der  Multiplication  der  beiden  ersten   von   den  dreien 
entsteht  das  Resultat 

lim.2'(K  +  iß,){y,  +  icJ.)-(a.  4-  iß,)  -  (y,  +  i(J,)+  1) 

=  hm.-^, 
femer  durch  Hinzufügung  der  beiden  ursprünglichen 

lim  .  2'  ((a.  +  iß,)  {y,  +  i  d,)  -  l)  =  lim  .  {i  S^  +  U  -  ^.   V 
Wegen  der  obigen  Gleichung 

darf  die  linke  Seite  durch  u/>  ersetzt  werden,  ferner  convergirt 
die   rechte   Seite,    weil  ^   und  X   feste  Wcrthe  bedeuten    und 

2'  mit  der  Zahl  s  über  jedes  Mass  hinaus  wächst,  gegen  den 
Grenzwerth  t^  +  U;  man  gelangt  daher  nach  Weglassung  des 
für  beide  Seiten  gemeinsamen  Factors  i  zu  der  Gleichung 

y  =  ^  +  ;., 

welche  zu  beweisen  war. 

Für  den  bisher  ausgeschlossenen  Fall  a  =  l, /?=0  bleiben 
die  complexeu  Grössen  «i  +  i/?,,««  +  i/?„  .  . .  beständig  gleich 
der  positiven  Einheit,  so  dass  für  jede  Zahl  s  die  Werthe 
(x,  =  l,ß,=^0  gelten  und  die  Grösse  ^  gleich  Null  sein  muss. 
In  dem  anderen  extremen  Falle  a=Oyß=\  bringt  das  mitge- 
theilte  Verfahren  lllr  ^  einen  gewissen  Werth  hervor,  der  nach 

der  üblichen  Bezeichnung  -  7t  zu  nennen  ist.    Wir  können  nun 
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den  Gang  der  zu  {p  +  iq)=(ä  +  iß)  {y  +  id)  gehörenden  GrÖBse 
qi^^  +  X  unter  der  Voraussetzung  verfolgen,  dass  a  +  iß  fest, 
y  +  id  veränderlich  sei.  Dann  gehört  zu  a  +  t/J  der  feste  Werth 
^,  zu  y  +  id  der  veränderliche  A,  der  tHr  y  =  l,(J=0  selbst 
gleich  Null  ist  Hier  besteht  zwischen  den  positiven  Grössen 
a  und  p  die  Ungleichheit 

da  offenbar 

a— p=a(l  —  y) +/J*>0 
ist;  gleichzeitig  muss,  weil  a*  +  ß*  =  \,p^  +  q*=l  ist,  zwischen 
den  positiven  Grössen  ß  und  q  die  Ungleichheit 

ß<q 
Statt  finden.  Es  entspricht  also  unter  den  geltenden  Bedin- 
gungen jeder  Zunahme  der  Grösse  q  eine  Zunahme  von  X 
und  daher  auch  der  zugehörigen  Grösse  q*^&  +X.  Man 
darf  hiemach  folgern,  dass,  wofern  die  Grösse  q  stets  wach- 
send von  der  Null  bis  zu   der  positiven  Einheit   fortschreitet, 

die  zugehörige  Grösse  y  von  der  Null  bis  zu  dem  Werthe  -7t 

zunimmt    Die  betreffende  positive  Grösse  p  ist  dann  vermittelst 
der  Gleichung 

eindeutig  bestimmt  und  nimmt  von  der  positiven  Einheit  bis 
zar  Null  ab.    Somit  ttberzeugt  man  sich  leicht,  dass  zu  einem 

beliebigen  zwischen  0  und  -  ^r  gegebenen  Werth  q)  eine  voll- 

kommen  bestimmte  positive  Grösse  q  und  eine  ebensolche 
Grösse  p  gehört,  und  kann  durch  ein  mehrfach  angewandtes 
Yer&hren  die  Grössen  p  und  g,  und  daher  auch  die  complexe 
Grösse 

p  +  iq 
mit  beliebiger  Genauigkeit  angeben.    Auf  diese  Weise  werden 

ftr  einen  zwischen  0  und  -  n  gegebenen  Bogen  q>  die    zuge- 

bOrigen   trigonometrischen   Functionen  p=GO&q>jq=&inq>    ge- 
fanden. 

Bedenkt   man,   dass   bei   der  Folge   von  Ungleichheiten, 

welche  zu  der  Definition  lim  .  2*  ß^  =  &  geführt  hat,  der  Grenz- 

Uptehlfts,  ÄjuljwiM  U,  5 
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§  u. 


werth  ^  zwischen  den  dort  Torkoramendeii,  linke  von  der  Mitte 
»tehenden  Grüssen  eingescldostien  ist .  nnd  set^t  o  =  cos  if, 
li  ^a\u&,   80   ergicht  sich  die  Relation 

die  mit  der  Kelatinn  (7)  des  §  V6  zutjunimeiif^lt,  und  wie  diese 

fUr  ein   zwischen  0  und  —  liegendes  Argument  ^  gilt.     Bisher 

sind  Überhaupt  nur  couiplese  GrQäsen  a  +  iji  von  (1er  Norm 
Eins  betrachtet  worden,  bei  denen  c>0, /^>0  ist,  nnd  zu  denen 
Bogen  von  der  erwähnten  ßesi-hränkung  gehüren.  Mit  Rücksicht 
auf  den  Umstand,  dass  jede  complexe  Griisse  a  +  ih  von  der 
Norm  Eins,  welche  jene  Bedingung  nicht  erfilllt,  durt^h  Mnlti- 
plication  mit  —  l,i  oder  —  i  in  eine  complexe  Grfisse  von  der 
bezeichneten  BeechafTenlieit  verwandelt  werden  kann,  gtanheti 
wir  jedoch  die  für  den  gegenwärtigen  Standpunkt  noch  er- 
forderliche Vervollständigung,  welche  alle  complexen  Grössen 
von  der  Norm  Eins  und  die  trigonometrischen  Functionen  von 
beliebigen  Bogen  umfasst,  Übergehen  zu  dUrfeu. 

In  den  letzten  fUnf  g§  ist  die  Differentiatiou  der  funda- 
mentalen transceudenten  Functionen  mitgetheilt  worden.  Bei 
einer  Vergleichung  der  bezüglichen  Differeiitialquotienten  findet 
sich,  dass  der  natürliche  Logarithiuns  und  die  umgekehrten 
trigonometrischen  Functionen  zu  einer  Gruppe,  die  mit  der 
Basis  der  natürlichen  Logarithmen  gebildete  Ex|)<meutiiiltum-tion 
und  die  directen  trigonometrischen  Functionen  zu  einer  anderen 
Gruppe  gehören.  Der  nach  dem  Argument  genommene  Uiffe- 
rentialquotient  hat  bei  jeder  Function  der  ersten  Gruppe  die 
EigeuBchaft,  gleich  einer  algebraischen  Function  des  Arguments, 
hei  jeder  Function  der  zweiten  Gruppe  gleich  einer  transceu- 
denten Function  des  Arguments  zu  sein.  Wie  tief  dieser  Uu- 
tetHchied  gehe,  wird  sich  im  weiteren  Verlaufe  zeigen. 

S  15.    DUhrenkcn  vericliledener  Ordnimges  ainer  Fnnotlea 
alasr  Vaii»ble. 

Der  Differentialqnotieut  eiuer  Function  einer  Variable  ist 
in  §  5  als  der  Grenzwerth  des  Quotienten  delinirt  worden,  wel- 
cher aus  der  Division   der    Differenz  von  zwei  Werthen    der 
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Variable  in  die  Differenz  der  zugehörigen  Werthe  der  Fnnetion 
hervorgeht.  Indem  die  Operation  des  Differenznehniens  durch 
eine  besondere  Charakteristik  angedeutet  wird,  erhält  die  Dif- 
ferenz der  Werthe  der  Variable  das  Zeichen 

(1)  z/a;  =  Ä, 

die  Differenz  der  entsprechenden  Werthe  der  Function  das 
Zeichen 

(2)  Jf{x)=fix  +  h)-f(x), 

und  der  in  Rede  stehende  Differenzenquotieut  den  Ausdruck 

^^^  ^x      "■  h 

Es  kann  nun  die  Operation  des  Differeuznehmens  wiederholt 
werden,  nachdem  der  Variable  x  eine  Reihe  von  beliebigen  auf 
einander  folgenden  Wertheu 

beigelegt  ist.  Zuerst  entsteht  die  Reihe  der  Biffereneen  der 
ersten  Ordnung 

(5)  Jf{x)      =f{x,)-f{x) 

Jfix,)     =  fix,) -fix,) 

Dann  ergiebt  sieb  die  Reihe  der  Differenzen  der  eweiten  Ordnung 

(6)  JJnx)     =Jf(x,)    -Jfix)     =f{x,)-2f(x,)    +f{x) 
JJfix,)   ==Jf{x,)    -Jf(x,)   =f{x,)-2f{x,)    +/■(«.) 

Auf  gleiche  Weise  folgt  aus  jeder  Reihe  von  Differenzen  die 
Reihe  der  Differenzen  der  nächst  höheren  Ordnung,  so  dass  die 
Heike  der  Differenzen  einer  beliebigen  pten  Ordnung  diese  ist, 

Jfix)     =f{x^)    _|/-(a:^_,)+H(^l)/-(v»)--+(-l)''/'(^) 
In  äer  Darstellang  von  jffix),  J'f(x^), f'fix     )  er- 


Differenzen 


schiedener  Ordnung^ ri. 


S  11. 


scheinen  die  vernchiedeneu  Werthe  der  Function  nach  den  nh- 
steigenden  Zeigeru  der  Werthe  der  Variable  geordnet,  mit  ab- 
wechselnden Vorzeichen  versehen  und  mit  den  auceessiTen 
Binomialcoeflicienten  vom  Exponenten  p  nmltiplicirt.  Fflrp^l 
fällt  diese  Darstellung  mit  der  in  (5)  gegebenen  Detinitioo  zu- 
sammen. Ihre  allgemeine  Gültigkeit  schliesst  man  daraus,  dass 
die  Darstellung,  wenn  sie  für  einen  beliebigen  Werth  von  p 
richtig  ist,  fitr  den  um  eine  Einheit  grösseren  Werth  ebenfalU 
gilt.  An^nommen,  die  Gleichungen  (7)  seien  fttr  die  Differen- 
zen der  {p  —  l)ten  Ordnung  zutreffend,  so  folgt  aus  der  Defiiii- 
tioDsgleichung 

(8)  Yfix)  =  y-'f{x,)^y-'  fix) 

die  Gleichung 

(9)       -J'fix) 

,  (p-l)fp-2)^ 


V(v.)-^ 


1.2 


-Av,)- 


r(«^)--+(-ir 


Nun  erfDIIen  die    auftretenden  Binomialcoefßcienten  die  Glei- 
chungen 
(10)      P-'--u1=£..     (j>-l)(p-2)    ,   y-l_p(p-l) 


1 


-  1  = 


1.2 


1.2 


welche  durch  wirkliche  Ausführung  der  Addition  leicht  zu  be- 
gründen sind  und  auch  aus  den  Gleichungen  (10)  in  I,  §  117 
entstehen,  indem  daselbst  die  Zahl  n  gleich  p—\  und  »'  gleich 
der  Einheit  gesetzt  wird.  Vermöge  (10)  geht  aber  die  Gleichung 
(9)  in  die  erste  Gleichung  (7)  über,  wodurch  der  erforderliche 
Beweis  geführt  ist. 

Ganz   entsprechend   kann   mit  den  Werthen   x,  x,,  j",, . . . 
verfahren  werden,  so  dass  man  die  Gleichungen  erhält 
(5*)  Jx     =x,—x 

Jx.    =^x.—x. 


Jit._,  =  !t. 

(6«) 

JJx  =  Jz,  —  Jx  =  x, 

(7«) 

yx=j^'x,-j-'x 

■£^"-^.-...+(-1/- 
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Für  manche  Zwecke  reicht  es  aas,  die  Reihe  der  Werthe 
(4)  80  zu  wählen^  dass  die  Differenz  von  zwei  auf  einander 
folgenden  immer  dieselbe  bleibt,  mithin 

(4»)  x^  =  x  +  hj  x^  =  x+2h,  x^^=x  +  nh 

ist    Dann  verwandelt  sich  die  erste  Zeile  von  (7)  in  die  Glei- 
ehnng 

(5.)  Jf{x)=nx+ph)-^f(x  +  (p-'l)h)  +  ,.'^  (-l)V(^). 

Die  Operation,  dnrch  welche  aus  f{x)  der  Differenzen- 
quotient -^— — -  entsteht,  lässt  sich  ebenfalls  wiederholen;  hier- 
bei beschränken  wir  uns  gegenwärtig  auf  die  Annahme,  dass 
die  successiven  Differenzen  der  Variable  x  constant  sein 
sollen.    Man  nimmt  nun  von  dem  betreffenden   Quotienten   die 

Differenz  —  ^ ^  ^  ?  wo  nach  der  genannten  Voraus- 
setzung Jx^  =  Jx  ist,  und  dividirt  durch  die  Differenz  Jx. 
Die  Differenz  des  Quotienten  — -^-^  wird  alsdann  gleich  dem 

^  X 

Ausdruck  — ^^       ^   ;  mithin  erhält  man  die  Gleichung 


^x 


(^)_ 


^«  fix) 


Jx  (■^*) 

und  aas    denselben   Gründen   rennittelst   (4«)  und  (7)  durch 
püiclie  Wiederholung  desselben  Verfahrens  das  Resultat 


(12) 


tj-'nx)\ 


J'  fix) 


Jx  Jx^ 

Da  für  unsere  Darstellung  nur  das  Princip  der  so  eben  erör- 
terten Operationen  wesentlich  ist,  und  überdies  die  Anwendung 
^eine  Schwierigkeiten  darbietet,  so  unterlassen  wir  es  Beispiele 
Unzuznfägen. 
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§  16.   DlfferentUlqitotl«Dteii  verBoUedeaer  OrdnBiigaa^^| 
Blner  Funotloii  «Inar  Vkiiable.  ^^| 

Ebenso  wie  das  Verfahren  der  Bildung  eines  Differenzen- 
qnotienten  mehrfach  uach  einander  angewendet  wird,  wiederholt 
man  auch  das  Verfahren  der  Bildung  eines  Differentialqiiotienten 
und  hezeiclinet  die  durch  diesen  FroceBs  entspringenden  Func- 
tionen einer  Variable  in  ähnlicher  Weise. 

Der  nach  der  Variable  x  genommene  DifTerenttalqiiotient 
der  Function  f(x)  heisst  dann  der  Differenlialquotient  der  ersten 
Oninung  oder  der  erste  Differentialquotient,  der  nach  der  Variable 
X  genommene  Differentialquotieut  von  diesem  der  Diffenntial- 
quotient  der  zweiten  Ordnung  oder  der  zweite  Differentialquotient 
der  Function  fix)  in  Bezug  auf  die  Variable  x,  und  allgemein 
der  nach  der  Variable  x  genommene  ÜilTerentialqiiotient  des 
fp- l)ten  Differentiabiiiotienten  der  Differentialquotiettt  der  pten 
Ordnung  oder  der  pte  Differentialquotient  der  Funetion  f(x)  in 
Bezug  auf  die  Variable  x.  Die  von  Leibnilz  herrührende  No- 
tation, welche  sich  an  die  Notation  der  Gleichungen  (11)  and 
(12)  lies  vorigen  §  aneehliesst,  \nt  die  folgende 

dx  d«* 


(I) 


(1.) 


Da  die  AufstellQDg  der  hUheren  Differentialquotienteu  einer 
gegebenen  Fanction  auf  die  successive  itildung  erster  Oifferen- 
tialquotient«n  hinanskornint,  so  sind  fltr  den  genannten  Zweck 
keine  eigentbUmlichen  Methoden  erforderlich.  Erwähnt  zu  werden 
verdient  das  Gesetz  der  anfeinaiider  folgenden  DifTerentialquo- 
lienten  eines  Products  von  zwei  Fnnctionen.  Aus  der  Gleichung 

folgt  durch  die  erste  Differentiation 
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and  dorch  Fortsetzung,  wie  leicht  zu  beweisen  ist,  mit  Anwen- 
dung der  Binomialcoefficienten 


(2b) 


^'fi^)     I  ^^  P    <*'^VW  dg{x)_^      ^  ...  ,  d'' g{x) 


Aach  lassen  sich  die  aufeinander  folgenden  Differentialquotienten 
von  den  Grandfunctionen  der  Analysis  leicht  angeben,  sobald 
die  Darstellnng  ihrer  ersten  Diflferentialquotienten  vorliegt. 

Der  erste  Differentialquotient  der  mit  dem  beliebigen  Ex- 
ponenten n  gebildeten  Potenz  x"  hat  nach  (13)  des  §  12  den 
Ausdruck 

(3)  -^ „X     . 

Die  Bestimmung  der   nach  einander  folgenden  Differentialquo- 
tienten wird  vermöge  derselben  Formel 

u  \a )  .        -.    ii_.2 

-\--  =  n(n  — l)a: 


(4) 


dx 


"^"^"^"^  =w(n-l)(n-2)...(n-i)4-l)a;""''. 


d:f 

Hierbei  giebt  sich  ein  Unterschied  zwischen  den  ganzen 
positiven  Potenzen  und  allen  übrigen  Potenzen  der  Variable  x 
zn  erkennen.  Wofern  n  eine  ganze  positive  Zahl  ist,  wird  der  wte 
Differentialquotient  von  x^  gleich  dem  Product  der  natürlichen 
Zahlen  n{n—  1)  (n— 2) ...  1  oder  w!,  welches  n  Facultät  genannt 
wird;  dann  verschwindet  der  (w-f-l)te  und  jeder  höhere  Dif- 
ferentialquotient unbedingt.  Wenn  dagegen  n  nicht  gleich  einer 
ganzen  positiven  Zahl  ist,  so  nimmt  der  numerische  Factor 
«(n—  1)  (n— 2) . . .  (n  —  p  +  1)  bei  keinem  Werthe  der  Ordnungs- 
zahl p  den  Werth  Null  an,  und  kein  noch  so  hoher  Differential- 
quotient der  Potenz  x  bekommt  die  Eigenschaft,  fttr  ein  unbe- 
stimmtes X  zu  verschwinden. 

Mit  Rücksicht  darauf,  dass  der  erste  Differentialquotient 
des  natürlichen  Logarithmus  in  Bezug  auf  den  Numerus  nach 
144)  des  §  10  gleich  dem  reciprokcn  Werthe  des  Numerus  ist, 
erhält  man  die  sämmtlichen  Differentialquotienten  des  natür- 
lichen Logarithmus  mit  Zuziehung  von  (3)  wie  folgt 


ee 
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(5) 


'    d\ogx  1 

dx  X 

d*  log  X  —  1 


dx' 


X' 


d^  log  X  _  ._  .  vp-i   1.2.  d..{p—l) 
dx  X 

Die  mit  der  Basis  der  natürlichen  Logarithmen  gebildete 
Exponentialfunction  bringt  nach  (10)  des  §  11  als  den  anf  das 
Argument  bezüglichen  Differentialqnotienten  sich  selbst  hervor. 
Jede  neue  Differentiation  muss  daher  wieder  dasselbe  Resultat 
liefern,  und  es  entsteht  ttlr  jeden  Werth  der  Zahl  p  die  Gleichung 


(6) 


dal' 


Fttr  die  trigonometrischen  Functionen  sin  x  and  cos  x  folgen 
ans  (9)  und  (10)  des  §  13  die  Ausdrucke  der  Differentialqno- 
tienten 


(7) 


(8) 


dsinx 

dx 
d*  sin^ 

dx^~~ 
d^  sin  X 

dx"" 
d*  sin  X 

dx* 

dcoBX 

dx 

d*  cos  X 

d  .r  * 

d^  cos  X 
~dx^~ 
d*  cos  X 


=  cos  j; 


=  —  sm  X 


=  —  cos  X 


=  sin  X, 


=  —  siux 


—  cosa; 


=  sm  j; 


dx 


-  =  cos  X. 


Der  Umstand,  dass  der  vierte  Differentialquotient  von  jeder  der 
beiden  Functionen  mit  der  differentiirten  Function  selbst  zu- 
sammenfiillt,  übt  die  Wirkung,  dass  bei  fortgesetzter  Diffe- 
rentiation stets  dieselben  Ausdrücke  in  der  gleichen  Reihen- 
folge wiederkehren.    Nun  liefert  jede  ganze  positive  Zahl  jp  bei 
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der  Division  mit  der  Zahl  Vier  einen  bestimmten  Quotienten  q, 
and  einen  bestimmten  Best  r  aus  den  vier  Zahlen  0,  1,  2,  3, 
80  dass  die  Gleichung  p  =  4g  4-  r  erfüllt  wird  (I,  §  2).  Dann 
lassen  sich  die  Differentialquotienten  der  Functionen  sin  x  und 
cosx  von  einer  beliebig  hohen  Ordnung  so  darstellen 

^.  d        Binx  a  ging? 

a  X  a  X 

dabei  ist  festgesetzt,  dass  fürr  =  0  die  betreffende  Function 
selbst  eintrete,  und  dass  für  r  =  1, 2, 3  die  Ausdrücke  aus  (7) 
und  (8)  genommen  werden. 

Die  Entwickelung  der  höheren  Differentialquotienten  der 
Functionen  tga?  und  cotga;  kann  man  wie  die  Formation  der 
ersten  Differentialquotienten  in'  §  13  darauf  gründen,  dass  die 
in  Rede  stehenden  Functionen  gleich  Quotienten  aus  den  Func- 
tionen sina:  und  cos:r  sind. 

Die  ersten  Differentialquotienten  der  umgekehrten  trigono- 
metrischen Functionen  arc  sin  x  und  arc  cos  x  sind  nach  (9)  und 
(10)  des  §  14  respective   gleich   dem  positiv  oder  negativ  ge- 

noDMuenen  reciproken  Werth  des  Radikals  ^l  —  a;*,  die  umge- 
kehrten trigonometrischen  Functionen  arc  tg  x  und  arc  cotg  x 
nach  (11)  und  (12)  desselben  §  beziehungsweise  gleich  dem 
positiv  oder  negativ  genommenen  reciproken  Werthe  des  ratio- 
nalen ganzen  Ausdruckes  1  4-  x*.  Hieraus  folgt  vermöge 
der  mitgetheilten  Regeln  für  die  Differentiation  einer  alge- 
braischen Function,  dass  der  nach  x  genommene  pte  Diffe- 
rentialquotient sowohl  der  Function  arc  sin  x  wie  auch  der 
Function  arc  cos  o;  gleich  einem  Bruche  ist,  dessen  Zähler  eine 
rationale  ganze  Function  von  x,  und  dessen  Nenner  die  {2p  —  l)te 

Potenz  des  Radikals  /T—  x*  ist,  und  dass  der  nach  x  genom- 
mene p  te  Differentialquotient  sowohl  der  Function  arc  tg  x  wie 
auch  der  Function  arc  cotg  x  gleich  einem  Bruche  ist,  dessen 
Zähler  eine  rationale  ganze  Function  von  rr,  und  dessen  Nenner 
die  pte  Potenz  des  rationalen  ganzen  Ausdnickes  1  +  x^  ist. 

Die  Begriffe,  welche  wir  als  den  ersten,  zweiten,  p  ten 
Differentialquotienten  einer  Function  definirt  haben,   sind  auch 
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mit  anderen  Namen  bezeichnet  worden.  Newton  nannte  sie 
beziohun<;s weise  erste,  sweite,  ptt  Fluzion,  Lagrange  führte  die 
AaadrUcke  abgeleUete  Function  der  ersten,  »weiten,  p  ten  Ordnung 
oder  erste,  zweite,  p  te  abgeleUete  Function  ein,  statt  deren  auch 
die  AbkUnUD^en  erste,  zweite,  p  te  Ableitung  benutzt  werden. 
Nach  dem  Vorgange  von  Lagrange  notirt  man  die  nach  x  ge- 
nommenen Ableitungen  der  ersten,  zweiten,  p  ten  Ordnung  einer 
Function  y  =  f{x)  durch  die  Zeichen 

(11)  y-=r{x),  y"=nA  ■  ■  ff  "^/^'"(y)- 

An  dieser  Stelle  haben  wir  darauf  aul'merksam  zu  machen, 
daBS  in  I,  §49  die  Bezeichnung  der  auf  einander  folgenden  Ab- 
leitungen einer  rationalen  ganzen  Function 

f{x)^agx'+a^x''      +  . .  +  o„_|  j:  +  a, , 
welche  durch  die  Gleichungen 

/'(a:)=:»o„i"     +  (n  —  1)  o,  a;"     +  ..  -t-  a„_, 
/"(ar)=n(H—  l)agx'~^  +  (n~\)(n~2)a,x"'  + ..  +2A.a,_ 


/^"V)  =  «(«-l){n-2)..2.1.a„ 

erklärt  sind,  mit  der  »o  eben  erörterten  allgemeinen  Uestimmnng 
im  Kinklange  steht.  Die  Ableitungen  von  f(x)  treten  in  der  dor- 
tigen Qleichung  (9)  auf.  Will  man  dieselbe  in  unseren  gegen- 
wärtigen Zeiche»  ausdrücken,  so  ist  wie  in  1,  g  94  statt  z  das 
Zeichens-  und  statt  k  das  Zeichen  h  cinzufllhren;  dann  entsteht 
die  Darstellung 


(12)      f(x+h}=f{x)+r{x)h  + 


r(, 


:.^ /.'  +  ., 


"h'  « '' 


Die  gegebene  rationale  ganze  Function,  deren  Argument  durch 
den  zweigliedrigen  Ausdruck  x  +  h  ersetzt  ist,  erscheint  hier 
nach  den  auf  einander  folgenden  ganzen  positiven  Potenzen  der 
Grüase  h  entwickelt.  Die  Fnuction  f(x)  bildet  das  von  h  freie 
(ilied,  der  Coefticient  jeder  einzelnen  ganzen  positiven  Potenz 
von  h  ist  gleich  der  Ableitung  der  Function  /(x)  von  gleich 
hoher  Ordnung,  durch  die  gleichnamige  Facultät  dividirt 
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Capitel  II. 
Principien  der  Integration. 

1 17.    XJmMhnukg  der  Anflgrabe  der  IMfferentlatiOB. 

Man  kann  die  Operation,  durch  welche  von  einer  Function, 
die  für  ein  gewisses  Intervall  der  unabhängigen  Variable  ge- 
geben ist,  der  auf  die  Variable  bezügliche  Diflferentialquotient 
bestimmt  wird,  in  der  folgenden  Weise  umkehren.  Es  sei  für 
das  zwischen  den  Grössen  a  und  b  ausgedehnte  Intervall  der 
Variable  x  eine  eindeutige,  endliche  und  stetige  Function  f(x) 
gegeben;  verlangt  wird  eine  Function  y=q'{x)  von  solcher  Be- 
schaffenheit, dass  der  nach  der  Variable  x  genommene  Diffe- 
rentialquotient von  fp{x)  der  Function  f{x)  g4eich  sei,  oder  in 
Zeichen,  der  Gleichung 

(1)  ii  =fi.) 

genüge.  Die  Lösung  dieser  Aufgabe  heisst  die  Integration 
der  Function  f{x)  in  Bejs;ug  auf  die  variable  Grösse  x.  Mit 
dem  Studium  der  so  eben  gestellten  Frage  betreten  wir  die 
Schwelle  der  Integralrechnung;  wir  werden  uns  aber  dem  ge- 
steckten Ziele  nicht  unmittelbar  sondern  in  der  Art  näheren, 
dass  wir  die  Betrachtung  einer  einfacheren  Aufgabe  voran- 
schicken, bei  welcher  an  die  Stelle  des  Differentialquotienten 
der  Begriff  des  Differenzenquotienten  gesetzt  ist. 

1 18.   Umk^hnmflr  Aer  Aufgabe,  einen  Bifferensenquotienten 

SU  bilden. 

Innerhalb  des  von  a  bis  b  ausgedehnten  Intervalls  der 
Variable  x,  flir  welches  die  im  vorigen  §  bezeichnete  Function 
f{x)  eindeutig,  endlich  und  stetig  gegeben  ist,  werde  ein  von 
0  big  ß  reichendes  Intervall  so  angenommen,  dass  die  vier 
Werthe  a,  a,  ßy  6,  nach  ihrer  algebraischen  Grösse  auf  einander 
folgen.  Zwischen  den  äussersten  Werthen  a  und  ß  des  engeren 
Intervalls  schalte  mau   eine   beliebige  Anzahl   unter  einander 
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verschiedener  Werthe  ein,  welche  ebenfalls  nach  ihrer  algebrai- 
schen Grösse  geordnet  sind,  sonst  keiner  Beschränkang  unter- 
liegen and  folgendermassen  ausgedrückt  werden, 
(1;  a  =  XQ,  x^,  x^y  .  .  ,  x^^^j  p  =  x^. 

Indem  man  die  in  §  15  eingeftihrten  Bezeichnungen  benutzt^ 
sind  die  Differenzen  von  je  zwei  auf  einander  folgenden  Werthen 

(2)       JXq=^x^ — Xqj  Jx^=^x^—x^^  ,.Jx^^^=^x^ — x^^^ 

sämmtlich  yon  Null  verschieden  und  Grössen  desselben  Vor- 
zeichens. Wofern  für  das  in  Rede  stehende  Intervall  eine 
Function  F{x)  gegeben  wäre,  so  Hesse  sich  mit  den  Differenzen 
(2)  die  Reihe  von  Differenzenquotienten  bilden 

JXq  afj  —  Xq  /1X^  X^  —  ^j 

•   .  «    •   — — ^____ ^,^.  ■  • 

Man  erhält  nun'  die  am  Schlüsse  des  vorigen  §  angedeutete 
Aufgabe,  in  dem  man,  die  gegenwärtig  beschriebene  Operation 
umkehrend,  die  Forderung  ausspricht,  es  sollen  die  auf  einander 
folgenden  Functionswertihe  F{x^y  F{x^  . .  F(x^  so  besHnmU  wer- 
deny  dass  die  Differenaenqmtienten  (3)  der  Reihe  nach  den  ent- 
sprecluinden  Werthen  der  Function  f{x)  gleich  seien, 

oder  dass  für  die  Werthe  x^  x,,  .  .  x^_^  die  Gleichung 

(4)  ^^  =  /^(^) 

hifncdigt  werde. 

Die  in  (4)  enthaltenen  Gleichungen  nehmen,  nachdem  jede 
mit  der  im  Nenner  auftretenden  Differenz  multiplicirt  ist,  die 
Gestalt  an 

F^x,^  —  Fyx^^  =f{JC^^  (*,  —-r^) 
I  F^x^)-- F{x^)=fix^)i^x^'-x^) 

^  \  : 

Ihre  Behandlung  beruht  auf  dem  Princip.  dass  der  Bildung  einer 
Differenz  als  umgekehrte  Operation  die  BUdung  einer  Su$nme 
entspricht.    Indem  man  zuerst  die  zwei,  dann  die  drei  ersten, 
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und    80   fort,    zuletzt    alle   Gleichungen   addirt,   entstehen   ftlr 
die  DiflFerenzen  F{x^  -  F{x,\  F{x^  -  F{x,)y  .  F^  {x)  ^  F(x^) 

die  Ansdrttcke 

\F{x,)^F{x,)=f{x,){x,--x:)^f{x,){x,^x,^ 


1  : 

lF(0--P'K)=/l^o)(^,-^o)+/'[^i)(^-^i)+- 


Es  ist  klar,  dass  die  sämmtlichen  Grössen  F{x^j  F(^i)y  •  •  •  ^{^„) 
ToUständig  bestimmt  sind,  sobald  eine  derselben  gegeben  ist, 
und  dass  derWerth  dieser  einen  beliebig  gewählt  werden  darf. 
Wir  setzen  yoraus,  dass  die  Grösse  F(x^)  beliebig  gegeben 
sei,  und  haben  dann  in  den  Gleichungen  (6)  die  völlsiändige 
Äußsung  der  gestellten  Aufgabe. 

Die  gegenwärtige  Betrachtung  schliesst  sich  an  die  Ausein- 
andersetzung über  Differenzenquotienten  an,  welche  in  §  15  des 
ersten  Capitels  gegeben  ist,  bindet  sich  jedoch  nicht  an  die  dort 
getroffene  Annahme,  dass  die  Differenzen  der  unabhängigen 
Variable  sämmtlich  einander  gleich  oder  constant  seien.  Für 
diese  specielle  Voraussetzung  werden  die  sämmtlichen  Differen- 
zen (2)  gleich  dem  n  ten  Theile  des  Intervalls  (ß  —  a),  so  dass 
die  Gleichungen  (6)  in  die  folgenden  übergehen 

ß  —  a 


F(,x,)-F(x,)  =  {f(x,)+fix,)) 


n 


(7)       < 


F  (ar,)  -  F(x,)  =  {fix,)  +  f  (x,)  +  f  {x.^)  ^      " 


n 


F  («J  -  Fix,)  =  (f  ix„)  +  fix,)  +  . .  +  fix,_,))  ^      " 


n 


Durch  die  Gleichungen  (1)  sind  für  die  äussersten  Werthe 
des  benutzten  engeren  Intervalls  die  Zeichen  x^  =  a,  x^  =  ß  ein- 
geführt Es  wird  daher  durch  die  letzte  Gleichung  von  (6)  die 
Differenz  F(ß)  —  F{a)j  mithin  bei  einer  beliebig  gegebenen 
Grösse  F{a)  die  Grösse  F(ß)  so  ausgedrückt 
(8)         F(ß)  -  F(a) 

Unter  der  Annahme   constanter  Differenzen  tritt  statt  (8)  die 
letzte  Gleichung  (7)  ein 
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F(ß)-  F(«)  =  (^v  +  ^','  +---  +  r<ß^i))- 


l9j 

welcbe  besonders  zu  beachten  ht.  Man  nennt  die  darcb  die 
Anzahl  dividirte  Snmme  gepjbener  Grijssen  das  arithmetische 
Müid  (fcr  Grössen.  [lieniach  darf  der  Inhalt  der  Gleichung  (9) 
90  aosgedrtickt  werden,  dass  die  Differenz  Fiß)  —  f{a)  gleich 
dem  Prodoct  ist,  das  darch  Mnlliplication  des  aritbmetisclieD 
Minelü  der  gegebenen  Fnnctionswerthe  f{^^,  fix,),  ../"(a:__,>, 
nnd  des  Inteiraile  (ß  —  aj  eotütebt 
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Die  im  vorigen  g  gelöste  Anfgatie  zeigt  die  Eigenthtfm- 
lichkeit,  da^^s  eine  der  Griissen  F{a).  F(x^) ...  F{,i).  Itlr  die 
wir  F{a)  angenommen  haben,  willktlrlich  bleibt,  dagegen  jede 
Differenz  an8  zweien,  mithin  anch  die  Differenz  F(ß)—F{a) 
TolUtäiidig  bestimmt  ist.  Nan  bezieht  sieh  die  folgende  Unter- 
snchnng  ant'den  Summenausdriick,  dnreli  welchen  die  Differenz 
F{,i)  —  F(a)  dargestellt  ist  und  der  so  lantct 

(1)  Flß)-F{a) 

Er  erlaubt  eine  ein&che  geometrische  Interpretation  mit  Hülfe 
der  Cnr^e,  welche  für  die  rechtwinkligen  Coordinateti  r  nud  m 
eines  Punktes  einer  Ebene  durch  die  Gleichung 

(2)  ..  =  /-W 

bezeichnet  wird.  Das  von  o  bis  ^i  ausgedelinte  Intervall  der 
Variable  x  giebt  einen  gewissen  Theil  der  j:  Ase  an,  und  die 
von    den  eingeschalteten  Werthen  zu  erfllllende  Bedingung  er- 

bllt    den    Sinn,    dass    die   Punkte    dieser  Axe  $„.$, $,, 

welche  den  Werthen  a,  x,.  Xj,...x^,,  fi  entsprechen,  unter  eii3- 
ander  verxcliiedCD  sind  und  gleichfalls  der  Reihe  nach  auf 
einander  folgen.  Der  bequemeren  Fnrmnlirnng  wegen  werde 
vorausgesetzt,  dass  die  Differenz  ß^a  positiv  sei  und  die 
P'uDction  f(x)  in  dem  betreffenden  Intervall  ebenfalls  nur 
positire  Werthe  annehme.  In  Folge  dessen  habe»  die  sämmt- 
licben  Differenzen  x^—a,  x^—x^,...ß—x^_^  das  positive  Vor- 
zeichcD    und    geben  das  Mass  des  Abstandes  von  je  «wei  eafr 
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sprechenden  Punkten  der  x  Axe  an;  diese  folgen  ftlr  wach- 
sende Zeiger  in  derjenigen  Richtung  aufeinander,  in  welcher 
die  X  Coordinaten  zunehmen.  Die  Lothe,  welche  in  den  betref- 
fenden Punkten  gegen  die  a;  Axe  errichtet  werden  und  deren  zweite 
Endpunkte  die  aufeinander  folgenden  Punkte  8lo,9li,...8l^i,8l„ 
der  durch  die  Qleichung  (2)  definirten  Curve  sind,  liegen  sämmt- 
Uch  auf  derjenigen  Seite    der   Abscissenaxe,  auf  der  sich  die 

positiven  Ordinaten  befinden; 
die  Längen  der  Lothe  wer- 
den beziehungsweise  durch  die 
Functionswerthe 

ausgedrückt.  In  der  neben- 
stehenden Figur  (8)  ist  die 
Lage  der  Axen  wie  in  der 
Figur  (1)  des  §  2  angenom- 
men, was  auch  stillschwei- 
gend immer  in  Zukunft  ge- 
schehen wird.  Zieht  man 
durch  jeden  Punkt  der  Curve 
{R^i  8i„ . . .  8i«_i  eine  Parallele 
zur  Abscissenaxe  bis  zu  einem 
Punkte,  der  auf  der  Ordinate 
(^^S^^)  des  nächstfolgenden  Punktes 

oder  auf  deren  Verlängerung  liegt,  und  nennt  die  neuen  Punkte 
respective  ©^  ©j»  •  •  •  ®»»  ^^  entsteht  eine  Reihe  von  Rechtecken, 
das  erste  von  der  Basis  ?ßo^i=a^,— «  nnd  der  Höhe  ?ß«  8i„ 
^fi^o)^  das  zweite  von  der  Basis  ^ß^  ^j=a:,  — -j;,  und  der 
Höhe^,  9ii=/"(irJ,  u.  s.  f.,  das  letzte  von  der  Basis  ^ß^^^  ?ß^ 
=  /*-^«_,  nnd  der  Höhe  ?ß„_,  fli„^^  =  f{x„_,).  Der  Flächen- 
ijilialt  jedes  Rechtecks  wird  durch  das  Product  der  Längen 
seiner  Basis  und  Höhe  gemessen.  Folglich  stellen  die  auf  ein- 
ander folgenden  Bestandtheile  des  auf  der  rechten  Seite  von  (1) 
^findlichen  Summenausdrucks  die  Inhalte  der  construirten 
^htecke  dar,  und  der  ganze  Ausdruck  ist  gleich  der  Summe 
der  Inhalte  aller  Rechtecke,  oder  auch  gleich  dem  Inhalte  des- 
jenigen  Theiles  der  Ebene,  welcher  durch  die  Abscissenaxe, 
dnrch  die  erste  Ordinate  ^fÜ^,  durch  die  letzte  Ordinate  $.9i,, 


f',  f,   K  ^  ^  ^  ^, 


/'/ 


and  durch  die  ans  geraden  Stücken  bestehende  gebrochene  Linie 
9t„  @,  SH,  ®, . . .  9t„_j  ®.  begrenzt  wird. 

Sobald  die  Differenz  ß~a  negativ  ist,  folgen  die  Punkte 
der  Abscissenaxe  $„,  $j,  ...^^_,,*]B„  in  entgegengesetzter  Rich- 
tung gegen  dns  Wachsen  der  Abscisseu  auf  einander ;  wenn  die 
Fnnction  f{x)  innerhalb  des  Intervalls  nur  negative  Werthe  er- 
hält, liegen  die  Punkte  der  Cnrve  M,,,  SR, , . . . 9t,  anf  derjenigen 
Seite  der  Abseisseuaxe,  welcher  die  negativen  Ordinaten  zuge- 
hUren.  Durch  jede  einzelne  der  beiden  Abänderungen  erhält 
der  obige  Snmnienansdnick  dae  negative  Vorzeichen,  dnrch  beide 
zuBamiuen  nimmt  er  wieder  das  positive  Vorzeichen  an,  wäh- 
rend sein  abi4oluter  Wertb  immer  den  Inhalt  des  charakterisirten 
Theiles  der  Ebene  darstellt. 

§  20.    Orenxwerth  eines  SummenausdritolH. 

Um  mit  Hülfe  des  gebildeten  Summenausdrucks  zu  einer 
Auflösung  der  Gleichung  (!)  des  §17  zu  gelangen,  nehmen  wir 
an ,  dasa  die  Grössen  r  und  (i  festgehalten  werden ,  dass 
die  Anzahl  der  eingeschalteten  Werthe  der  Variable  x  immer- 
fort wachse,  und  die  sämmtlichen  Differenzen  von  je  zwei 
auf  einander  folgenden  Werthen  beständig  abnehmen.  Dann 
lässt  sich  auf  die  Voraussetzung,  dass  die  eindeutige  und  end- 
liche Function  f{x)  in  einer  sogleich  zu  erklärenden  Weise  die 
Bedingung  der  Stetigkeit  erfülle,  der  Beweis  gründen,  dass  der 
erwähnte  Summenausdruck  gegen  einen  festen  Grenzwerth  con- 
vergirt.  Mit  den  Werthen  von  x  raiige  in  der  Weise  verfahren 
werden,  dass,  nachdem  eine  bestimmte  Reihe  eingeschaltet  ist, 
die  wie  im  vorigen  §  bezeichnet  sei,  zwischen  je  zwei  Werthen 
eine  Anzahl  von  Individuen  eingeschoben  werde,  die  ebenfalls 
ihrer  algebraischen  Grosse  nach  auf  einander  folgen  und  die 
Bezeichnungen  haben: 
(1)  a  =  . 
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Durch  dieses  Verfahren  geht  der  Snmmenaasdmck 

(2)  Aa^o)  {x—x^  +/'(^i)(a?2— a^i)  +  ..  +/'(a:.«,)(a:„— a?„^i) 

in  einen  nenen  Sammenansdmck  über,  welcher  darch  Addi- 
tion von  n  Theilen  erhalten  wird,  von  denen  -  der  erste  ans 
dem  Intervall  zwischen  x^^  und  x^y  der  zweite  ans  dem  Intervall 
zwischen  x^  nnd  x^,  n.  s.  f.,  der  letzte  ans  dem  Intervall  zwi- 
schen x^  y  nnd  x^  herrtlhrt.    Der  erste  Theil  hat  die  Gestalt 

(3)  A«o,o)  Kl— «0.0) +/"(«o.iKa'o,»-«o.i)  +  •  • +/"K ,-i)  K,-«o,,-i)> 
die  Übrigen  sind  entsprechend  gebildet,  der  letzte  Theil  ist 
gleich  der  Samme 

*)    f(*.-i.o)(*.-u-«.-J 

+  f(*iK-l.l)(«.-l.,—«._l.l) +••  +  /■(«._,.,       -,)(*.-l.p    -«»-!.,       -l)- 

«—1  »— 1  »—1 

In  §  17  ist  festgesetzt  worden,  dass  die  Function  f{x)  für 
das  von  a  bis  h  ausgedehnte  Intervall  der  Variable  x  eindeutig, 
eBdlich  nnd  stetig  sei;  eine  Function  heisst  aber  nach  der  aus 
1,  §  108  in  §  1  aufgenommenen  Definition  stetig,  wofern  bei  je 
zwei  innerhalb  des  bezeichneten  Intervalls  befindlichen  Werthen 
aj  und  ar  4-  A  die  Differenz  der  zugehörigen  Werthe  der  Function 
i[x + Ä)  —  f{x)  für  ein  gegen  die  Null  abnehmendes  A  selbst 
gegen  die  Null  abnimmt.  Bisher  haben  wir  diese  Definition  nur 
in  solchen  Fällen  gebraucht,  wo  von  den  Werthen  x  und  x-^-h 
der  eioe  x  festgehalten,  der  andere  x  +  h  dem  ersteren  immer 
näher  gerückt  wurde.  Wenn  jedoch  die  Aussage  in  vollkom- 
mener Strenge  von  je  zwei  innerhalb  des  bezüglichen  Intervalls 
w  nehmenden  Werthen  x  und  a;-f  A  gelten  soll,  deren  Dif- 
ferenz A  der  Null  genähert  wird,  so  steht  es  frei,  jeden  der 
beiden  Werthe  a;^und  o;  +  A  nach  und  nach  so  zu  ändern,  dass 
dabei  die  Differenz  A  kleiner  und  kleiner  wird,  und  auch  dann  muss 
die  entsprechende  Differenz  f^x+h)  —fix)  nach  der  aufgestellten 
Definition  gegen  die  Null  abnehmen.  Gegenwärtig  fügen  wir 
noeh  die  Voraussetzung  hinzu,  dass  der  numerische  Werth 
der  Differenz  f{x  +  h)-'f{x)  für  jedes  innerhalb  der  Werthe 
0  und  b  liegende  Paar  von  Werthen  x  und  x  +  h,  sobald  der 
nnmerische  Werth  von  A  unter  eine  gewisse  kleine  Grösse  d 
herabsinkt,  kleiner  bleibe  als  eine  beliebig  kleine  Grösse  A. 
Alsdann  kann  man  zeigen,  dass  derjenige  Summenausdruck,  in 
welchen  sich    der  Summenausdruck  (2)  unter  Anwendung  der 
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eingeschalteten  Werthe  (1)  verwandelt,  wenn  nur  die  Werthe 
Xq,  ^i,  • .  •  ^n^n  ^n  hinreichend  nahe  an  einander  liegen ,  von 
dem  Werthe  des  Summenausdracks  (2)  beliebig  wenig  ab- 
weicht. 

Es  seien  die  Werthe  x^,  x^,,., x^__^  so  gewählt»  dass  die 
Differenzen  x^  —  a,  x^—  rc,,.  ..ß—x^_^y  die  nach  §  18  sämmtlich 
dasselbe  Vorzeichen  haben,  numerisch  unter  der  kleinen  Grösse 
d  liegen.  In  Folge  dessen  sind  die  entsprechend  genommenen 
Differenzen  von  je  zwei  auf  einander  folgenden  Werthen  aus  (1) 
ebenfalls  vou  demselben  Vorzeichen  und  numerisch  kleiner  als 
die  Grösse  d.  Auch  leuchtet  es  ein,  dass  die  ähnlich  gebildeten 
Differenzen  von  irgend  zwei  Werthen  der  Variable,  die  in  dem 
Ausdrucke  (3)  vorkommen,  gleichfalls  dasselbe  Vorzeichen  haben 
und  kleiner  als  d  sind,  und  dass  für  die  nicht  hingeschriebenen 
ähnlichen  Ausdrücke  und  den  letzten  Ausdruck  (4)  das  gleiche 
gilt  Weil  nun  die  Voraussetzung  besteht,  dass  der  numerische 
Werth  der  Differenz  f{x'\-K)—f{x)  kleiner  als  X  wird,  sobald 
der  numerische  Werth  von  h  kleiner  als  d  ist,  so  darf  man 
schliessen ,  dass  die  Differenz  von  je  zwei  Functionswerthen, 
die  in  dem  Ausdrucke  (3)  vorkommen,  numerisch  kleiner  als  X 
ist,  und  denselben  Schluss  auf  die  folgenden  ähnlichen  Ausdrücke 
bis  zu  dem  letzten  Ausdruck  (4)  anwenden.  So  ergeben  sieh 
die  Ungleichheiten 

{-X<f{x,^,)  -fix,^,)  <  A,  -  X<f{x,^,)  -f{xj  <  A, . .-  A  <f(x,^^_, )  -fix^j. 


(5K 


Aus  der  ersten  Reihe  folgt,  dass  jeder  der  Functionswerthe 
f(^o.o\  f(^o.i)"'f(\p-\)  zwischen  den  Grössen  Ax^y—i  and 
/(^o.o)  +  ^7  *"8  der  zweiten  Reihe,  dass  jeder  der  Functions- 
werthe fix^^,f{x^^),.,,f[x^^^_^)  zwischen  den  Grössen  fix^^^-^X 
und  /'(-c,^)+  X  liegt,  u.  s.  f.,  schliesslich  aus  der  letzten  Reihe, 
dass  jeder  der  Functionswerthe  f(x^__^Q),  f(x^_^^^\ . .  f{x^_^^     _j) 

zwischen  den  Grössen  f  (a:,_|  ©)  "•  ^-  und  f{x^_^j^  +  X  enthalten 
ist.    Hau  substituire   in  (3),   den  ähnlich   gebildeten  folgenden 
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Ansdrücken  und  dem  letzten  (4)  statt  der  auftretenden  Func- 
tionswerthe  zuerst  gleichzeitig  die  entsprechenden  zu  kleinen, 
dann  gleichzeitig  die  entsprechenden  zu  grossen  Werthe.  Dann 
gehen  aus  (3)  die  beiden  Ausdrücke 

hervor,  da  die  Summe  der  successiven  Differenzen  ^o.i"~^o.o> 
\2~-^o.r  •  •  •  ^o,p—  ^o,p-i  gleich  der  Differenz  x^^^  —  x^q  ist,  und 
diese  beiden  Ausdrücke  schliessen  den  Werth  von  (3)  in  Grenzen 
ein.  Man  erhält  ferner  successive  die  Paare  von  Ausdrücken 

"^ 

welche  beziehungsweise  die  gleiche  Bedeutung  haben. 

Die  Werthe  der  Variable  x,  die  in  (6)  und  (7)  vorkommen, 
gehören,  wie  sich  aus  (1)  zeigt,  sämmtlich  zu  der  ersten  Reihe, 
die  zwischen  a  und  ß  eingeschaltet  wurden,  so  dass  (6)  in 
die  Gestalt 

(8)  {fix,)  ~  l)  (x,  -  x,\  (fix,)  + 1)  (x,  -  X,), 

Md  (7)  in  die  Gestalt 

l(f{x,)-^){x^-x,\   {f{x,)  +  X){x^-x,) 
(9j        l 

l ifix,^,) -  A)  {x^-x„^,\    ifix^^,)  + 1)  (x^  -  a:_,) 

gebracht  werden  kann.  Für  den  Fall,  dass  ß—a  positiv  ist, 
haben  die  sämmtlichen  Differenzen  x^—  x^j  x^—  x^,...x^—'  x^__^ 
das  positive  Vorzeichen  und  liefert  tiberall  der  Ausdruck  links 
den  zu  kleinen,  der  Ausdruck  rechts  den  zu  grossen  Werth; 
für  den  Fall,  dass  ß — a  negativ  ist,  gilt  durchweg  das  Umge- 
kehrte. In  beiden  Fällen  ist  der  Werth  des  zu  untersuchenden 
Snmmenausdrucks,  welcher  durch  Addition  der  Ausdrücke  von 
(3)  bis  (4)  entsteht,  zwischen  den  beiden  Resultaten  einge- 
schlossen, von  denen  das  eine  durch  Addition  der  Ausdrücke 
links  in  (8)  und  (9),  das  andere  durch  Addition  der  Aus- 
drücke rechts  in  (8)  und  (9)  erhalten  wird.  Bei  der  auszufüh- 
renden Addition  lässt  sich  das  erste  Mal  als  Factor  von  —  A, 
das  zweite  Mai  als  Factor  von  k   die   Summe  der  Differenzen 
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*i  —  ■S'oi  *a~*it  ■  •■*■  —  *,-[  herausziehen,  deren  Werth  ver- 
möge einer  so  eben  benutzten  Bemerkung^  gleich  der  Differenz 
^n — ^o'=ß~'*  ist-  Dadurch  werden  die  bezeichneten  beiden 
Resultate  gleich  den  Ausdrücken 

V(^J  (a^ -^J  +/'(a:,)  (^a-*.)  + .  ■  +/'(^-._,}(a:.-  a:^,)  +  ^  iß-"), 
welche  von  dem  Summenausdrnck  (2)  nm  das  positiv  oder 
negativ  zunehmende  Product  ans  der  Grösse  X  und  der  Differenz 
(,* — a)  abweichen.  Weil  aber  die  Grösse  Ä  fUr  einen  hinreichend 
kleinen  Werth  der  Grösse  ö,  unter  welcher  der  numerische  Werth 
der  sämmtiichen  Differenzen  a;,  —  x^,  x,j  —  x^,.  .x^—  x^_j  ange- 
nommen ist,  beliebig  klein  wird,  und  weil  die  Differenz  ß—a 
einen  bestimmten  endlichen  Werth  bat,  so  bekommt  auch  das 
Product  ).{(i-^a)  einen  beliebig  kleinen  Werth.  Mithin  ist  der 
SunimenaasdrDck,  in  welchen  sich  (2)  bei  einer  noch  soweit 
fortgesetzten  Theiiung  des  Intervalls  verwandelt,  von  den  beiden 
Wertben  (10)  eingeschlossen,  deren  jeder  von  (2)  um  beliebig 
wenig  differirt,  und  daher  hat  der  Ausdruck  (2),  wie  behauptet 
worden,  die  Eigenschaft,  bei  fortwährendem  Wachsen  der  Zahl  n 
und  gleichzeitiger  Annäherung  der  sämmtiichen  zwischen  a  und 
ß  eingeschalteten  Werthe,  gegen  einen  festen  Grenzwerth  zu 
convergiren. 

Man  kann  sich  durch  eine  Wiederholung  der  angewendeten 
Schlüsse  davon  Überzeugen,  dasa  es  erlaubt  ist,  bei  den  Un- 
gleichheiten (5)  in  der  ersten  Reihe  statt  des  Functionswerthes 
/"(^od)  ^'***^  •J^"  Functionswerth  /'{x^^)  in  der  zweiten  Reihe 
statt  des  Fnnctionswerthes  f(X;„)  stets  den  Functionswerth 
/■(ijg)  u.  8,  f.,  in  der  letzten  Reibe  statt  des  Functionswertbes 
f(^m~ifi)  stets  den  Functionswerth  /(o:,  J  anzuwenden,  und  ge- 
langt so  zu  dem  Ergebuiss,  das»  der  zu  untersuchende 
Summenausdruck,  welcher  der  Anwendung  der  eingeschalteten 
Werthe  (1)  entspricht,  bei  einer  hinreichend  kleinen  Grösse  d 
nm  beliebig  wenig  von  dem  folgenden  Snmmenausdruck  ab- 
weicht 

(2*)       f(x,)(x, - X,)  +  f[x^) (X,-  x,}+..  +  nx^){x,-x^_,). 
Hierin  liegt  der  Beweis  der  Thatsache,   dass  der  Werth  des 
Ausdrucks  (2*)  bei  genügender  VergrOsBernng  der  Zahl  n  imd 
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gleichzeitiger  Annäherang  der  sämmtlichen  zwischen  a  und  ß  ein- 
geschalteten Werthe  sich  yon  dem  Werthe  des  Ausdrucks  (2) 
ebenMls  beliebig  wenig  unterscheidet,  oder  in  andern  Worten, 
dass  der  Ausdruck  (2)  und  der  Ausdruck  (2*)  für  ein  wachsen- 
des n  gegen  denselben  Grenzwerth  convergiren. 

Wenn  man  zwischen  den  Werthen  a  und  ß  einen  Werth 

P    einschaltet  und  nach  dem  Schema  des  Ausdrucks  (2)  einen 

Snmmenausdruck  ftir  das  Intervall  von  a  bis  /?   ,  einen  zweiten 

Summenausdruck  fttr  das  Intervall  von  ft^^  bis  ß  bildet,  so 
leuchtet  vermöge  des  geführten  Beweises  ein,  dass  unter  den 
erwähnten  Voraussetzungen  bei  fortgesetzter  Vermehrung  der  ein- 
geschalteten Werthe  der  eine  wie  der  andere  Summenausdrnck 
gegen  einen  bestimmten  Grenzwerth  convergirt,  und  dass  das 
'Aggregat  dieser  beiden  Grenzwerthe  gleich  dem  Grenzwerthe 
ist,  gegen  welchen  der  auf  das  Intervall  von  a  bis  ß  be- 
zügliche Summenausdruck  (2)  convergirt.  Ein  entsprechendes 
Besidtat  muss  entstehen,  sobald  das  von  a  bis  ß  ausgedehnte 
Intenrall  durch  die  Einschaltung  von  mehreren  Zwischenwerthen 
in  eine  grössere  Anzahl  von  kleineren  Intervallen  zerlegt  und 
ftr  jedes  dieser  Intervalle  der  dem  Schema  (2)  entsprechende 
Snmmenausdruck  aufgestellt  wird. 

§  31.    Begümiming  des  Inhalts  eines  ebenen 

Flftohenstttoks. 

Die    geometrische   Deutung,   welche    in   §   19  von   dem 
Sommenausdruck 

(1)    f{x^  {x^  —  x^  +  fix;)  {x^  —  rcj)  +  . .  -t-  A^«-i)  iP^n  -  ^«-i) 

gegeben  ist,  lässt  sich  leicht  mit  der  im  vorigen  §  angestellten 
Betrachtung  verbinden.  Durch  die  Einführung  der  daselbst 
^iJter  (1)  angegebenen  Zwischenwerthe  tritt  an  die  Stelle  von 
jedem  einzelnen  der  Rechtecke,  deren  Inhalte  ursprünglich  zu 
^diren  sind,  eine  Summe  von  Inhalten  neuer  Rechtecke,  und 
der  so  eben  bewiesene  Satz  sagt  aus,  dass  die  Gesammtsumme 
der  Inhalte  aller  Rechtecke,  die  einer  noch  so  weit  getriebenen 
Theflung  des  von  a  bis  ß  reichenden  Intervalls   entsprechen, 
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gegen  einen  festen  Grenzwprth  convergirt.  Wir  legen  auch 
jetzt  die  in  §  lü  erwäbnte  Voraussetzung  zu  Grnnde,  dasa 
die  Differenz  ji  — «  positiv  sei  und  in  dem  hetreffendeu  In- 
tertall  die  Function  f{x)  nur  positive  Wertlie  erhalte.  Nun 
weist  die  Anschaunng  sogleich  darauf  bin,  dass  der  Grenz- 
werth  der  bezeichneten  Summe  von  Rechteeken  den  Inhalt 
des  Flächenstilekcs  darstellt,  welches  durch  die  Abscissenaxe, 
die  erste  Ordinate  x=a,  die  letzte  Ordinate  x^ii  und  die 
pcgehene  Curvc  u=f(x)  begrenzt  wird.  Hier  gilt  aber  eine 
ähnliche  Bemerkung,  wie  sie  I,  §  103  in  Bezug  auf  die  Mes- 
sung der  Länge  eines  Kreisbogens  gemacht  worden  ist.  Dort 
wurde  die  Nothwendigkeit  betont,  tlas  Mas»  itlr  die  Länge 
eines  Kreisbogens  zudeliniren.  In  entiprechender  Weise  niuss 
gegenwttrtig  das  Mass  ftlr  den  Inhalt  eines  FISchen Stückes 
defiiiirt  werden,  welches  zum  Theil  durch  eine  Curve  und 
zum  Theil  durch  gerade  Linien  hegrenzt  wird.  Es  möge  auf 
der  betreffenden  Curve  zwischen  ihren  Endpunkten  eine  Reihe 
von  Punkten  eingeschaltet  und  jeder  einzelne  mit  dem  nächsten 
durch  eine  Sehne  verbunden  werden ;  dann  hat  das  Fiä- 
chenstilck,  welches  durch  die  ursprttnglich  gegebeneu  geraden 
Linien  und  die  so  eben  bezeichneten  Sehnen  hegrenzt  wird, 
einen  bestimmten  durch  das  Quadrat  der  eingeführten  Längen- 
einheit messbaren  Inhalt,  Wenn  dieser  Inhalt,  indem  die 
Anzahl  der  auf  der  Curve  eingeschalteten  Punkte  beständig 
vergrilssert  wird  und  die  Punkte  einander  näher  rlltken,  gegen 
einen  Grenzwerth  convergirt,  so  bezeichnet  der  letztere  den  Inhalt 
des  FlächenstUckes,  das  von  den  erwähnten  geraden  Linien  und 
der  gegebenen  Curve  begrenzt  wird.  Dass  die  Bestimmung 
des  Inhaltes  oder  die  Quadratur  einer  Kreistiäclie  auf  dem 
Nachweise  der  Existenz  eines  Grenzwerthes  ftlr  den  Inhalt  der 
eingeschriebenen  und  HmgcBchriebeneu  Polygone  beruhe,  ist 
durch  die  Geometrie  der  Griechen  bekannt.  Bei  dem  vorhin 
envähnten  FlächeustUck,  welches  durch  die  Abscissenaxe,  die 
zu  iT^a  und  x  =  ß  gehörenden  Ordinateu  und  die  Curve 
M  =  fix)  begrenzt  wird,  lässt  sich  eine  entsprechende  Be- 
trachtung anstellen.  Dieselbe  vereinfacht  sieb,  sobald  die  Func- 
tion f(xj  innerhalb  des  von  a  bis  ji  ausgedehnten  Intervalls 
entweder  beständig  wächst  uder  beständig  abnimmt.    Falls  die 
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Function  innerhalb  des  ganzen  Intervalls  mehrere  Male  vom 
Wachsen  zum  Abnehmen  tibergeht,  so  zerlege  man  das  I«ter- 

Tall  in   eine  Anzahl   von   kleineren,    die   sich   von  a  bis  p 

von  |r  bis  /^  , . .  erstrecken  und  in  deren  jedem  die  Function 
{{x)  die  verlangte  Beschaffenheit  besitzt ,  und  behandle  jedes 
dieser  Intervalle  für  sich.  Die  zu  §  19  gehörende  Figur  (1)  ist 
80  eingerichtet,  dass  die  Function  f{x)  fUr  den  ersten  Theil  des 
Intervalls,  der  von  dem  Punkte  D  bis  zu  dem  Punkte  ^^  der 
Abscissenaxe  geht,  fortwährend  sinkt,  für  den  zweiten  Theil 
des  Intervalls,  der  von  dem  Punkte  ^ßg  bis  zu  dem  Punkte  ^ß^ 
der  Abscissenaxe  reicht,  fortwährend  steigt.  Der  Kürze  halber 
beschäftigen  wir  uns  nur  mit  dem  ersten  Theile  des  Intervalls 
nnd  untersuchen  demgemäss  das  Verhalten  einer  Function  f{x\ 

die  von  x^=a  bis  x  =  ß^^^  stets  abnimmt;  die  auf  der  Curve 
liegenden  Punkte  \,  Stj,  %, .  .  3?^,,  3?^  sollen  den  Werthen  der 

Abscisse  a  =  rr^,  x^y  x^, .  .  x^_^,  ß^^^  =  x^,  mithin  den  Punkten 
%%}' '  ?m-ij?«,  entsprechen.  Wenn  jetzt  eine  Sehne  von  9?^, 
Dach  SR,,  von  9?^  nach  di^,  u.  s.  f ,  zuletzt  von  ^^__i  nach  9?^ 
gezogen  wird,  so  ist  der  in  der  Definition  bezeichnete  Flä- 
chenraum durch  die  Reihe  von  Sehnen,  die  erste  Ordinate 
?o  \  die  letzte  Ordinate  5ß^  9?^  und  das  Stück  der  Abscissen- 
axe $g  $^  begrenzt.  Es  kommt  nun  darauf  an,  diesen  Flächen- 
raum F^  mit  der  Summe  der  Flächeninhalte  der  Rechtecke  zu 
vergleichen,  die  beziehungsweise  über  den  Basen 

?o  5ßp  5ßi  ?ß„  . . .  5ß_,  5ß. 
mit  den  Höhen  ^^  SR^,  5ß,  9»^, . .  5ß^i  3i^_,  errichtet  sind,  näm- 
lich mit 

(2)  fix^)  (x—x^)+f(x^)  (a;,-  x,)  +  . .  +  /"(^«.-i)  (^«  —  ^«-1)7 

°Dd  hierauf  zu  zeigen,  dass  beide  Werthe  für  eine  wachsende 
Zahl  m  gegen  denselben  Grenzwerth  convergiren.  Da  die 
pQnction  fix)  in  dem  vorliegenden  Intervall  stets  abnimmt,  so 
leuchtet  ein,  dass  die  Summe  der  Rechtecke  (2)  grösser  als  der 
Flächenraum  F^  und  auch  grösser  als  ein  Flächenraum  F  ist, 
der  durch  das  vorgeschriebene  Verfahren,  bei  der  Einschal- 
tung von  beliebig  vielen  neuen  Punkten  zwischen  den  ur- 
sprünglich angenommenen,  erhalten  werden  kann.    In  gleicher 
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Weise  folgt  aas  dem  beständigen  ÄbnehmeD  der  Function  f{,x\ 
dass  die  Summe  der  Flächeninhalte  von  den  Rechtecken,  bei 
denen  zu  den  Basen  ¥„  Iß,,  %,  $„  . .  $„_,  $.  reapective  die 
Höhen  %  9t„  %  8i„  .  .  !P„  9t.  genommen  sind, 
(2*)  fix,)  {x-x;,+f{x^)  {X.-X,)  +  ...  +nxj  («„-«._,), 
welche  Summe  dasselbe  Bildungsgesetz  wie  der  im  vorigen  § 
mit  (2*)  bezeichnete  Anedruck  befolgt,  kleiner  als  der  Flächen- 
raum F^  und  auch  kleiner  als  ein  Flaehenraum  Fist,  der  durch 
das  angegebene  Verfahren,  vermöge  der  Einschaltung  von  be- 
liebig vielen  neuen  Punkten  zwischen  den  ursprünglich  ange- 
nommenen Punkten,  hervorgebracht  werden  kann.  Wenn  aber 
die  Differenzen  Xj^Xi,,  x^  —  x,,. .  .x^ — a;„^,  sämmtlieh  kleiner 
als  eine  gewisse  kleine  Grösse  3  sind,  so  müssen  nach  der 
schon  eingeführten  Voraussetzung  die  numerischen  Werthe  der 
im  gegenwärtigen  Falle  negativen  Differenzen 

f{x,)-f(x,),fix^)~f{x,\  ..fixj-f(x„_,) 
sämmtlich  kleiner  als  die  beliebig  kleine  Grösse  A  ausfalleu. 
Folglich  wird  die  Summe  (2*)  von  der  Summe  (2)  um  eine 
Grösse  Ubertroffen,  die  stets  kleiner  bleibt  als  das  Aggregat 
X  (x,  —  x^)  +  X(x^  —  x^)  +  ..+i.  (x^  —  «._,),  weiches  gleich  dem 
Product  i  (j.  —  «„)  oder  A  {(f' —  a)  ist.  Aus  diesen  Gründen 
ist  das  Mass  des  definirteu  Flächenranmes  F  zwischen  den 
beiden  Ausdrücken  (2)  und  (2*)  enthalten,  die  um  weniger  als 
die  beliebig  kleine  Grösse  >.{ß  '— «l  von  einander  abweichen, 
und  deshalb  convergirt  das  Mass  des  Flächenraumes  F  gegen 
einen  Grenzwerth  und  zwar  gegen  denselben,  dem  sich  die 
beiden  Ausdrücke  (2)  und  (2*)  beliebig  ntthern.  Eine  ähnliche 
Erörterung  kann  in  Bezug  auf  ein  Intervall  angestellt  werden, 
in  welchem  die  Function  f{x)  fortwährend  zunimmt.  Der  In- 
halt des  Fläcbenraumee,  der  zu  der  von  a  bis  ß  ausgedehnten 
Strecke  gehört,  ist  aber  gleich  der  Summe  der  Inhalte  der 
Flächenräume,  welche  zu  den  einzelnen  von  «  bis  /?",  von  (i*" 
bis  p  ,...  reichenden  Strecken  gehören.  Insofern  nun  nach  einer 
am  Schlüsse  des  vorigen  §  gemachten  Bemerkung  der  dortige 
Summeuausdruck  (2J  eine  Zerlegung  in  Theile  gestattet,  die 
sich  auf  die  einzelnen  Theile  des  gegebenen  Intervalls  be- 
lieben, and  da  nachgewiesen  ist,  dass  der  einzelne  fUr  ein  be- 
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atimmtes  Theilintervall  gebildete  Summenaasdrnck  die  Dar- 
stell uog  des  zu  dieGem  Intervall  gehrirendeu  FlächenraumeH 
)rt,  ao  gilt  das  Resultat,  das3  der  lobalt  des  FlächenstUckes, 
dchea  Ton  der  Abseisaenaxe,  der  za  x  =  a  und  der  zu  a;^/? 
MhltieDdea  Ordinate  und  der  Curve  u=f{x)  begrenzt  wird, 
"gleich  dem  Grenzwertbe  ist,  gegen  den  der  SummeDausdruck 
(1)  Itir  eine  stets  wachsende  Zahl  *i  nnd  eine  gleichzeitige  An- 
näherong  der  eingeschalteten  Werthe  convergirt.  Man  darf  an- 
nehmen, dass  ein  beliebig  begrenztes  ebenes  FlächenetUck  sich 
inuDer  in  Flächenstocke  zerlegen  lasse,  von  denen  jedes  die 
voraasgesetzte  Art  der  Begrenzung  hat.  Mithin  ist  jetzt  ein 
Priucip  aufgestellt,  welches  zu  der  Ausmessung  oder  Quadratur 
n  ebenen  FläcbenstUcken  Überhaupt  genügt. 


B«w»li  der  HliglloUEelt,  eine  gegebene  Fnnotlon  einer 
Variable  zu  Integrlren. 


^^^^B  Für  die  Untersuchung  des  Grenzwerthes,  gegen  den  ein 
^^^Hf  die  angegebene  Weise  gebildeter  Summenausdruck  conver- 
^^^girt,  ist  es  wesentlich,  von  vorne  herein  Grössen  zu  kennen, 
innerhalb  deren  der  Grenzwerth  gelegen  ist  Bei  dem  Summen- 
I  tasdrack 

^^^  fix^)  ix,~x^)  +f(x,)  {x^-x,)+  . . .  +f{x^_,)  (a:,-a:,_,), 
^^^Bl'  sich  auf  das  von  a  bis  (i  ansgedehnte  Intervall  bezieht, 
^^^fflHgsen  nach  der  bestehenden  Voraussetzung  alle  dem  Intervall 
angehürenden  Functionswertbe  endlich  sein,  das  beisst,  zwischen 
iwei  bestimmten  Grössen  M  und  N  liegen,  von  denen  M  im 
algebraischen  Sinne  die  kleinere  sein  möge.  Da  die  sämmt- 
lichen  Differenzen  x^  —  Xf^,  x^  —  x^,  ..x^  —  x^_^  dasselbe  Vor- 
Mirlien  haben,  welches  die  Differenz  ß  ~  a  bat,  so  entstehen 
^18  dem  Summenausdruck  il)  zwei  Grössen,  zwischen  denen 
^"n  Werth  enthalten  sein  muss,  sobald  alle  Functionawerthe 
»  erste  Mal  durch  M,  das  andere  Mal  durch  N  ersetzt  werden. 
I  dem  ersten  Falle  ergiebt  sich  das  I'roduft  Miß  —  a),  in  dem 
piten  dasProdnct.W{/i — a).  Beide  Ausdrücke  sind  von  der  An- 
W»  der  eingeschalteten  Werthe  nnd  der  Art  ihrer  Einschaltung 
tommen  unabhängig,  nnd  schliessen  deshalb  auch  den  Grenz- 
1,   gegen  welchen  der  Summenausdruck  (1)  bei  einer 
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wacbsendeo  Zahl  n  i'onvergirt.     Der   vorhin  bezeicbDete  Zweck 
wird  deshalb  durch  den  folgenden  Satz  erreicht: 

fll  Wenn  die  Function  f{x)  innerhalb  des  von  a  bis  ji  reihen- 
den Intervalls  die  Ungleichheiten  M<^f{x)<::_N  erfüllt,  so  ist 
der  Grenatwrth  des  xugekörigen  Summenausdrucks  ll)  Bimschen 
den  Grössen  M(ß—a)  und  Nfji  —a)  eingeschlossen. 

Ans  diesem  Satze  folgt  als  Corollar,  dass  der  Grentwertk 
eines  Summenausdntcks  (1),  hd  dem  die  Grössen  a  und  ß  mt- 
sammenfallm.  gleich  Null  ist. 

Wir  sind  in  §  17  von  der  Annahme  ausgegangen,  dass  die 
Function  f(xi  für  das  von  a  bis  b  ausgedehnte  Intervall  gegeben 
Bei,  und  haben  in  §  18  innerbali)  dieses  Intervalls  den  Anfangs- 
nnd  Endwerth  o  und  ß  eines  engeren  Intervalls  gewählt.  Die 
Grössen  «  nnd  ß  wurden  bis  julzt  festgehalten.  Von  nun  ab 
sollen  jedoch  auch  diese  als  veränderlich  gelten,  und  zwar  zu- 
nächst so  (lass  a  ungeändert  bleibt,  ß  dagegen  in  einen  anderen 
Wertb  ß  +h  übergeht,  wo  a,  ß,  ß  +  h  naeb  ihrer  algebraischen 
Griisse  geordnet  sind,  und  ß  +  h  äussersttu  Falles  gleich  6 
werden  kann.  Denkt  man  sich  den  Grenzwerth  des  Summen- 
ansdruckes  (1)  zaerst  für  das  Intervall  von  «  bis  ß,  dann  fUr 
das  Intervall  von  a  hie  ß  +  h  gebildet,  so  erfährt  der  Grenz- 
werth eine  entsprechende  Veränderung  und  darf  deshalb  als 
eine  Function  il-(ß)  des  Endwerfhes  ß  angesehen  werden.  Das 
von  ft  bis  (ti  +  A  reichende  Intervall  läast  sich  in  zwei  Intervalle 
zerlegen,  von  denen  das  erste  von  a  bis  ß,  das  zweite  von 
ß  bis  ß  +  h  gebt;  nach  einem  am  Schlüsse  des  ■:  20  mitgetheil- 
ten  Satze  ist  dann  der  Grenzwerth  des  Siimmenausdrueks,  der 
sich  auf  das  ganze  Intervall  bezieht,  gleich  dem  Aggregat  der 
Grenzwerthe  der  beiden  Summenausdrliuke,  welche  den  Theil- 
intervailen  entsprechen.  Wenn  daher  zwischen  x=^ß\\\\A.x=^ß+h 
die  folgenden  Werthe  eingeschaltet  werden 
(2)  ß  =  £(,'  fi.  f».  ■  ■  •  I,   1,  /?  +  Ä  =  ^,, 

»0  entstehen  fUr  die  Grenzwerthe  \}>{ß)  und  \}i{ß  +  h)  die  Ans- 
drücke 

ii)\b(ß+h'\=\\m.{f{x^){x^—x^)-^f{x,){x^-x^\+..+f{x^_;){x—x^_^}) 

+\\m.{f[^)  (|,-|„)+/^^)  [t,-^,)+  ..  +/T^,_,H|,-?^.)), 

wo  die  Zahlen  n  und  q  Über  jedes  Mass  hinaus  wachsen. 
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Die  Betrachtung  der  so  eben  eingeführten  Function  ip(ß) 
wird  eine  Lösung  der  Aufgabe  liefern,  welche  in  §  17  durch 
die  dortige  Gleichung  (1)  ausgedrückt  ist.  In  der  letzteren  be- 
dentet  x  einen  zwischen  den  Grössen  a  und  b  liegenden  variabeln 
Werth;  substituirt  man  statt  x  das  Zeichen  ß,  so  verwandelt  sie 
sich  in  die  jetzt  anzuwendende  Gestalt 

(5)  ^=m- 

Nach  der  Bedeutung,  welche  die  Grösse  ß  bei  der  Function 
V'O?)  empfangen  hat,  kann  ß  jeden  Werth  annehmen,  der 
zwischen  dem  festzuhaltenden  Anfangswerthe  a  des  engeren 
htenralls  und  dem  Endwerihe  h  des  ursprünglichen  Intervalls 
liegt,  fllr  das  die  Function  f  {x)  gegeben  ist.  Vermöge  der  ent- 
wickelten Eigenschaften  der  Function  xf>  (ß)  lässt  sich  nun  die 
Frage  beantworten,  welches  der  Dijferentialquotient  der  Function 
^(ß)  in  Bejmg  auf  die  Variable  ß  sei.  Dem  Increment  h  von 
^  entspricht  das  Increment  der  Function  ipQi  +  h)  —  ip(ß)j  das 
nach  den  Gleichungen  (3)  und  (4)  den  Ausdruck  erhält 

(6)  ^(ß  +  A)  -  ^p(ß)=\im  .  (/lfo)(l I-  fo)  +  •  •  +  /•(^,-i)(5 -^,-1)). 
Für  den  auf  der  rechten  Seite  befindlichen  Grenzwerth  liefert 
aber  der  so  eben  abgeleitete  Satz  (I)  zwei  einschliessende 
Grössen.  Es  möge  die  Function  f(x)  in  dem  betreffenden 
Intervall,  das  sich  von  ß  bis  ß  +  h  erstreckt,  zwischen  den 
Werthen  3)i  und  31  liegen,  so  bekommen  die  betreffenden 
Grössen,  da  die  Differenz  ß  +  h  —  ß  gleich  dem  Zuwachs  h 
selbst  ist,  die  Werthe  SO?  h  und  91  h.  Hieraus  folgt,  indem  man 
beide  Seiten  von  (6)  durch  den  Zuwachs  h  dividirt,   dass  der 

Quotient  ^-^^t  ä)-V'W    zwischen  den  Grössen  2R  und  SR  lie- 

h 

gen  muss.   Nun  ist  der  Quotient  _^_iL±!^JtM.  anter  der  Vor- 

n 

AQssetzang  zu   untersuchen,    dass  die  Grösse  h  nach  und  nach 

stets  kleinere  Werthe  erhält  und  dadurch  das  von  ß  hisß+h 

eichende  Intervall    beständig    verengert.     Es    darf  aber    aus 

^er  Bedingung,  welche  in  §  20  für  die  Stetigkeit  der  Function 

f[x)  vorgeschrieben  ist,   geschlossen  werden,   dass,   sobald  der 

nnmerische  Werth  des  Increments  ä  unter  eine  gewisse  kleine 

Grösse  <J  herabgeht,  die  Differenz  von  je  zwei  Functionswerthen 


lOS 
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des  von  ,■*  bis  fi  +  h  ausgedehnten  Intervalls  numerisch  kleiner 
als  eine  beliebig  kleine  GWSsse  X  bleibt.  Indem  man  also  den 
nnmenscben  Werth  von  k  kleiner  als  d  voraussetzt  und  die  in 
dem  genannten  Intervall  vorkommenden  Functionswerthe  mit 
dem  ersten  Functionswerth  fiS„^=f(fi)  vergleicht,  zeigt  sich, 
dass  alle  zwischen  den  Grössen /"(/*]  — A  und  f{i'i)+l  liegen 
müssen ,  und  dass  es  daher  erlaubt  ist ,  die  letztern  Aue- 
drtlcke  beziehungsweise  an  die  Stelle  von  ÜJi  und  91  zu  setzen. 
Der  Werth  des  Quotienten   'l'(ß  +  ''\-r!l'M.   igt  demnach    zwi- 

sehen  den  Grössen  f(^)  —  Ä  und  f(fi)+l  eingeschlossen,  nnd 
convergirt,  da  fflr  ein  ohne  Ende  abnehmendes  d  die  Grösse  X 
beliebig  klein  wird,  gegen  den  Grenzwerth  f{^).  Mitbin  gilt 
ftr  die  DifTerentiatJon  der  Function  tl'iji)  der  folgende  Satz: 

(II)  Der  Differentialquolienl  der  durch  die  Gleichung  (3) 
defnirten  Function  i/'  {ß),  die  su  einem  von  a  bis  ß  ausyedehnten 
Intervall  gehört,  in  Beeug  auf  die  Variable  ß  genommen,  •  ist 
gleich  dem  Functionswerth  fiß),  der  dem  Endwerth  ß  des  be- 
treffenden Intervalls  entspricht. 

Hiernach  hat  die  Function  ^'{ß)  die  Eigenschaft,  an  die 
Stelle  der  Function  (piß)  in  die  Gleichung  (5)  substituirt,  die- 
selbe zu  befriedigen,  und  bildet  eine  Lösung  der  darch  die 
Gleichung  bezeichneten  Aufgabe.  Die  Function  rp{ß)  unrd  das 
von  der  Grenze  a  bis  zu  der  Grenze  ß  ausgedehnte  Integral 
der  Function  fix)  genannt  und  vermittelst  des  von  Läbnite  ein- 
geführten Integralzeichens  f  so  bezeichnet 


frc 


fmdz. 

vx^ä  die  Grenzen  a  und  ß  ausserdem  zu  bemerken  sind.  Bei 
der  später  nach  dem  Vorgange  Fouriers  angenotnmenen  Notation 
setzt  man  die  untere  Grenze  der  Integration  a  unter,  die  obere 
Grenze  der  Integration  ß  über  das  Integralzeichen,  so  dass  die 
Darstellung 

^{ß)=  /"  f{x)dw 


entsteht.    Durch  die  Bildung  der  Fimetion  ipiß)  wird  die  Mte- 
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gräm  der  gegebenen  Function  f(ß)  in  Beiug  auf  die  Variable 
ß  kweristeUigt.  Mü  dem  Nachweise  der  JExistena  der  Function 
ipiß)  isi  Mugleich  beuneseny  dass  die  Aufgabe^  die  gegebene  Func- 
Um  f(ß)  zu  integriren^  immer  eine  Lösung  hat. 

Das  in  §  21  entwickelte  Princip  für  die  Quadratur  von 
ebenen  Flächenstttcken  lässt  sich  jetzt  so  aussprechen,  dass  bei 
einer  positiven  Differenz  ß  —  a  und  einer  positiv  bleibenden 
Function  f(x)  der  Inhalt  des  Flächenstttcks,  welches  durch  die 
Abscissenaxe,   die  zu  a  und  ß  gehörenden  Ordinaten  und  die 

Curve  y=:f{x)   begrenzt  wird,   gleich  dem  Integral  /  f{a)dx 

a 

ist  Hit  Rücksicht  hierauf  pflegt  man  die  Ermittelung  des 
Werthes  eines  Integrals  abgekürzt  eine  Quadratur  zu  nennen. 


I  M.    Angftthrmig  der  Inttgratton  fftr  elnxtliie  Pill«. 

Der  vorige  §  enthält  eine  Vorschrift  zur  thatsächlichen 
AngfUhrung  der  Integration,  das  heisst  derjenigen  Operation, 
welche  nach  §  17  die  umgekehrte  Operation  der  Differentiation 
wmacht  Da  das  zwischen  den  Grenzen  a  und  ß  zu  neh- 
n^ende  Integral  der  Function  f{x)  als  der  Grenzwerth  definirt 
^'^1  gegen  welchen  der  Summenausdruck 

^i  stets  wachsender  Zahl  n  und  abnehmenden  Differenzen  der 
eingeschalteten  Werthe  convergirt,  ist  es  klar,  dass  der  Werth 
des  Integrals  in  jedem  einzelnen  Falle  mit  beliebiger  Ge- 
^uigkeit  bestimmt  werden  kann,  indem  man  den  Summenans- 
dnick  (1)  für  eine  hinreichend  grosse  Zahl  n  und  eine  genügend 
fortgesetzte  Theilung  des  Intervalls  wirklich  berechnet.  Der 
'^i^rbei  begangene  Fehler  ist  dann  nach  (10)  des  §  20  zwischen 
den  zugehörigen  Grössen  —  A(/9— a)  und  X(ß—a)  eingeschlossen, 
^obei  wir  an  die  I,  §  105  mitgetheilten  Erörterungen  erinnern. 
Uni  die  Abhängigkeit  des  Integrals 

(2)  S>(ß)=f  f{x)dx 

a 

^on  dem  Werthe  ß  seiner  oberen  Grenze  auszudrücken,  muss 
4ie  Bechnung  für  einen  festen  Werth  a  der  unteren  Grenze  und 
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flir  eine  Folge  von  rerschiedenen  Werthen  der  oberen  Grenze 
ß  angegtellt  werden.  Ungeachtet  dieser  sicheren  allgemeinen 
Methode  bleibt  Jedoch  bei  jeder  gegebenen  FanctioD  fix)  die 

Aufgabe  beBtehen,  den  Werth  des  Integrals  /  f{x)dx  wo  mög- 
lich ala  das  fertige  Resultat  von  leicht  zu  ttbersehendeu  analy- 
tischen Operationen  darzustellen.  Ohne  eine  systematlBche  Be- 
trachtung zu  beginnen,  wollen  wir  das  Wesen  der  letzteren 
Aufgabe  durch  die  Behandlung  einzelner  Fälle  zn  erläatern 
enohen. 

Es  sei  die  Function  f{x)  gleich  einer  Potenz  von  x  mit 
ganzem  oder  gebrochenem  Exponenten 

(3)  f(x}  =  i, 

zugleich  seien  a  und  ß  irgend  zwei  positive  Werthe  und  a  der 
kleinere  derselben.  Die  Fnnction  f{x)  bleibt  dann  flir  das  von 
a  bis  ß  ausgedehnte  Intervall  eindeutig,  endlich  und  stetig,  In 
Bezug  auf  die  rechtwinkligen  Coordinaten  x  und  u  stellt  die 
Gleichung 

(4)  «  =  a;' 

fUr  den  Werth  A:^2,  wie  sich  durch  die  Vergteicbung  mit  (11) 
des  §2  ergiebt,  eine  Parabel,  ftlr  den  Werth  i  =  — 1,  wie  aus 

(5)  des  §7  folgt,  eine  Ujperbel  dar.  Für  alle  rationalen  Werthe 
des  Exponenten  k  mit  Ausnahme  des  Werthea  —1  ist  die  Be- 
stimmung der  durch  die  verschiedenen  Curven  begrenzten  Flächen- 
rüume  vor  Entdeckung  der  Infinitesimalrechnung  von  F.  de  Fermat 
in  der  Abhandlung:  (?e  aequalionum  localium  Iran-smufatione  et 
emendatione  ad  muUimodam  curvilineorum  inier  se  d  cum  rectilinets 
comparationem  gegeben  worden.  Der  Grundgedanke  dieser 
merkwürdigen  in  ein  geometrisches  Gewand  gekleideten  Arbeit, 
welcher  darin  besteht,  in  dem  Intervall  der  zu  der  Curve  gehö- 
renden Abscisseuase  eine  Folge  von  Punkten  so  anzunehmen, 
dass  ihre  von  einem  bestimmten  Punkte  gemessenen  Entfernungen 
eine  geometrische  Reihe  bilden,  lUsst  den  vorgesetzten  Zweck 
schnell  erreichen. 

Man  schalte  demnach,  um  itlr  die  angegebenen  Voraus- 
setzungen den  Grenzwerth  des  Ausdrucks  (1)  zu  erhalten,  zwi- 
schen die   positiven  Grössen  o  nnd  ß  eine  Folge  von  (» —  1) 
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Grössen  so  ein,  dass  sie  eine  geometrische  Reihe  mit  dem  Quo- 
tienten Q  darstellen,  und  setze 

In  Folge  dessen  muss  der  Quotient  q  gleich  der  positiven 
nten  Wurzel  aus   der   über    der   Einheit   liegenden   positiven 

Grösse  —  sein,  mithin  selbst  einen  über  der  Einheit  liegenden 

Werth  haben.  Der  Summenausdruck  (1)  geht  dann  vermöge 
der  Gleichung  (3),  durch  welche  die  Function  f{x)  definirt  ist, 
in  den  folgenden  über 

(6)  a  (of^— a)4-(a^)   («^  —  o^)  +  ...  +  (0^*""  )  (a^* — olq""). 
Hier  ist  in  allen  Summanden  der  Factor  {q  —  1)  enthalten, 

durch  dessen  Absonderung  der  Ausdruck  (6)  die  Gestalt  annimmt 

(7)  („»+'  +  (aß)»^V(„g.)*-'+..  +  („e-n(p_l). 

Die  in  der  Klammer  befindlichen  n  Grössen  bilden  eine  geo- 
metrische Reihe  mit  dem  ersten  Gliede  a  und  dem  Quotien- 
ten q  ,  welcher  für  keinen  Werth  von  k,  mit  Ausnahme  des 
Werthes  der  negativen  Einheit,  gleich  der  positiven  Ein- 
heit, dagegen  für  A;  =  —  1  gerade  gleich  der  positiven  Ein- 
heit ist.  Aus  diesem  Grunde  wird  die  Summe  der  vorliegenden 
geometrischen  Reihe,  wenn  h  nicht  gleich  —  1  ist,  durch  die 
Formel 

(8)  i?^  ^     "" " 


,*+l-l 


... , 


wenn  dagegen   ä  =  —  1   ist,   indem   die  n  Glieder   sämmtlich 

gleich  der  Einheit  werden,  durch  die  Zahl 

(8»)  n 

dargestellt.    Dem  entsprechend  erhält  der  Summenausdruck  (7) 

ftr  einen  von  der  negativen  Einheit  verschiedenen  Werth  von 

^  die  Bestimmung 

(9)  if4-^-^_._(,_l), 

ftrlsr  — 1  die  Bestimmung 

(9*)  n  (^  - 1). 

Da  nach  (5)  das  Product  oq"  gleich  der  Grösse  ß  ist,  so 
^rf  der  Ausdruck  (9)  durch  den  folgenden 


hat  alsdann,  da  —  grSaser  als  die  Einheit  ist,  die  in  I,  §  100 

Bachgewiesene  Eigenschaft,  Über  der  Einheit  bleibend  der- 
selben beliebig  nahe  zu  kommen,  wobei  die  sämmtliclien  Dif- 
ferenzen X,  —  x^,  Xj—  X,,.  ..x^  —  a;^,  der  Voraussetzung  gemäss 
fortwährend  abDchmen.  In  dem  Aosdrucke  (10)  ist  der  Factor 
*'  von  der  Veränderung  der  Grösse  q  unabhängig.  Für 

nuterscheiden  wir  nach  der  Beschaffen- 
heit des  Exponenteu  k  mehrere  Fälle. 

Wenn  k   und  daher   auch  ^  + 1    eine  positive  ganze  i 
ist,  Bo  gilt  die  Gleichung 

(12) 

während  sich  nun  die  über  der  Einheit  liegende  Gritsse  q  der 
Einheit  nähert,  convergirt  jedes  Glied  der  rechten  Seite  gegen 
die  Einheit,  mithin  die  Summe  und  daher  auch  der  auf  der 
linken  Seite  be&ndiidie  Werth  gegen  die  Zahl  k  + 1. 

Ist  k  gleich  einem  positiven  ganzzahligen  Brnche  -  >  folglich 


Betzea,  wodurch  (13)  in  den  Ausdruck 

a'*'~  1  _  a"^'—  1     o— l 

a'—l  ff  —  l        a  —  1 

übergeht.    Die  dnrch  (14)  definirte  GrOese  a  hat  ebenso  wie  ^ 


§28.  Fermats  Inte^tionsverfahren.  119 

die  Eigenschaft,  abnehmend  gegen  die  Einheit  zu  convergiren. 
Vermöge  der  fttr  den  Bruch  (12)  angcBtellten  Betrachtung  nähert 

aich  der  Bruch -—  der  ganzen  Zahl  r+s,  der  Bruch 


der  ganzen  Zahl  $  als  Grenzwerth,  mithin  convergirt  der  Aus- 

druck  (15)  gegen  den  Quotienten  >   der  gleich  ä;  + 1  ist. 

Wofern  h  und  auch  ä;  +  1  gleich  einer  negativen  ganzen  Zahl  ist, 
hat  man 

(16)    f!!!:zi  =  _!zSL=_(i,.^^..^^^ 

p-i  (»-7)  V«*      9  e      / 

und  findet  als  Grenzwerth  die  Grösse  —  (— *—  1)  =  *  +  1.  So- 

bald  h  gleich  dem  negativen  ganzzahligen  Bruche  ist,  führt 

die  Sabstitation  (14)  zu  der  Darstellung 

(17) 


^      1  o        — 1  o        — 1        o — 1 


9-1  a'-\  o-l        o'_i     ' 

der  Bruch  — -—--  convergirt  in  Folge  der  für  (12)  abgeleiteten 

Vorschrift  gegen  die  Zahl  »,  der  Bruch  ^^^j —  nähert  sich, 

falls  —  r  +  5  positiv  ist,  ans  demselben  Grunde,  falls  —r  +  s 
negativ  ist,  nach  der  fttr  (16)  gegebenen  Vorschrift  demWerthe 
~-<'+«,  daher  nähert  sich  der  Ausdruck  (17)  beide  Male  dem 

Quotienten  ZÜl+i.  =  4+1. 

8 

Auf  diese  Weise  geht  hervor,  dass  der  Quotient       _. 

*^ei  jedem  von  der  negativen  Einheit  verschiedenen  rationalen 
'Berthe  vonl  gegen  den  Grenzwerth  t+l,  und  deshalb  der  um- 

S^^ehrte  Quotient    f  7" —  gegen  den  reciproken  Werth 


^Dvergirt.  Demnach  liefert  der  Ausdruck  (10)  für  das  ge- 
wichte Integral  der  Function  x\  falls  *  nicht  gleich  —  1  ist, 
^e  Darstellung 
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„8)  /..,,=  /._^«,.-. 


a 


Der  Ausdruck  (9*),  welcher  zu  der  Voraussetzung  i=— 1 
geliört,  verwandelt  sich  mit  Hülfe  von  (11)  in  das  Product 


1^ 
fi 


(19)  .((I)  -  .), 

welches  auch  als  der  Quotient 


1 

n 


(20)  N"/  -- 

n 

aufgefasst  werden  kann.  Der  Grenzwerth,  gegen  welchen  der- 
selbe für  eine  wachsende  Zahl  n  convergirt,  ist  aber  nichts 
anderes  als  der  Differentialquotient  der  mit  der  positiven  Basis 

—  gebildeten  Exponentialfunction  [     )   für   den  Werth    ^  =  0; 

denn  weil  diese  Function  für  £?  =  0  der  Einheit  gleich  wird, 
so  entspricht  dem  zu  dem  Werthe  Null  der  Variable  z  hinzu- 

gefügten  Increment  —  das  Increment  der  Function  (  -  )  —  1. 
Nach  der  Formel  (11)  des  §  12  wird  der  Differentialquotient 
der  Function  (--J  so  ausgedrückt 

und  ist  deshalb  für  den  Werth  ir  =  0  gleich  dem  Logarithmus 
naturalis  des  Bruches  —  •    Folglich  ist  der  gesuchte  Grenzwerth 

des  Quotienten  (20)  gleich  log  —  >  woraus  für  das  verlangte 
Integral  die  folgende  Bestimmung  entsteht 

(22)  f  a:"'d.T  =  log^. 


u 
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Hiermit  ist  die  Aufgabe  der  Quadratur  fttr  die  Function  x 
bei  allen  rationalen  Werthen   des  Exponenten  l  gelöst.    Für 

den  Exponenten  ä;  =  0,  wo  sich  die  Functon  x  in  die  Einheit 
verwandelt,  ist  der  Summenausdruck,  dessen  Grenzwerth  das 
bestimmte  Integral  ergiebt,  durch  Fortheben  der  eingeschal- 
teten Werthe  gleich  der  Differenz  ß  —  a,  und  stellt  nach 
der  eingeführten  geometrischen  Deutung  den  Flächeninhalt 
eines  Rechtecks  dar,  dessen  Basis  durch  /^  —  a  und  dessen 
Höhe  durch  die  Einheit  gemessen  wird.  Die  Gleichung  (18) 
enthält  bei  ä;  =  2  die  von  Architnedes  gefundene  Quadratur 
eines  von  einem  Parabelbogen  begrenzten  Flächenstttcks.  Durch 
die  Gleichung  (22)  wird  die  Quadratur  eines  von  einem  Hy- 
perbelbogen begrenzten  Flächenstücks  auf  die  Bildung  des 
nattlrlichen  Logarithmus  zurttckgeführt,  der  wegen  dieser  Eigen- 
schaft auch  der  hyperbolische  Logarithmus  heisst. 

§  24.    ünbMtlmmtM  und  bestimiiitM  IntegraL 

Am  Anfange  des  §  19  wurde  bemerkt,  dass  bei  der  Aufgabe, 
welche  in  §  18  fttr  die  Functionswerthe  F(a),F{x^\F(x^\...F(ß) 
gestellt  ist,  einer  derselben  willktirlich  bleibt,  und  als  solcher 
galt  F{a).  Für  die  entsprechende  Aufgabe,  welche  durch  die 
Gleichung  (1)  des  §  17  ausgedrückt  wird, 

wid  die  Integration  einer  gegebenen  Function  f{x)  verlangt,  ist 
i^  §  22  gezeigt  worden,  dass  sie  eine  Lösung  erlaubt  oder 
D^Oglich  ist.  Man  sieht  aber  leicht  ein,  dass  diese  Aufgabe 
inehr  als  eine  Lösung  zulässt.  Denn  gesetzt,  es  sei  auf 
ifgend  eine  Weise  eine  Function  q){x)  gefunden,  welche  der 
Gleichung  (1)  gentigt,  so  muss  das  Aggregat  von  q>  (x)  und  einer 
^»•Ikürlichen  von  x  unabhängigen  oder  constanten  Grösse  c 
(^)  y  (a?)  +  c 

^'e  Gleichung  ebenfalls  erfüllen,  da  der  Diflferentialquotient 
^^fler  constanten  Grösse  gleich  der  Null  und  der  Diflferential- 
quotient eines  Aggregats  gleich  dem  Aggregat  der  Diflferential- 
flöotienten  der  beiden  Summanden  ist.  In  §  6  sind  beide 
Sätze  bewiesen  und  durch  die  dortige  Gleichung  (19)  auf  den 
S^nwärtigen  Fall  angewendet. 


Un  best  im  ml  es 


1   be>9t;ni 


a  Integral. 


§  24. 


Um  aber  zu  erfabren,  ob  es  möglich  sei,  die  gilmmtlicbeu 
Au&ösun^Q  der  Aufgabe  (1)  dadurch  eds  einer  einzigen  abzu- 
leiten, dass  man  zu  der  letzteren  eine  willkürliche  Gonstante  ad- 
dirt,  wollen  wir  annehmen,  dass  zwei  gegebene  Functionen  f  (x) 
und  x(:e)  der  Aufgabe  gentigen,  und  uiitergucben,  was  hieraas 
für  die  beiden  Functionen  folge.  Die  Subtraction  der  Gleichnng 
(1)  Ton  der  auf  die  Function  xi")  bezüglichen  entsprechenden 
Gleichung 

(3,  "^»^l« 

erzeugt  die  Gleichuug 
(4) 


dx  dx 


deren  linke  Seite  gleich  dem  Differential quotienten  der  Differenz 
%{x)  —  fp(x)  ist.    Wenn  daher  die  Bezeichnung 
(5)  y,{x)-(f{x)  =  ü{x) 

gebraucht  wird,  so  geht  (4j  in  die  Gleichung 

(6,  ^  =  "- 

Aber.  Die  Function  f\x)  ist  für  das  von  a  bis  h  ansgedem 
Intervall  der  Variable  x  gegeben.  Aus  der  Voraussetzung,  dass 
sowohl  die  Function  <fix)  wie  die  Function  xix\  für  das  ganze 
Intervall  die  Gleichung  (1)  respective  (3)  erfüllen,  folgt  alsdann, 
dass  auch  die  Differenz  o{x)  innerhalb  des  ganxen  Intervalls  der 
Gleichung  (6)  geniige,  das  heisst,  einen  verschwindenden  Diffe- 
rentialquotienten habe. 

Jetzt  bleibt  zu  entscheiden,  ob  der  in  §  6  mit  i\)  be- 
zeichnete Satz  umgekehrt  werden  dürfe,  das  heisst,  ob  eine 
Function  v{x),  deren  Difforentialqnotient  für  ein  gewisses 
Intervall  der  Variable  gleich  Null  ist ,  innerhalb  desselben 
noihwcndig  constant  sei.  Es  wird  sich  zeigen,  dass  die  Frage 
unter  einer  noch  zu  erwähnenden  Bedingung  zu  bejahen  ist. 

Eine  Function  muas  innerhalb  des  ganzen  von  a  bis  6 
reichenden  Intervalls  von  ,/■  constant  sein,  sobald  illr  je  xwei 
in  demselben  angenommene  Werthe  u  und  ji  die  Gleichung 
i)(,i)=;r(ß)  besieht.  Für  eine  Function  v{x),  von  der  ange- 
nommen  wird,    dass   innerhalb  des   von  a  bis  b  ausgedehnten 

Intervalls  der  Variable  x  der  Differentialqnotient     -j--    gleich 
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XuU   sei,    wähle  man    zwei    beliebige    Werthe    der   Variable 

a  und  ft   schalte  zwischen  denselben  wie  in  §  18  eine  Folge 

von  Grössen  ein,  welche  wie  dort  bezeichnet  werden  und  ge- 
ordnet sind, 

and  stelle  die  Folge  von  Differenzenquotienten  auf 

\o)      > »  •  •  • • 

Sobald  die  Differenz  x^—x^  numerisch  beliebig  klein  wird, 
nähert  sich  der  erste  Quotient  dem  in  Bezug  auf  die  Variable 
^  genommenen  Differentialquotienten  der  Function  v{x)  für 
^  —  x^;  in  gleicher  Weise  convergirt  der  zweite  Quotient,  wenn 
^i  — a:,  numerisch  beliebig  klein  wird,  gegen  den  Differential- 
quotienten der  Function  v  (x)  für  x  =  Xi,  und  das  entsprechende 
gilt  ftr  jeden  in  (8)  vorkommenden  Quotienten.  Die  Voraus- 
setzung, dass  der  nach  der  Variable  x  genommene  Differential- 
quotient der  Function  v{x)  in  dem  ganzen  von  a  bis  b  ausge- 
dehnten Intervall  gleich  Null  sei,  betrifft  deshalb  jeden  Werth, 
der  zwischen  a  und  ß  liegt  oder  einem  von  diesen  Werthen 
gleich  ist.  Deshalb  convergirt  jeder  der  in  (8)  enthaltenen  Quo- 
tienten bei  beliebiger  Verkleinerung  der  im  Nenner  stehenden 
Differenz  als  Grenzwerth  gegen  die  Null.  Es  muss  also  der  nume- 
rische Werth  eines  jeden  Quotienten,  wofern  der  numerische  Werth 
des  Nenners  unter  eine  gewisse  kleine  Grösse  d  herabgeht,  beliebig 
Wein  werden.  Die  vorhin  erwähnte  Bedingung,  die  wir  nunmehr 

eintreten  lassen,  besteht  darin,  dass  der  Quotient  ^-^ ^ ^- 

Ar  jedes  zwischen  a  und  b  angenommene  Paar  von  Werthen 
^  und  a;  -f-  Ä  stets  numerisch  kleiner  werden  soll  als  eine  und 
dieselbe  beliebig  kleine  Grösse  /i,  sobald  die  Differenz  h  nume- 
risch kleiner  als  die  kleine  Grösse  d  ist.  Nachdem  durch  eine 
hinreichende  Vergrösserung  der  Zahl  n  und  entsprechende 
Annäherung  der  Zwischenwerthe  die  sämmtlichen  Differenzen 
^i"'^o>  ^2""^i>*  •^»■"^«-i  kJß'i^^r  als  3  geworden  sind,  folgen 
aus  der  festgesetzten  Bedingung  für  die  sämmtlichen  in  (8)  ent- 
l^tenen  Quotienten  die  Ungleichheiten 


(9) 
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Die  Difierenzen  Jj  —  x,,,  x^ — Xg,..x^  —  x,_,  haben  einerlei  Vor- 
zeichen ivie  die  Differenz  ,1—o.  so  dass  dureh  Multipiication 
jeder  Ungleichheit  mit  dem  betreffenden  Nenner  fUr  ,V— o>0 
die  Ungleichheiten  ^^ 

(10)      —  /( (x,  —xj    <v  (x,)  —  V  (arj    <  /( (X,  ~  X,)      ^H 

—  fi{x^~x,)    <u(a.-,)  — d(x,)     <fi{x,  —  x,)       ^1 

-  /'  (^.  -  ar_,)  <  f  K)  -  "  (^.^,)  <  ."  K  -  ^.-■). 

ftir  ii  —  a-<0  diejenigen   Ungleichheiten   entstehen,    welche  »ne 

(10)  durch  die  Vertausehung  von  —  ii  und  /*  erhallen  werden. 
Die  Addition  der  Ungleichheiten  (10)  ergiebt  durch  einen  mehr- 
fach benutzten  Schlnss  fUr  eine  positiTC  Ditferenz  ,*— «  dae 
Reanltat 

(11)  -  f,  {ß  -  a)<v(x^)  -  v{x„)<!i  (ß  -  et), 
während  bei  einer  negativen  Differenz  ß  —  o  auf  entsprecheude 
Weise  das  Resultat 

(11')  f,lß-a)<vix,)  -  v{x„)<-  fi{ß-a) 

hervorgeht.  Mithin  ist  die  Differenz  v{xj  —  vixg)^=v(ß) — v(a) 
immer  /.wischen  den  Griissen  —ft(ß  —  a)  nud  «  (ß  —  a)  einge- 
schlussen,  und  mus?,  weil  der  Werth  /i  unter  jede  Grösee  herab- 
gedrUckt  werden  kann  und  gleichzeitig  die  Differenz  ß  —  a 
endlich  ist,  selbst  unter  jede  noch  so  kleine  Griisse  herabsinken 
oder  gleich  Null  sein.  Unter  der  ani/egebetien  Vorautiseliung 
hestefä  also  der  Säte,  dass  eine  Function  v{x),  dereti  nach  x  ge- 
novtmener  IHfferentialquotietit  innerhalb  des  von  a  bis  h  ausge- 
dehnten Intervalls  von  x  gleich  Null  ist,  in  diesem  Intervall  einen 
eonsianten  Werth  Itahen  muss. 

Der  gegenwärtige  Satz  lässt  schliessen  dass  die  Differeiu 
Z{a")  — y(a;),  welche  nach  (5)  und  (6)  gleich  einer  Function 
o(z)  ist,  deren  Differentialquotient  für  dae  von  a   bis  b  auege- 
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dehnte  Intervall  von  x  verschwindet,  in  dem  ganzen  Intervall 
gleich  einer  Constante  sein  muss.  Wenn  die  Functionen 
(f[x)  und  x(x)  für  das  von  a  bis  h  reichende  Intervall  von  x 

die  Gleichung  (1)  so  erflillen,  dass    y(^  +  ^)-y(^)  _^(^)   bei 

h 

hinreichend   kleinem  h  für   jedes  x    unter  derselben    beliebig 

kleinen  Grösse  liegt,  und  — -- — L--^A-1 f(x)  der  gleichen 

h 

Forderung  gentigt,  so  entspricht  die  Differenz  x(a:)—<jp(a;)=(T(a;) 
den  Bedingungen  des  für  v{x)  bewiesenen  Satzes,  und  x{x) 
entsteht  aus  q>(x)  durch  Addition  einer  Constante  c.  Alle 
Auflösungen  der  Aufgabe  (1)  werden  alsdann  in  dem  Ausdrucke 
(2)  vermittelst  einer  einzigen  Auflösung  (f{x)  dargestellt. 

Diese  Betrachtung  lässt  sich  anwenden,  um  diejenige  Auf- 
lösung, welche  in  den  vorhergehenden  §§  nachgewiesen  und  als 
Grenzwerth  eines  Summenausdrucks  definirt  ist,  mit  einer  belie- 
^^S  gegebenen  Auflösung  zu  vergleichen.  Damit  die  Bezeich- 
nungen übereinstimmen,  werde  wieder  mit  ß  ein  veränderlicher 
Werth  angedeutet,  der  zwischen  einer  beliebigen  festen  Grösse 
0  und  der  gegebenen  Grösse  b  liegt,  und  ferner 

02)  W)=J  f{x)dx 

a 

g^tzt.  In  §  22  ist  am  Schlüsse  des  Beweises  von  Satz  (II)  aus 
der  für /"(a;)  vorgeschriebenen  Stetigkeitsbedingung  gefolgert,  dass 

derQnotient^^^'^^j"^'^^^^  falls  h  unter  einer  kleinen  Grösse  d 

h 

Megt,  von  der  Grösse  f{ß)  um  einen  Betrag  abweicht,  der  unter 
der  dort  eingeführten  beliebig  kleinen  Grösse  k  enthalten  ist. 
Diese  Thatsache  bedeutet  nichts  anderes,  als  dass  der  Ausdruck 

— — r —  —  —  f{x)f   sobald   h  kleiner  als  d  ist,   Itlr  jedes 

vorkommende  x  =  ß  unter  derselben  beliebig  kleinen  Grösse  A 
Weiht.  Wenn  daher  durch  eine  zweite  gegebene  Function  q)  (x) 
ftf  das  von  a  bis  b  reichende  Intervall  die  Gleichung 

(13)  ^-lf-=m 

in  der  Weise  erfüllt  wird,  dass  der  Ausdruck  li'I+.^liLfM  -f^x) 

h 
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bei  liinreichend  kleinem  h  fiir  jedes  vorkomineude  a;=(V  unter 
derselheu  beliebif;  kleinen  Grösse  enthalten  bleibt,  so  haben  die 
Functionen  il'(,x)  und  (f(_x)  die  EigengchHilen,  welche  vorhin 
von  den  Functionen  xi"^)  "nd  ifii.sc}  verlangt  wurden,  und  die 
Function  (p{ß]  muss  gleich  dem  Aggregat  von  ip{,i)  und  einer 
Constante  c  sein, 

(14)  H'{ß)  =  9(ß)  +  '^- 

Der  Werth  der  Conatante  c  kann  durch  die  Betraehtung 
eines  einzelnen  Falles  bestimmt  werden.  Das  Corollar  zu  dem 
Satze  (I)  des  §  22  hat  nach  der  jetzt  eingelilhrten  Ausdrucks- 
weise  den  Inhalt,  dass  das  über  eine  Fundion  f{x)  von  a  bis  ,1 
aus!/e<iehnte  Integral  gleich  Null  wird,  sobald  die  obere  Greme  (i 
mit  der  unteren  Grenze  a  £usammeti fällt.  Daher  verschwindet 
das  Integral  4'{<'h  "id  bei  der  Substitution  des  WerthcB  ß^a 
in  (14)  entsteht  die  Gleichung 

(15)  0=g=(a)  +  c, 

vermöge  welcher  die  Constante  c  gleich  dem  negativ  genom- 
menen Functionewerthe  (p{a)  ist.  Die  Subtraction  der  Gleichung 

(15)  von  der  vorhergehenden  (14)  erzeugt  aber  die  folgende  Darstel- 

/"* 
inng  des  Integrals  tp((l)  oder/  f{x)dx  dnrcb  die  Function 9>(a;) 

(16)  J"md{.r)  =  rr{ß)  -  fr(a).  -«■ 

Mit  der  vorstehenden  Gleichung  öffnet  sich  der  Einblick 
in  die  Verknüpfung  zwischen  dem  Integral,  welches  über  eine 
Function  f{x)  zwischen  den  gewählten  Grenzen  a  und  ß  ge- 
nommen wird,  und  einer  gegebenen  Function  y(j),  deren  Dif- 
ferentiaiquotient  gleich  der  vorgeschriebenen  Function  f{x)  ist. 
Ersetzt  man  die  als  veränderlich  geltende  obere  Grenze  ß  des 
Integrals  durch  das  Zeichen  x,  so  folgt  fUr  die  Function  if{x) 
die  Darstellung 

(16.) 


,f[x)  =  ff{a)+  ff{x)dx. 


Es  wird  daher  jede  Function  (f  (j),  deren  Differentialquo- 
tient gleich  der  betreffenden  Function  ({x)  ist,  erhalten, 
indem    man     zu     dem    von    a    bis  x   ausgedehnten    Integral 
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?on  f{x)  die  Coustante  ^  (a)  hinznaddirt.  Das  um  eine  Con- 
staute  yennehrte  von  einem  beliebigen  Werthe  a  bis  zu  dem 
Werthe  x  genommene  Integral  der  Function  f(x)  wird  ein  unbc' 
sümmtes  Integral  der  Function  f{x)    genannt   und   durch   das 

Zeichen  1  f{x)  dx  angedeutet,  so  dass  die  Gleichung  (16»)  in  die 

Gleichung 

(16b)  (p(x)=ff(x)dx 

übergeht;  vermöge  derselben  heisst  die  Function  (p(x)  ebenfalls 
ein  unbestimmtes  Integral  der  Function  f(x).  Dagegen  hat 
Aw  V(m  der  Greme  a  bis  eu  der  Grenae  ß  ausgedehnte  Integral 
i^ Function  f{x),.  welches  als  Grenewerth  eines' Sumntenausdruchs 
ä^nirt  worden  ist,  den  Namen  eines  innerhalb  der  Grenzen  a 
^  ß  genommenen  oder  bestimmten  Integrals.  Die  Gleichung 
(16)  verwandelt  sich  durch  die  angegebenen  Benennungen  in  den 
Sats,  dass  das  von  der  Grenze  o  bis  zu  der  Grenze  ß  ausge- 
^dnUe  bestimmte  Integral  der  Function  f{x)  gleich  der  Differenz 
ww  den  Werthen  des  zugehörigen  unbestimmten  Integrals  q>(x) 
^y  wdche  der  unteren  und  der  oberen  Grenze  entsprechen;  bei 
dieser  Differenz  muss  der  zu  der  oberen  Grenze  gehörende 
Funäionswerth  positiv,  der  zu  der  unteren  Grenze  gehörende 
^gativ  genommen  werden.  Zugleich  leuchtet  ein,  dass  die  in  der 
^gm  Gleichung  (1)  enthaltene  Aufgabe  der  Integration  durch 
die  Bedingung  y  dass  die  gesuchte  Function  y  für  den  Werth 
^=a  einen  beliebigen  Werth  y^  annehme^  eindeutig  bestimmt  urird, 

^  dass  alsdann  die  Function  y  den  Ausdruck  y»  +  /  f{(io)dx 

a 

Www»/. 

Die  im  vorigen  §  ausgeflihrten  bestimmten  Integrationen 
sollen  jetzt  unter  dem  neu  gewonnenen  Gesichtspunkte  betrach- 
^t  Werden.  Dort  ist  die  Function  f{x)  gleich  der  mit  dem 
ganzen  oder  gebrochenen  Exponenten  h  gebildeten  Potenz  x^; 
^ie  Vollziehung  der  unbestimmten  Integration  bietet  keine  Schwie- 
"gkeiten  dar,  da  nach  der  Gleichung  (13)  des  §  12  für  den 
Differentialquotienten  einer  mit  dem  beliebigen  Exponenten  q 
gebildeten  Potenz  die  Bestimmung  gilt 
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Sobald  q  nicht   gleich  Null   ist,   dürfen   beide  Seiten  durch  q 
diyidirt  werden,  so  dass  die  Gleichung 


ä  (1. ." ) 


entsteht.  Hier  kann  llir  jeden  Werth  einer  Grösse  A-,  die  nega- 
tive Einheit  ausgenommen,  statt  des  Exponenten  q  der  Exponent 
t  +  1  geschrieben  werden ;  dadurch  erhält  man  die  Gleichung 


2 1_  -^rr   -1 


und  diese  sagt  aus,  dass  für  jeden  Werth  von  k  mit  Ausnahme 
der  negativen  Einheit  das  unbestimmte  Integral  der  Potenz  x 
durch  den  Ausdruck 

(20)  Ix  da;  =  ,  — -  -  -+■  const. 

bezeichnet  wird.  In  dem  Falle  ä:  =  —  1  giebt  dagegen  die  zu 
der  DiflFerentiation  des  Logarithmus  naturalis  dienende  Formel 
(44)  des  §  10  das  Resultat 

(21)  ^S— ^-'^ 


.— 1 


vermöge  dessen  das  unbestimmte  Integral  der  Potenz  x     gleich 
dem  Ausdrucke 

(22)  fx"^  dx  =  log  :r  4-  const. 

ist.    Der  Werth   des  innerhalb   der  positiven  Grenzen  a  und  ß 
zu  nehmenden  bestimmten  Integrals  der  Function  a:*  ist  jetzt  nach 

(16)  gleich  derDiflferenz  der  zugehörigen  Functionswerthe 


Ä:+  1 

oder  log  x,  je  nachdem  der  Exponent  k  von  der  negativen  Ein- 
heit verschieden  oder  derselben  gleich  ist.  Demnach  erhält  man 
beziehungsweise  die  erste  oder  zweite  der  Gleichungen 

(23)  /'f"  =  ^-:^r 


a 


(24)  fx~^dx=  ]oeß  -  log«. 
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» 

TOD  denen  die  erste  mit  der  Gleichung  (18),  die  zweite  mit  der 
Gleichung  (22)  des  vorhergehenden  §  zusammenfällt. 


1 2S.   Kauptsfttztt  der  BeohniiBg  mit  Inteir^alea.    Tran«- 
fmaattoii  «liies  Intei^als  doroh  IMnlUhrnng'  «Iner  naumi 

Variable. 

Nachdem  die  Begriffe  der  Differentiation  und  Integra- 
tion einer  Function  einer  variabelen  Grösse  entwickelt  sind, 
erinnern  wir  daran,  dass  in  §  1  ausgesprochen  ist,  die  Auf- 
gabe der  Differential-  und  Integralrechnung  bestehe  in  der 
Erforschung  der  Beziehungen  von  Grössen,  die  stetig  veränder- 
lich  sind,  die  beiden  Disciplinen  unterschieden  sich  indessen 
dorch  die  besondere  Art  der  zu  lösenden  Probleme  und 
durch  den  Character  der  hierbei  zu  überwindenden  Schwierig- 
keiten. Der  angedeutete  Unterschied  kann  jetzt  genauer  so  be- 
zeichnet werden,  dass  die  Aufgabe,  eine  gegebene  Function  in 
Bezng  auf  ihre  unabhängige  Variable  zu  differentiiren,  auf  die 
Anwendung  einer  beschränkten  Zahl  von  Regeln  hinausläuft, 
dass  dagegen  die  Untersuchung  der  durch  Integration  einer 
gegebenen  Function  entstehenden  Functionen  einen  unerschöpf- 
lichen Reichthum  neuer  jAufgaben  in  sich  schliesst.  Aus  dieser 
Ursache  nehmen  in  der  Rechnung  mit  Integralen  nicht  die  Vor- 
schriften zur  Ausführung  der  unbestimmten  Integration  sondern 
solche  Sätze  die  erste  Stelle  ein,  die  zu  der  Ergrün/iung  von 
Eigenschaften  der  Integrale  dienen.  Hierher  gehören  die  im 
Gange  der  Darstellung  bereits  mitgetheilten  Sätze  (I)  und  (II) 
des  §  22;  andere  werden  gegenwärtig  angeführt  und  bewiesen 
werden. 

(I)  Wenn  für  das  von  a  bis  b  ausgedehnte  Intervall  der 
'^(iriahle  x  zwei  eindeutige,  endliche  und  stetige  Functioneti  f(x) 
ttnd  g(x^  gegeben  sind,  wenn  die  Grössen  a  und  ß  beliebig 
^chen  a  und  b  gewählt,  und  die  auszuführenden  Integrationen 
^'ön  der  Grense  a  bis  £fu  der  Grenze  ß  genommen  werden,  so  ist 
^Integral  über  die  Summe  der  Functionen  f{x)  +  g(x)  gleich 
^  Summe  des  Integrals  über  f{x)  und  des  Integrals  über  g(x), 
ftrner  das  Integral  über  die  Differenz  der  Functionen  f{x)  —  g(x) 
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ffleich  tlem  Residtat  der  Subfraction  des  Integrals  über  g{x)  von 
dem  Integral  über  fix). 

Em  seien  wieder  i,  x^,. ..  x^_^  der  Reihe  oach  zwischen  den 
Grenzen  Xg^=a  nnd  x^  =  ß  eingeschaltet  ;  dann  sind  die  be- 
treffenden höstimmten  Integrale  nach  §  22  gleich  den  Grenawer- 
then  der  folgenden  äummenauadrlleke  bei  stets  wat^bsendur  Zahl 
n  nnd  beständiger  Annäherung  der  ZwiHchenwerthe: 


(1) 

/nx}d> 

■—\\m.{f(x^){x^- 

-«.)+■■ 

■  +  /■(«.- 

MK- 

».-,)) 

(2) 

fs(')i' 

t>=lim.(jr(«J(j,- 

■»,)  +  ... 

*9^'^: 

,)<.".- 

^■.-,))- 

(3) 

/'(A^)  +  ,»(»))ä« 

= 

lim.((/Ti,)+j(a-,))(a:,-j-,)+. 

..  +  (fl«. 

.-,HS^': 

.-,))<»■. 

-'.-,)) 

(4) 

/*(«»)- 

-gM)äx 

m 

= 

lim.WiJ 

-sW)^-*.l+  ■ 

■•+(«*, 

.-,)-3i'' 

.-,)(». 

-^.W 

Additiun,  hierauf  durch  Snbtraetion,  so  ergeben  sich  durch  eine 
SchlusBweise  die  zuerst  I,  §  Ifi  entwickelt  ist,  die  ku  beweisenden 
Gleich  nngen 

(5)  y  ltXx)+g(x))dx=J"nx)dx+f  g{x)äx 

(6)  f  [f[x)-g{x))dx=f  f{x)dx-f  g(x)dx. 

(11)  Das  von  a  bis  ii  über  das  Produet  aus  einer  Constante  e 
und  der  Function  f{x)  genommene  Integral  ist  gleich  dem  Produet 
aus  der  ConstatUe  c  und  dem  inmrhalb  derselbett  Grmeen  über 
die  Fundion  fix)  genommenen  Integral. 

VennOge  der  aufgestellten  Definition  hat  man 

(7)  f'cf[x]dx 
=]im.(cf^x„)^x^~x^)+cf\x^)(x^-x,^+...+c(\x,_^)ix^—x^J)). 

Durch   Maltiplication   der  obigen  Gleichung  (Ij  mit  der  Oonr 
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stante  c  entsteht  hiernach  mit  Hülfe  des  erwähnten  Schlnssver- 
fahrens  die  verlangte  Gleichung 

(8)  /  cf{x)dx=cj  f{x)dx. 

a  a 

(III)  Ein  Integral,  bei  dem  sich  die  eu  integrirende  Fundion 
ak  das  Product  von  ewei  Fadoren  darstellen  lässig  von  denen 
der  eine  f(x),   der  andere  der   vollständige  Differentialquotient 

-~  der  Function  g{x)  ist,  und  wo  f(x)  und  g{x)  die  für  den 

Satß  (I)  aufgestellten  Bedingungen  erfüllen,  wird  durch  eine 
Mähode,  wdche  man  die  theüweise  Integration  nennt,  folgender- 
fMssen  eis  das  Aggregat  eitles  von  dem  Integraleeichen  freien 
Ausdruckes  und  eines  anderen  Integrals  dargestellt: 

(9)  j  fix)^dx^f{ß)g{ß)-f{a)g{a)^J   ^9{x)dx. 

I)er  ToUständige  Differentialquotient  des  Products  der  Functionen 
fix)  und  g  {x)  hat  den  Ausdruck 

(10)       imi(^^img^^)+f(^)i^. 

ax  dx  dx 

Da  in  Folge  dessen  das  unbestimmte  Integral  der  auf  der 
lohten  Seite  befindlichen  Summe  von  Verbindungen  nach  dem 
vorhergehenden  §  gleich  f(x)  g  {x)  +  const.  ist,  so  wird  das  über 
die  rechte  Seite  von  a  bis  ß  genommene  Integral  durch  die 
Differenz  der  Functionswerthe  f{ß)g{ß)—f(!^)g{oi)  dargestellt. 
Mit  Hülfe  der  Abkürzung 

ai)  ^(ß)-^p(ci)=[q>{x)t 

erhält  man  demnach  die  Gleichung 

(12)     f{^-^9{x)+m%f)dx  =  [f(x)9{x)t' 

a 

Das  auf  der  linken  Seite  befindliche  Integral  ist  aber  nach 
dem  Satze  (I)  oder  der  Gleichung  (5)  als  eine  Summe  von  zwei 
htegralen  darstellbar 
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Snb8tituirt  man  in  (12)  und  bringt  das  eine  Integral  dnrcli 
Subtraction  auf  die  andere  Seite,  so  gebt  die  Gleichung 

(141       y/-(a:l^»^J^*dl=[/-|«)SU)]f-y-f^sWii«      fl 

hervor,  welche  mit  der  v.n  beweisenden  Gleichung  (9)  zn- 
ssmroenfällt. 

Ans  den  Sätzen  (I),  (II),  (III),  welche  für  bestimmte  Integrale 
fonuulirt  sind,  erhält  man  eorrespoudirende  Sätze,  die  sich  auf 
unbestimmte  Integrale  beziehen,  indem  man  statt  der  Grbäse  ß, 
durch  welche  die  obere  Grenze  der  Integrale  angedeutet  ist,  das 
Zeichen  x  einfuhrt,  und  vermöge  der  im  vorigen  §  aufge- 
stellten Definitionen  die  Bezeichnungen 

/  fix)dx  +  const  =  /  f(x)dx, 

I  g(x)dx+  const.  =  /  g{x)dx 

anwendet.    Alsdann   verwandeln  sich   die   obigen  Gleichungen 

(5),  (0),  |8),  (9),  reapective  in  die  folgenden, 

(50        f  (f(x)  + g{x))dx=J' fix)  äx+J'g(x)dx  + conat^-^ 
(6.)       f(f(x)-g{x,)dx=  ff  (_x)dx-f  g(x)dx +  iiOast 

(8.)       J  cf(x)dx  =  cff(x}dx  +  aoast., 

(9.)  /fix)  ^»jf  dx  =f{x}gix)  -f^f-  gis)dx+con^ 
welche  leicht  in  Worte  gekleidet  werden  können. 

(IV)  Sobald  die  eu  infegrirende  Function  fix)  innerhalb  des 
von  a  bis  (i  ausgedehnten  Intervalls  der  Integration  ihr  Vor- 
eeichen  nichi  ändert,  so  ist  das  Vorzeidien  für  den  Wertk  des 
eugehörigen  bestimmten  Integrals  von  vorne  herein  angebbar; 
es  wird  positiv  oder  negativ,  je  naettdem  das  Vorzeichen  der 
Function  fix)  und  das  Vorzeiche»  der  Differena  fl  —  a  gleich  oder 
entgegengesetzt  sind. 

Die  Riobtigkeit  der  Behauptung  folgt  unmittelbar  aus  der 
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Definitionsgleichnng  (1),  da  in  den  einzelnen  Summanden  des 
ZQ  bildenden  Ansdrueks  die  sämmtlichen   Funetionswerthe  f{x^j 

f(^i\"f(^n-i)  ^*^  gegebene  Vorzeichen,  und  die  sämmtlichen 
Differenzen  x^  —  Xq,  x^—x^,...  x^ — x^_^  das  Vorzeichen  der  Dif- 
ferenz ß'-a  haben. 

Für  den  Fall,  dass  man  das  unbestimmte  Integral  von 
f(x\  das  heisst  eine  Function  q){x)  kennt,  deren  nach  x  ge- 
nommener Differentialquotient  gleich  f{x)  ist,  dass  mithin  nach 

dem  vorigen  §  die  Gleichung  /   f{x)dx-=q>{ß)  —  q>  (a)    gilt, 


sich  der  gegenwärtige  Satz  so  aussprechen,  dass  bei  einer 
positiven  Differenz  ß — a  die  Differenz  y(/?)— 7>(a)  positiv  oder 
negativ  ausfällt,  je  nachdem  f{x)  dauernd  positiv  oder  dauernd 
negativ  ist.  Hieraus  ergiebt  sich,  rfoss,  wenn  der  Differential- 
quotient  fix)  einer  Function  q){x)  für  das  von  a  bis  b  gehende 
IntendU  sein  Voreeichen  nicht  ändert,  die  Function  q>{x)  innerhalb 
dieses  Intervalls  im  algebraischen  Sinne  beständig  wächst  oder 
händig  abnimmt,  je  nachdem  f{x)  positiv  oder  negativ  ist, 

(Y)  Ein  zwischen  bestimmten  Grenzen  genommenes  Integral 
9^  durch  Vertauschung  der  oberen  mit  der  unteren  Grenze  in 
den  entgegengesetzt  gleichen  Werth  über. 

f{x)dx    werde    das 

a 

f(x)dx  verglichen.    Zu  dem   Ende  ist  zwischen  ß 
nnd  a  eine  Reihe  von  Grössen  einzuschalten 

^Dd  für  diese  der  Summenausdruck  (1)  herzustellen,  so  dass  die 
Gleichung 

(16)  f^f{x)dx 

^Jitsteht.    Allein  es  hindert  nichts,  die  Grössen  (15)  in  der  Art 
Z11  wählen,  dass  sie  der  Reihe  nach  mit  den  Grössen 

(17)  x^=ß,  x^^,  x^__^,  ...X,,  x^^a 

zusammenfallen,  die  bei  der  Bildung  der  rechten  Seite  von  (1) 
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angewendet  sind.  Dadurch  kebrt  sieh  die  Ordnung  der  Zeiger 
nm,  und  die  Gleichungdöl  wird  zu  d<>r  folgenden 

(18)    fmdx 

Die  anf  der  rechten  Seite  befindliche  Summe  ist  aber  gleich 
der  in  die  negative  Einheit  multiplicirten  Summe  (2*J  in  §  20 

f{x,){x,~x^-\-f{x^){x^-x^)+...  +  f{xXx,-x^^;), 
welche  nach  einer  dortigen  Bemerkung  bei  wachsender  Zahl  n 
gegen  denselben  Grenzwerth  wie  die  auf  der  rechten  Seite  von 

(I)  stehende  Summe  convergirt,  und  daher  ebenfalls  das  Integral 

/  f(x)dx  reprUaentirt.  Daher  gilt  die  zu  begründende  Gleichung 

(19)  j"f(x]dx=-J''f{x)dx. 

(VI)  Es  beeächne  fr  einen  emschen  den  Greneen  a  and  ß 
eines  bestimmten  Integrals  behellig  angenommenen  Werth,  dann  ist 
das  über  die  gegebene  Function  f{x)  von  a  bis  /i  ausgedehnte 
Integral  gleich  der  Summe  der  beiden  über  dieselbe  Function 
ausgedehnten  Integrale,  von  denen  das  erste  von  a  bis  ß,,  das 
eweite  von  /?,  bis  ß  geht. 

Der  Beweis  des  Satzes  ist  am  Ende  des  §  20  geltlhrt. 

(VII)  Der  nach   der  oberen  Grenze  ß  genommene  Differm- 

tialguotient  des  bestimmten  Integrals  j  f{x)dx    ist    gleich    dem 

eu  der  oberen  Grenze  gdtörenden  Funetionstcerth  f(ß).  Der  nach 
der  unteren  Greme  a  genommene  Differentialquotient  desselben 
Integrals  ist  gleich  dem  mit  der  negativen  Einheit  multiplieirte» 
£u  der  unteren  Grenee  gehörenden  Functionswerth,  —/*("). 

Während  sich  der  erste  Thoil  des  Satzes  mit  dem  Satze 

(II)  des  §  22  deckt,  lässt  sich  der  zweite  Theil  auf  ähnliche 
Art  beweisen.  Man  schalte  zwischen  «  und  ß  die  Grösse  u  +  h 
ein,  80  liefert  der  Satz  (VI)  die  Gleichung 

(20)  J"nx)dx=f"f(x)dx+J"}{x)dx. 
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Insofern  die  untere  Grenze  a  des  Integrals  fUr  veränderlich,  die 
obere  ß  für  unveränderlich  gilt,  möge  dasselbe  als  die  Function 
w  (a)  bezeichnet  werden,  wodurch  (20)  die  folgende  Gestalt  an- 
nimmt 

/a+A 


a 


Hiernach  entsteht  für  die  DiflFerenz  fti(a  -f-  A)  —  (xi{ci)  der  Ausdruck 

/«+A 
f{x)dx. 

a 

Indem  man  hier  die  Betrachtungen  wiederholt,  welche  in 
§  22  an  die    dortige   Gleichung  (6)  angeknüpft   sind,   gelangt 

man  zu  dem  Resultat,  dass  der  Quotient  — ^ 1_ ^  bei 

numerisch  abnehmendem  h  zwischen  zwei  Grössen  eingeschlossen 
ist,  die  von  dem  negativ  genommenen  zu  a  gehörenden  Functions- 
werthe  — f(a)  beliebig  wenig  abweichen.    Der  nach  der  unteren 

Grenze  a  genommene  Differentialquotient  des  Integrals  /  f(x)dx 

a 

ist  also  gleich  der  Grösse  —  /*(a),  wie  behauptet  worden  war. 

(VIII)  Wenn  eine  von  ahis  ß  sti  integrirende  Function  als 
^  Product  von  zwei  Factor en  p  (x)  q  {x)  dargestellt  werden  kann, 
^cn  jeder  innerhalb  des  Intervalls  der  Integration  eindeutig, 
^ich  und  stetig  ist,  von  denen  ferner  in  demselben  IfUervdll 
^  erste  sein  Voreeichen  nicht  ändert,  der  zweite  algebraisch 
^cken  den  Grössen  M  und  N  enthalten  bleibt,  so  ist  der  Werth 

^  Integrals  /  p{x)q  (x)  d  x    algebraisch    zwischen    denjenigen 

a 

Grössen  eingeschlossen,  die  entstehen,  indem  man  dctö  über  die 
^tt«c<Mm  p  (x)  ausgedehnte  Integral  /  p(x)dx  das  eine  Med  mit 


u 


^  Grösse  M,  das  andere  Mal  mit  der  Grösse  N  multiplicirt. 

Die  in  dem  Satze  gemachte  Annahme  bewirkt,  dass,  falls 
iI<N  ist,  die  beiden  Differenzen  q(x)  —  M  und  N — q{x) 
iQBerhalb  des  ganzen  von  a  bis  ß  erstreckten  Intervalls  der 
Ijitegration  positiv  sind.  Wenn  man  daher  jede  derselben  mit 
dcf  Function  p(x)  multiplicirt,  so  haben  beide  Producte  noth- 

I<lpMhiti,  Analysis  II.  9 
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wendig  das  Vorzeichen  von  p  {x\  In  Folge  dessen  lässt  sich 
durch  den  Satz  (IV)  das  Vorzeichen  der  beiden  ttber  diese  Pro- 
dacte  ausgedehnten  Integrale  bestimmen.  Je  nachdem  das  Vor- 
zeichen von  p(x)  und  der  Differenz  li—a  zusammenfallen  oder 
nicht,  sei  €=1  oder  =  —  1;  dann  wird  jedes  der  beiden  In- 
tegrale, mit  e  multiplicirt,  gleich  einer  positiven  Grösse,  oder  in 
Zeichen 

{2S)Bjp(x)  (q{x)  —  M)dx>Q,    t  fp{x)(N-''q(x))  dx>0. 


a  a 


Die  zu  integrirende  Function  ist  hier  beziehungsweise  gleich 
der  Differenz  p{x)  q(x)  —  Mp(x)  und  Np(x)  —p{x)q(x).  Man 
darf  nun  vermöge  des  Satzes  (I)  statt  jedes  Integrals  eine 
entsprechende  Differenz  von  zwei  Integralen  substituiren, 

(24)  €  / p(x)q{x)dx  —  €/Mp(x)dx>>Oj  e  / Np(x)dx  —  e  I p{x)q{x)c 


a  a  a 


hierauf  nach  dem  Satze  (II)  sowohl  die  Constante  M  wie  auch 
die  Constante  N  vor  das  betreffende  Integralzeichen  setzen, 
und  schliesslich  die  beiden  Ungleichheiten  ableiten 

(25)  e  rp{x)q(x)dx>eM I p(x)  dXf    eN  I p{x)dx>e  1  p(x)q{x)dx, 


u  .  a  n 


welche  bei  6  =  1  die  Ungleichheiten 

p{x)  dx <z/ p{x)q(x)  dx<:N I p{x)  dx, 

u  a  n 

bei  €  ^=  —  1  die  Ungleichheiten 

p{x)  dx  <  fp{x)q{x)dx<M  fp(x)dx 

a  a  tc 

ausdrücken,  und  daher  in  beiden  Fällen  den  Inhalt  des  zu  be- 
weisenden Satzes  darstellen. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Function  p(x)  gleich 
der  positiven  Einheit  genommen  wird,  geht  das  Integral  ^p(x)  dx 

in  den  Werth  der  Differenz  ß—a  über,  und  der  gegenwärtige 
Satz  (VIII)  verwandelt  sich  in  den  Satz  (I)  des  §  22.  Dem  im 
Eingange   des   §  22   hervorgehobenen  Bcdürfniss,   für  ein   ge- 
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gebenes  bestimmtes  Integral  Grössen  zu  erhalten,  innerhalb 
deren  sein  Werth  eingeschlossen  ist,  entspricht  der  Satz  (VIII) 
in  vollkommenerer  Weise,  als  der  erwähnte  specielle  Satz,  weil 
eine  vorgelegte  zu  integrirende  Function  je  nach  dem  zu  er- 
reichenden Zweck  auf  verschiedene  Arten  als  das  Product  einer 
Function  von  ungeändertem  Vorzeichen  und  eines  vollstUndigen 
Differentialqnotienten  dargestellt  werden  kann. 

(IX)   ün  hestimmies  Integral  1  fix)  dx  kann  durch  Finfüh- 


a 


nmg  einer  neuen  Integrationsvariahle  in  ein  anderes  transformirt 
v:erden.  Es  sei  die  Integrationsvariable  x  gleich  einer  stetigen 
Fmciim  xif)  ^*^^  Variable  t;  während  t  beständig  wachsend 
oder  abnehmend  von  einem  Werthe  q  eu  einem  Werthe  a  fort- 
schreitäj  bewege  sich  x  ebenfalls  beständig  wachsend  oder  abneh- 
mend von  dem  Werthe  a  zu  dem  Werthe  ß;  innerhalb  des  he- 
eäclmeten  Iniervalls  sei  die  Differenz  zwischen  dem  Quotienten 

~ — ^^-  und  dem  Differenticdquotienten  ^^^  für  ein  nu- 
merisch hinreichend  kleines  h  numerisch  kleiner  als  dieselbe  be- 
li^g  Ideine  Grösse  k;  dann  verwandelt  sich  das  gegebene  Integral 


/' 


f[x)dx   durch  Einführung   der   Variable  t  in   das  Integral 

Indem  zwischen  den  Werthen  q  und  o  der  Variable  t  eine 
Reihe  von  auf  einander  folgenden  Grössen  eingeschaltet  wird, 

entstehen  für  die  Variable  x  die  entsprechenden  Werthe 
(29)   a=x^  =  x(t\  x,  =  x{t,\..,x,^,=x{K^,\  ß=x„  =  x{K); 
setzt  man  diese  in  die  Definitionsgleichung  (1)  des  zu  transfor- 
^irenden  bestimmten  Integrals  ein,   und  dividirt  und  multipli- 
^rt  die  auf  einander   folgenden    Glieder    respective   mit  den 

Differenzen  ^j —^„,  ^g  —  ^,,. . .,   so   gelangt  man   zu   der  Glei- 
chung 
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(30)  Jf{x)  ix 


a 


x{h)-x{Q  ,^    ,,  .     .  ,_,    ..xiO-xdn-i) 


=  lim.(A3:(0)  — 1 — -. —  (^1-0  +.-  +  Ax(^,_i))  -  -  7 — ^ ^K-K- 

Der  Grenzwerth  ist  vermöge  der  getroffenen  Voraussetzungen 
in  der  Weise  zu  bilden,  dass  die  Anzahl  n  ohne  Ende  wächst, 
und  die  Grössen  (28)  einander  beständig  genähert  werden.  Be- 
zeichnet man  den  Differentialquotienten  -4^    mit  x'(0»  so  folgt 

aus  der  über  seine  Beschaffenheit  gemachten  Annahme,  dass 
für  die  auf  der  rechten  Seite  von  (30)  vorkommenden  Quotienten 
die  Ungleichheiten  gelten 

(31)  z'(0     -A<  ^(^)--^(^-°)  <y'(<,)  +  A 

n  «._,)  -  A  <  ^'^-^f-^  <  X'  (<._,) + A. 

Es  ist  festgestellt  worden,  dass  die  sämmtlichen^Differenzen 
^1 "~  Ky  *«""  ^i>  •  •  •  dasselbe  Vorzeichen  haben,  welches  durch 
die  Differenz  a — q  bestimmt  wird,  und  welches  wir  ohne  Beein- 
trächtigung des  zu  liefernden  Beweises  positiv  voraussetzen 
können.  Alsdann  wird  die  rechte  Seite  von  (30)  verkleinert, 
sobald  man  den  als  Factor  des  Functionswerthcs  f(x{t))  auftre- 
tenden Quotienten  für  einen  positiven  Functiouswerth  verkleinert, 
für  einen  negativen  vergrössert;  durch  das  umgekehrte  Ver- 
fahren wird  sie  vergrössert.  Bedeutet  nun  A  eine  positive 
Grösse,  welche  jeden  der  vorkommenden  Functionswerthe  /*  (x  (/)) 
numerisch  übertrifft,  so  folgt  aus  dem  Obigen,  dass  die  rechte 
Seite  von  (30)  zwischen  zwei  Grössen  enthalten  ist,  welche  er- 
zeugt werden,  indem  man  zu  der  Summe 

(32)  f(x{t,))  x'iQ  it-t,)+..+f{x(t„_,))  x'{t,_,)  it,-t^,) 

den  Werth  AX(a  —  Q)  negativ  oder  positiv  hinzufügt.  Bei  Ver- 
grösserung  der  Zahl  n  und  beständiger  Abnahme  der  Diffe- 
renzen ^i  — ^0,  fi  —  ^i,"  wird  aber>-,  während -4  und  a—^  un- 
geändert  bleiben,  beliebig  klein,  so  dass  sich  der  Ueberschuss 
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Alia  —  Q)  beliebig  der  Null  nähert.  Gleichzeitig  convergirt  die 
Summe  (32)   gegen   einen  Grenzwerth,   welcher  das  bestimmte 

Integral 

a 


(33)  f  f  (X{t))  %•  (f)  dt 


O 


darstellt.  Mithin  fällt  der  Werth  des  gcgel)enen  Integrals  mit 
dem  Werthe  des  vorliegenden  zusammen^  und  das  war  behauptet 
worden. 

Die  abgeleitete  Transformationsgleichung  eines  Integrals 
gewinnt  an  Durchsichtigkeit,  sobald  in  dem  transformirten  In- 
tegral (33)  fllr  xii)  das  Zeichen  x  beibehalten  und  für  den  Dif- 

dy(t)  dx 

ferentialquotienten     ^      das  entsprechende  Zeichen  -    gebraucht 

wird;  dadurch  bekommt  sie  die  Gestalt 
(34)  ß^^~^äx=f}{x)  -f^-dt. 


a  0 


Da  ferner  die  obere  Grenze  o  derjenige  Werth  von  t  ist,  zu 
welchem  als  Werth  von  x  die  obere  Grenze  ß  gehört,  so  crgiobt 
sieh  für  das  betreffende  unbestimmte  Integral  die  Transforma- 
tionsgleichung 

(35)  ff{x)  dx  =ff{x)  -f-  dt, 

die  mit  der  Regel  des  §  12,  nach  welcher  die  Function  einer 
Function  differentiirt  wird,  correspondirt. 

9  26.    Satz  vom  Mittelwerthe. 

Man  kann  den  Satz  (VIII)  des  vorigen  §,  welcher  fllr  den 
Werth  eines  bestimmten  Integrals  zwei  Ungleichheiten  liefert, 
vermittelst  einer  gewissen  Modification  in  die  zur  Anwendung 
l^qnemere  Gestalt  einer  Gleichung  bringen.  Dort  wurde 
angenommen,  dass  die  mit  q(x)  bezeichnete  Function  für 
das  von  a  bis  ß  ausgedehnte  Intervall  algebraisch  zwischen  den 
Grössen  M  und  N  liege.  Mithin  darf  man  sich  die  Grössen  M 
önd  N  80  gewählt  denken,  dass  die  Function  q  (x)  in  dem  be- 
freffenden  Intervall  zwar  gleich  M,  aber  nie  kleiner  als  Mj  und 
ausserdem  zwar  gleich  N,  aber  nie  grösser  als  N  werden  kann. 


134  Satz  vum  Mittelwerthe.  §  26. 

Diese  Voraussetzung  möge  jetzt  gelten,  so  dass  in  jenem  In- 
tervall die  Grösse  M  den  kleinsten  oder  einen  der  unter  ein- 
ander gleichen  kleinsten  Werthe,  die  Grösse  N  den  grösten  oder 
einen  der  unter  einander  gleichen  grösten  Werthe  von  q{x)  dar- 
stellt. Im  vorigen  §  wurde  die  positive  oder  negative  Einheit  t  so 

definirt,  dass  das  Integral  el  p{x)äx  einen  positiven  von  Nall 

a 

verschiedenen  Werth  bekommt.  Die  Division  desselben  in  den 
Werth  des  Integrals  e  /  p{x)  q(x)dx  liefert  daher  einen   voU- 


tt 


kommen  bestimmten  Quotienten 

e I  p{x)q(ic)  dx 
(1)  ^--, =  R, 


s  / p{x)  da 


a 


für  welchen  aus  den  Ungleichheiten  (25)  des  vorigen  §  die  Un- 
gleichheiten 

(2)  M<R<:N 

folgen.  Vermöge  der  so  eben  hinzugefügten  Voraussetzung  wird 
bei  jeder    von   beiden  Ungleichheiten    der  Fall  der  Gleichheit 
nicht  ausgeschlossen,  was  wir  durch  die  Zeichen 
(2*)  M<R<N 

andeuten.  Demnach  ist  die  Grösse  R  algebraisch  zwischen  dem 
kleinsten  Werthe  M  und  dem  grösten  Werthe  ^V  enthalten,  den 
die  Function  q(x)  in  dem  von  a  bis  (i  ausgedehnten  Intervall 
empfängt.  Wofern  nun  aus  der  BeschaflFenhcit  der  Function  g(x) 
geschlossen  werden  kann,  dass  dieselbe,  während  die  Variable  x 
von  a  bis  ß  fortschreitet.  Jedem  zwischen  M  und  N  enthaltenen 
Werthe  wenigstens  ein  Mal  gleich  wird,  dann  muss  sie  aach 
wenigstens  ein  Mal  gleich  jenem  Werthe  R  werden.  Gesetzt 
dies  geschehe  für  den  Mittelwerth  der  Variable  a  -{-  ß  (ß  —  a), 
wo  S  eine  zwischen  Null  und  der  positiven  Einheit  liegende 
Grösse  bedeutet,  so  ist  die  Grösse  R  gleich  einem  Mittdwertke 
der  Function  q  {x\  der  eu  dem  von  a  bis  ß  atisgedehnten  Intervall 
der  Variable  x  gehört^  und  man  hat 

(3)  ü=ä(o+fl(//-a)). 
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Diese  Gleichung  vertritt  die  Ungleichheiten  (2*).  Es  entsteht 
daher,  sobald  man  fUr  R  den  in  (1)  angegebenen  Quotienten 
einfuhrt  und  den  Nenner  durch  Multiplication  entfernt,  an  Stelle 
der  im  vorigen  §  bewiesenen  Ungleichheiten  (25)  die  Gleichung 

l*!)  JP  W  9  (^)  dx=q(a'\-e [ß—  a))  fp (x)  dx. 


a  a 


Sie  enthält  den  folgenden  Satz,  welchen  man  den  Säte  vorn  Mit- 
telwerthe  nennt: 

Wenn  eine  von  a  bis  ß  eu  integrirende  Fumtion  als  ein 
hoduä  von  ewei  Factoren  p(x)q(x)  dargestellt  werden  kann^ 
deren  jeder  innerhalb  des  Intervails  der  Integration  eindeutig^ 
endlich  und  stetig  ist,  von  denen  femer  der  erste  in  demselben 
IntervdU  sein  Vorzeichen  nicht  ändert,  so  ist  der  Werth  des  Inte- 
grals I p{x)q {x)  dx  gleich  dem  Product  aus  dem  Integral  1  p {x)  dx 

a  a 

w«rf  6nem  zu  detn  Integrationsintcrvall  gehörend(m  Mittdwcrthc 
der  Function  q(x). 

Zu  der  vollständigen  Begründung  dieses  Satzes  fehlt 
noch  der  Beweis  des  Postulats,  dass  die  in  dem  von  a  bis 
ß  ausgedehnten  Intervall  von  x  eindeutige,  endliche  und  stetige 
Function  q{x\  wenn  die  Variable  x  jeden  zwischen  a  und  ß 
'befindlichen  Werth  annimmt,  mit  Nothwendigkeit  wenigstens 
ein  Mal  jedem  beliebigen  Werthe  gleich  wird,  der  zwischen  dem 
kleinsten  Functionswerth  M  und  dem  grösten  Functionswerth 
*V  enthalten  ist.  Der  Beweis  lässt  sich  unter  Voraussetzungen 
in  Betreff  der  Function  q{x),  wie  sie  in  §  21  für  die  Function 
fix)  gemacht  sind,  in  der  folgenden  Weise  führen.  Wir  be- 
trachten zuerst  eine  Function  q(x\  die  innerhalb  des  von  a  bis 
ß  erstreckten  Intervalls  entweder  beständig  wächst  oder  be- 
ständig abnimmt.  Wenn  q{x)  die  Eigenschaft  hat,  während  x 
sich  von  a  bis  ß  bewegt,  beständig  zu  wachsen,  so  erzeugt  die 
Einschaltung  der  Reihe  von  auf  einander  folgenden  Werthen 
Xo'^o,  x^j  x^j  ...  ^„_,,  x„=ß  eine  Reihe  von  Functionswerthen, 
von  denen  q{a)  =  3I  der  kleinste,  q(ß)=N  der  gröste  ist,  und 
die  der  Ordnung  nach  die  Ungleichheiten  erfüllen 

(5).       M==qia)<q{x,)<q{x,)  . . .  <:q{x,^,)<q{ti)=-N. 
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Die  Stetigkeit  der  Function  q{x)  bringt  es  mit  sieb,  (la»8, 
sobald  die  Differenzen  x^ — a,  x^  —  Xp  ..ß — x^_^  säuiuitlich 
numeriseh  nnter  einer  beliebig  kleinen  GrHsee  liegen,  die  ent- 
sprecbenden  Differenzen  der  Functionswertbe 

q(x,)—qia),  q{x^)-q{x^\  . .  .q[ff)-q(x^_,) 
ebenfaÜB  numerisch  beliebig  klein  werden.  Uierzn  wird  uocb 
die  Beilingnng  hinzugefügt,  welche  bei  den  in  der  Analjsis  vor- 
kommenden Functionen  in  der  Kegel  erfüllt  ist,  dass,  wenn  die 
Differenzen  der  Wertbe  der  Variable  sämmtiicb  kleiner  als  eine 
Grösse  d  sind,  die  entsprechenden  Differenzen  der  Functions- 
werthe  nnter  dieselbe  beliebig  kleine  GrUsse  l  herabsinken;  die 
gegenwärtig  vorgenommene  Einschaltnng  sei  so  eingerichtet,  dass 
sie  der  genannten  Voraussetzung  genügt. 

Nun  bezeichne  E  einen  beliebigen  algebraisch  zwischen 
M  und  N  enthaltenen  Werth ;  es  soll  die  F^xistenz  eines 
Werthea  von  x  nachgewiesen  werden,  lUr  welchen  q(x)^R  ist. 
Der  Werth  li  werde  seiner  algebraischen  Grösse  nach  mit  den 
Fnnctionswerthen  q{a],  qix,},  ■■■q(x^_,),  gd"^)  verglichen.  Ent- 
weder ist  E  einem  der  betreffenden  Werthe  selbst  gleich;  in 
diesem  Falle  hat  man  den  Wertb  von  x,  für  welchen  q{x)=R 
wird,  liirect  gefunden  und  damit  ist  das  Postulat  selbstverständ- 
lich erledigt,  Oder  R  ist  keinem  der  gewShIten  Functionswertbe 
gleich;  dann  niuss,  weil  B  zwiaehen  M  und  N  enthalten  ist, 
nnd  weil  die  Ungleichheiten  (5)  besteheih,  die  Grösse  71 /.wischen 
zwei  bestimmten  von  jenen  Fnnctionswerthen  q{x^)  und  q(,^^.,) 
eingeschlossen  sein,  so  dass  die  Ungleichheiten 
(6)  q{xj<ß<q{x„^,) 

gelten.  In  Folge  der  getroffenen  Voraussetzung  ist  hier  die  Diffe- 
renz x^^, — x^  numerisch  unter  cJ,  die  Differenz  2(a;^^^i) — g(x^ 
numerisch  unter  i.  gelegen.  Es  hat  daher  sowohl  die  Dif- 
ferenz i2 —  q{xj)  wie  die  Differenz  5('''„+i)— -fi  einen  unter 
der  beliebig  kleinen  Grösse  l  enthaltenen  numerischen  Werth. 
Mitbin  wird  die  Gleichung  q{x)  —  R=0,  sowohl  durch  den 
Wertb  x^x^  wie  auch  dnrch  den  Werth  a;=j;^  ,  mit  beliebi- 
ger Genauigkeit  erfüllt,  der  Unterschied  j-,,^,—^^  ist  gleichzeitig 
beliebig  klein,  nnd  desshalb  wird  der  gesuchte  Werth  sowohl 
durch  x^  wie  durch  i„^,  mit  beliebiger  Genauigkeit  dargestellt. 
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Das  Postulat  ist  also  auch  für  den  zweiten  der  unterschiedenen 
Fälle  erwiesen. 

Wofern  die  Function  q(x)  so  beschaffen  ist,  dass  sie, 
während  x  von  a  bis  ß  läuft,  stets  abnimmt,  so  wird  der  ge- 
wünschte Zweck  durch  eine  genau  entsprechende  Betrachtung 
erreicht.  Wenn  die  Function  q(x)  in  dem  von  a  bis  ß  ausge- 
dehnten Intervall  mehrere  Male  vom  Wachsen  zum  Abnehmen 
übergeht,  sind  diejenigen  Intervalle  zu  sondern,  in  welchen  die 
Function  fortwährend  zunimmt,  ferner  diejenigen,  in  welchen 
8ie  fortwährend  abnimmt,  und,  falls  solche  vorkommen,  die- 
jenigen, in  welchen  die  Function  ihren  Werth  nicht  ändert  oder 
constant  bleibt.  Wir  setzen  voraus,  dass  die  Anzahl  der  Inter- 
valle von  jeder  der  drei  Arten  eine  beschränkte  sei.  Der 
kleinste  Werth  M  und  der  gröste  Werth  N,  welchen  die 
Function  q(x)  in  dem  ganzen  von  a  bis  ß  reichenden  Intervall 
annimmt,  bilden  alsdann  in  einem  oder  in  mehreren  durch 
die  Zerlegung  entstandenen  Intervallen  äusserste  Werthe,  und 
zwar  sind  sie  die  äussersten  unter  allen,  welche  in  den 
einzelnen  Intervallen  als  solche  Werthe  erscheinen.  Ein  be- 
liebig gegebener  algebraisch  zwischen  M  und  N  enthaltener 
Werth  R  ist  jetzt  zunächst  mit  den  äussersten  Werthen  der 
vorhandenen  einzelnen  Intervalle  zu  vergleichen,  und  muss 
nothwendig  zwischen  den  äussersten  Werthen  von  wenigstens 
6iuem  dieser  Intervalle  gelegen  sein,  kann  aber  auch  zwischen 
den  äussersten  Werthen  von  mehr  als  einem  Intervall  vorkom- 
inen.  Für  jedes  einzelne  Intervall,  das  die  Eigenschaft  hat, 
da88  R  zwischen  dessen  äussersten  Werthen  liegt,  lässt  sich 
wieder  eine  der  angestellten  ähnliche  Betrachtung  durchführen, 
und  jedes  Mal  ergiebt  sich  daraus  die  Bestimmung  eines  Werthes 
a;,  durch  welchen  die  Gleichung  q{x)  —  R^^=0  erfüllt  wird. 
Hiermit  ist  das  in  Rede  stehende  Postulat  in  dem  bezeichneten 
Umfange  erwiesen  und  ebenso  auch  der  Satz  vom  Mittelwerthe 
gerechtfertigt. 
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Entwicfcelang  von  Functionen  eiuer  rariabeln  Grossd" 

in  Potenzreihen. 
§  27.    Tayloraob«r  Satz  mit  volUt&ndlgem  Restaudmok. 

Die  Methodoii  i\v»  DiftVrcntüreiis  und  Iiitegriri.'iis  /.eielinen 
sich  dadurch  aus,  dass  mit  ihrer  llulfe  verschiedene  Gattungen 
von  Aufgaben  gelüBt  werden,  die  ohne  die  Zuziehung  der  Infi- 
nitesimalrechnung von  einander  unabtiängig  zu  sein  scheinen. 
Als  Bestätigung  hiervon  lassen  sich  aua  dem  Bisherigen  die 
beiden  geometrischen  Grundprobleme  anführen,  an  eine  beliebige 
ebene  Cnrve  in  einem  bestimmten  Punkte  eine  berührende  Linie 
za  constrniren,  und  den  Inhalt  eines  von  einer  beliebigen  Carve 
begrenzten  ebenen  FlächeustUcks  zu  messen,  welche  Probleme 
einzeln  zu  überwinden  so  grosse  Anstrengungen  verursacht  hat. 
Eine  fernere  Bestätigung  wird  durch  die  Behandlung  der  Auf- 
gabe erhalten,  auf  welche  1,  §  112  hingewiesen  wurde,  und  die 
dahin  geht,  eine  bestimmte  gegebene  Function  einer  variabcln 
Grüsse,  falls  dies  mi5glich  ist,  in  eine  nach  den  ganzen  positi- 
ven Potenzen  der  Variable  fortschreitende  Reihe  zu  entwickeln. 

Wie  in  dem  vorigen  Capitcl  sei  für  das  von  o  bis  b  aus- 
gedehnte Intervall  der  Variable  x  eine  eindeutige,  endliehe  and 
stetige  Function  ('(x)  gegeben.  Ausserdem  wird  angenommen, 
dass  innerhalb  desselben  Intervalls  der  erste  auf  x  bezügliche 
Differentialquotieut  von  f(x)  als  eindeutige,  endliche  und  stetige 
Function  von  x  vorliege;  später  wird  in  gleicher  Weise  das 
Vorhandensein  der  Ditferentialquotienten  der  successiven  höhe- 
ren Ordnungen  vorausgesetzt  werden,  nnd  zwar  bedienen  wir 
uns  der  in  §  16  erklärten  von  Lagrange  eingcföhrten  Bezeich- 
nungen/"'(ar), /'"(a;),  ...f^''^(x).  Indem  nuu  x  und  x  +  h  zwei 
innerhalb  des  bezeichneten  Intervalls  liegende  Werthe  bedeuten, 
suchen  wir  zuerst  den  Wcrth  der  Function  ({x-'rh)  iu  eine 
Reihe  zu  entwickeln,  die  nach  den  ganzen  positiven  Potenzen 
des  zu  der  Grösse  x  hinzugefügten  Increments  h  geordnet  ist 
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Vermöge   der  Definition   des   ersten  Differentialquotienten 
der  Function  fix) 

(1)  ^=/"(^) 

darf  man  die  Function  f{x)  als  unbestimmtes  Integral  der  Func- 
tion/"'(a;)  ansehen,  und  die  Differenz  von  zwei  Functionswerthen 
fiß)'~f(^)y  die  zu  den  im  gegebenen  Intervall  beliebig  ge- 
wählten Werthen  a  und  ß  gehören,  durch  ein  Integral  aus- 
drücken, das  über  die  Function  f  (x)  von  der  Grenze  a  bis  zu 
der  Grenze  ß  genommen  ist, 

(2)  f{ß)-na)=/r{x)dx. 


a 


Die  linke  Seite  lässt  sich  nach  (11)  des  §  25  durch  das  Zeichen 
[A^)]«  andeuten.  Da  es  aber  freisteht,  in  diesem  Ausdruck 
einer  Differenz  wie  auch  in  dem  eines  bestimmten  Integrals 
den  für  die  Variable,  beziehungsweise  die  Integrationsvariable, 
gewählten  Buchstaben  durch  jeden  anderen  zu  ersetzen,  so 
schreiben  wir  statt  der  Gleichung  (2)  die  folgende 

(3)  [f'it)t=/ht)dt. 

a 

Das  gewünschte  Ziel  wird  erreicht,  indem  man  für  das  gegen- 
wärtige Integral  in  einer  passenden  Weise  die  in  (III)  des  §  25 
angegebene  Methode  der  theilweisen  Integration  benutzt 

Die  Function  f*  (t)  ist  gleich  dem  Product  von  sich  selbst 
in  die  Einheit,  die  Einheit  gleich  dem  nach  t  genommenen 
Differentialquotienten  der  um  eine  Constante  vermehrten  Variable  t. 
Wählt  man  die  zu  addirende  Constante  gleich  dem  negativen 
Werth  einer  Grösse  c,  so  verschwindet  das  Aggregat  für  den 
Werth  t  =  Cj  und  es  kommt 

(')  fr  (0  dt  =f'f'  (0  -^  d  t = -Jr  (0  -^^^7-'i  d  t. 


a  a 


Alsdann  entsteht,  indem  vermöge  der  Formel  (14)  des  §  25 
teilweise  integrirt  wird,  weil  die  nach  der  Variable  ausgeführte 
Differentiation  des  ersten  Differentialquotienten  den  zweiten 
erzeugt,  die  Umformung 


(5) 
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f'^)^^'^t=-u'{t){c-t)t  +  /  f"mc-t)dL 


a 


Die  Gültigkeit  derselben  setzt  voraus,  dass  auch  der  zweite 
DiflTerentialquotient  f'*(x)  innerhalb  des  betreffenden  Intervalls 
eine  eindeutige,  endliche  und  stetige  Function  von  x  sei.  Der 
Factor  c  —  t  lässt  sich  als  der  negativ  genommene  vollständige 

(c—fY 
Differentialquotient  der  Function  - — ^-^  in  Bezug  auf  die  Va- 
riable t  auffassen;  unter  der  Annahme,  dass  die  successive  zu 
bildenden  Differentialquotienten  der  Function  f{x)  die  für  die 
beiden  ersten  Differentialquotienteu  vorgeschriebenen  Eigenschaf- 
ten haben,  ergiebt  also  die  abermalige  theilweise  Integration 
das  Resultat 

(6) -y^  (0 /,  p  7 '>>« = -  [r  (0  •'■i^lVr  CO  ^"^  «<• 


a 


Ferner   entsteht    durch    die  beliebig  ausgedehnte   Fortsetzung 
dieses  Verfahrens,  da 

(,_,,=_,((^?),,_0.=_|.(<f-)l),... 

ist,  eine  Reihe  von  Gleichungen 

-/•'«f,(!^-,"><>-[r«,t?1>/«)^-7j>-« 


m 


a 


-/"(')/,(fe^^,).«=-[/"«<'i:rj-/'"'(flr.i:^' 


a 


Die  Addition  der  Gleichungen  (3),  (5),  (()),  (7)  führt  dann  zu 
der  folgenden  Gleicliuug,  in  welcher  rechts  nur  das  auf  der 
rechten  Seite  der  letzten  Gleichung  (7)  befindliche  Integral 
übrig  bleibt  und  links  alle  anderen  Glieder  vereinigt  sind 


t\P 


=  /r"«^^^'; 
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ihre  Bicbtigkeit  kann  auch  durch  dircete  Ausführung  der  Dif- 
ferentiation der  linken  Seite  bewiesen  werden. 

Das  auf  der  linken  Seite  von  (8)  befindliche  Aggregat  ist 
gleich  der  Differenz  von  zwei  Aggregaten 

-  (f{a)  +na)ic-a)  +  fia)  ^^  +  ...  +  /<'>(„)  ^^)- 

Legt  man  der  verfügbaren  Constante  c  den  Werth  ß  bei,  so  re- 
dncirt  sich  das  positiv  zu  nehmende  Aggregat  durch  das  Ver- 
schwinden von  allen  auf  das  erste  folgenden  Gliedern  auf  den 
einzigen  Functionswerth  f{ß\  während  das  zu  subtrahirende 
Aggregat  die  Gestalt  bekommt, 

(10)      A«)  +  r(«)(/?-o)  +  ^(/?-«)*  +  ..  +  |^^0?-a/. 

Der  Functionswerth  f{ß)  wird  daher  gleich  der  Summe  aus 
dem  Aggregat  (10)  und  dem  Integral,  in  welches  die  rechte 
Seite  von  (8)  durch  die  Substitution  des  Werthes  ß  für  die  Grösse 
c  übergeht, 

(11)     A/^)=A«)+r(«)(/^-«)+-^  (/?-«)'+... 


■-^3'^^>-")'^//""(')<''rr^'- 


a 


Hier  braucht  man  nur  statt  a  das  Zeichen  x^  statt  ß — a 
das  Zeichen  h  einzuführen,  um  auf  der  linken  Seite  den  Werth 
der  Function  /"  (x  4-  A),  auf  der  rechten  eine  nach  den  ganzen 
positiven  Potenzen  des  Increments  h  fortschreitende  Reihe  zu 
erhalten,  zu  deren  {p  -h  1)  auf  einander  folgenden  Gliedern  das 
bestimmte  Integral  als  ßestausdruck  hinzuaddirt  wird, 
(12)  /-(x+Ä) 

X 

Diese  Gleichung  enthält  die  Taylorsche  Enttmckelung  der 
Fundion  f{x  +h)  als  eine  nach  den  ganzen  Potenzen  des  Incre- 
ments h  geordnete  Summe  mit  Ilinzufügung  eines  den  Rest  vollstän- 
dig ausdrückenden  bestimmten  Integrals;  hierbei  gilt  die  Vor- 
OHSsetzung,  dass  die  Function  f{x)  und  deren  sämmtliche  Differen- 


ReatBusdruck. 
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tialguotienten  f(x).f"(x),..f^'''^"{x)  inncrhaih  des  bmiglichm 
Intervalls  eindeulig,  endlich  und  iietig  sind. 

In  §  16  ist  hervorgehoben,  dasa  die  Potenzen  einer  Va- 
riable mit  ganzen  positiven  Espoueiitea  die  EigeuBchaft  besitzen, 
bei  einer  Differentiation  von  eben  so  hoher  Orduung,  als  der 
Exponent  andeutet,  eine  Constaute,  bei  einer  Differentiation  von 
hfiherer  Ordnuug  die  Null  hervorzubringen.  Hieraus  folgt,  dass 
jede  rationale  ganze  Function  einer  Variable  von  einem  belie- 
bigen nten  Grade  hei  nfacher  Differentiation  eine  Constante,  bei 
(rt+I)facher  Differentiation  den  Werth  Null  ergibt.  Alle  Differen- 
tialqnotienteu  einer  rationalen  ganzen  Function  vonz  sind  für 
jede  Ausdehnung  des  Intervalls  eindeutig,  endlich  und  stetig. 
Wenn  daher  die  Gleichung  {12)  auf  eine  rationale  ganze  Function 
f{x)  des  nteu  Grades  angewendet  nnd  die  Zahl  ^  =  w  genommen 
wird,  so  ist,  welchen  Werth  auch  die  Grüssen  3:  und  j+ä  em- 
pfangen mßgen ,  die  in  dem  Reetausdrnck  unter  dem  Inte- 
gralzeichen auftretende  Function  f'*  it)  dauernd  gleich  Null,  so 
dass  der  Restausdruek  Überhaupt  verschvriudct;  mithin  wird  (12) 
zu  der  Gleichung 

(12*)  fix+h)=f{x)+r(.x)h^^-^f-h^+...+  Q^J'\ 

die  mit  der  Gleichung  (12)  de»  §  Iß,  und,  wie  dort  erwähnt, 
auch  mit  (7)  in  1,  %  49  zusammenfällt. 

Das  auf  der  rechten  Seite  von  (11)  befindliche  Integral  ist 

über  das  Product  der  beiden  Factoren  f''*  {t)  und  9  "0"  aus- 
zudehnen, von  denen  der  zweite  während  des  Laufes  der  Inte- 
gration das  Vorzeichen  der  Grösse  {(t  —  df  unveränderlich  fest- 
hält. Der  Werth  des  Integrals  kann  deshalb  mit  Hülfe  des 
Satzes  {VIII)  des  §  25  abgeschätzt  werden.  Nach  einer  schon 
wiederholt  gebrauchten  Bemerkung  ist  das  unbestimmte  Integral 


der  Function 


^ß  -  t'f 


gleicli  der  Function  — 


-iß-tf 


-  +  const., 


folglich  erhält  dos  von  a  bis  ^  genommene  bestimmte  Integral 
den  Werth 


(13) 


fi 


(/»-()' 


r  -0»-')"'-] 

L2.3..)>(|)+1)J 


i.3..p(f+\y 
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Wenn  also   der  Werth  der  Function  /''^'\0»  während  t  von  a 
big  ß  gebt^  algebraisch   zwischen  den  Grössen  M^^^  und  N  ^^ 

liegt,  so  ist  der  Werth  des  abzuschätzenden  Integrals  algebraisch 
zwischen  den  Grössen 

""     "'»  rÜ^i^)  "■"•  ^.«  äx^ 

eingeschlossen.  Durch  Anwendung  des  in  §  26  entwickelten 
Satzes  vom  Mittelwerthe  lässt  sich  der  Werth  des  Integrals 
folgendermassen  ausdrücken 


2.3. .1?  '  ^  "^        ^^  2.3..p(p+l) 

wo  6  eine  zwischen  der  Null  und  der  Einheit   liegende  Grösse 
bezeichnet.    Die  Einsetzung  von  (15)  in  (11)  erzeugt  daher  die 

Gleichung 

(16)  fiß)  =  f(a)  +  f{a)(ß-a)  +  f^^  (ß-  «)«+... 

•••■*■  "2r3";.p ^^-"^  "*"  ~2T3~(i+\)~ ^-"^  ' 

lind  die  Entwickelung  der  Function  f{x+h)  in  (12)  nimmt  die 
entsprechende  Gestalt  an 

(17)  fix^h) 

Die  Darstellung  des  Restes  hat  die  merkwürdige  Eigen- 
^haft,  dass  sie  sich  an  das  Bildungsgesetz  der  Glieder  der 
ßeihe  anschliesst.  Das  allgemeine  mte  Glied  der  Reihe  ist 
gleich  dem  Product  des  (m— l)ten  Differentialquotienten  der 
Function  f{x)  und  der  (w—l)ten  Potenz  des  IncrementÄ,  durch 
Kasans  den  natürlichen  Zahlen  gebildete  Product  (m— 1)!  divi- 
dirt  Der  Restausdruck,  welcher  zu  der  auf  (p  +  l)  Glieder 
ansgedehnten  Entwickelung  hinzuzufügen  ist,  wird  aus  dem 
(p+2)ten  Gliede  der  Reihe  abgeleitet,  indem  man  bei  dem 
(p+l)ten  Differentialquotienten  der  Function  f{x)  an  die  Stelle 
des  bestimmten  Arguments  x  den  Mittelwerth  x4-öä  setzt,  wel- 
cher sich  auf  das  von  ic  bis  a:  +  ä  ausgedehnte  Intervall  der  un- 
abhängigen Variable  bezieht. 
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9  28.  Xao  Lanrln'sohtr  Satx  mit  ▼oUst&ndlff «m  Bestaufldmok. 

Für  das  Verständniss  der  Gleichung  (11)  des  vorigen  §  ist 
es  wesentlich,  zu  beachten,  dass  innerhalb  des  von  a  bis  b  aus- 
gedehnten Intervalls,  für  welches  die  Function  f{x)  und  ihre 
Difierentialquotienten  eindeutig,  endlich  und  stetig  gegeben 
sind,  die  Grössen  a  und  ß  beliebig  geändert  werden  dürfen. 
Bei  dem  in  (12)  dargestellten  TayZor'schen  Satze  liegt  der  Nach- 
druck darauf,  dass  das  ausgewählte  engere  Intervall  mit  einem 
beliebigen  Werthe  x  beginnt.  Man  kann  jedoch  auch  der  Auf- 
fassung den  Vorzug  geben,  dass  der  Werth  a,  mit  welchem  das 
Intervall  anfängt,  ein  bestimmter  und  die  Grösse  des  Intervalls 
ß — a=x  eine  beliebige  sei.  Dann  nimmt  die  erwähnte  Gleichung 
(11)  des  vorigen  §  die  Gestalt  an 

(1)         A«  +  ^) 


a 


und  gleichzeitig  wird  aus  der  zugehörigen  (15)  die  folgende 


a 


WO  6  wie  früher  einen  positiven  echten  Bruch  bedeutet.  Die 
vorstehende  Gleichung  (1)  löst  die  Aufgabe,  eine  gegebene 
Function  f{a  +  x)  in  eine  nach  den  positiven  ganzen  Potenzen 
der  Variable  x  fortschreitende  Reihe  zu  entwickeln. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  das  von  a  bis  b  erstreckte 
Intervall,  in  welchem  f^(x)  und  seine  successiven  Differential- 
qnotienten  eindeutig,  endlich  und  stetig  sind,  den  Werth  der 
Null  in  sich  begreift,  kann  nun  auch  der  Werth  a  gleich  Null 
angenommen  werden.    Alsdann  liefern  die  Gleichungen  (1)  und 

(2)  für  die  Function  f{x)  die  folgende  Entwickelung,  die  nach 
den  positiven  ganzen  Potenzen  der  Variable  x  geordnet  ist, 

(3)  fix) 


0- 
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J      2.3...JP  ^ 


w       /  f^'(-o'^'=i:'^^)«'" 


Sie  stellt  den  Mac  LaurifC sehen  Säte  mit  Himufügung  des 
vollständigen  BestatAsdrucTcs  dar. 

Durch  die  gefundene  Gleichung  (3)  wird  die  Function  f{x) 
in  die  Gestalt  einer  Reihe  gebracht,  bei  welcher  die  Coeffi- 
cienten  der  auf  einander  folgenden  Potenzen  der  Variable  x  Con- 
stanten sind,  die  aus  der  Division  von  den  zu  dem  Werthea;=0 
gehörenden  successiven  Differentialquotienten  durch  die  ent- 
sprechenden Zahlenfacultäten  entstehen. 


§  29.  Unbegrenzte  Entwiokelnng  einer  Funotton  duroh  den 
Taylor'eohen  und  Mao  Lanrin'eohen  Satz. 

Aus  der  Ableitung  des  mitgetheilten  Verfahrens  geht  her- 
vor, dass  dasselbe  auf  eine  beliebige  Anzahl  von  Gliedern  ausge- 
dehnt werden  darf,  wofern  nur  die  zu  entwickelnde  Function 
nnd  ihre  Differentialquotienten  bis  zu  der  entsprechenden  Ord- 
nung die  vorgeschriebenen  Bedingungen  erfüllen.  Auch  haben 
die  Glieder  der  Reihe  ein  solches  Bildungsgesetz,  dass,  wenn 
die  Anzahl  p  zuerst  einen  bestimmten  Werth  empfangen  hat 
und  später  einen  grösseren  Werth  p,  erhält,  die  ersten  (p4-l) 
Glieder  der  Reihe  dieselben  bleiben,  und  statt  des  zu  den  (p  +  l) 
Gliedern  gehörenden  Restausdrucks  die  Summe  der  {p^ — p) 
folgenden  Glieder  und  des  neuen  zu  den  (i>,  +1)  Gliedern  ge- 
hörenden Restausdrucks  eintritt.  Man  kann  daher  unter  der 
Voraussetzung,  dass  die  zu  entwickelnde  Function  und  ihre 
sfaimtlichen  Differentialquotienten  bis  zu  einer  beliebig  hohen 
Ordnung  die  verlangte  Beschaffenheit  besitzen,  der  betreffenden 
Entwickelung  eine  unbegrenzte  Ausdehnung  geben,  indem  man 
sich  auf  die  allgemeine  Definition  stützt,  die  in  I,  §  105  von 
der  Convergenz  einer  unbegrenzt  ausgedehnten  Summe  ge- 
geben ist.  Hiemach  leuchtet  es  ein,  dass  die  in  Rede  stehende 
Summe  bei  unbegrenzter  Ausdehnung  dann  und  nur  dann  con- 
yergirt,  wenn  der  als  bestimmtes  Integral  dargestellte  Rest  die 
Eigenschaft  hat,  für  einen  hinreichend  grossen  Werth  der  Zahl 
P  numerisch  kleiner  als  eine  beliebig  kleine  Grösse  zu  werden. 

Upwshits,  AiuJysit  U.  10 


146  Binomialreihe.  §  30. 

Sobald  dies  festgestellt  ist,  giebt  die  convergente  Reibe  noth- 
wcndig  eine  Darstellung  der  betreffenden  Function,  und  demzu- 
folge führt  die  Gleichung  (17)  des  §  27,  die  Gleichung  (1)  und 
(3)  des  §  28  respective  zu  den  folgenden  Entunckdungen  einer 
Function  einer  Variable  in  eine  unendliche  Beihe: 

(1)    fix+h)=ax)+f'ix)h+(^h' +..+ ll^^'h'  + ... 

(2)  f(a  +  x)=fia)  +  f'ia)x  +  ^"-!fix'  + ..  +  Q^^x'  +  . . . 

(3)  /-(a:)  =/-(0)  +  f  (0) x  +  ^"1%'  + ..  +  ^^a;'  +  . . . 

Die  erste  und  zweite  Gleichung  drückt  den  Taylor' sc/ieny  die 
dritte  den  Mac  Laurin'schen  Satz  am. 

Beide  Sätze  sind  ursprünglich  zu  dem  Zwecke  gebildet 
worden,  eine  gegebene  Function  in  eine  unendliche  Reihe  zu 
entwickeln,  während  die  Hinzufttgung  des  Restausdrucks  und 
die  Erörterung  der  Convergenz  aus  einer  späteren  Zeit  herrührt. 


9  30.    Binomialreihe. 

Mit  Hülfe  der  dargestellten  allgemeinen  Methode  sollen 
jetzt  die  Grundfunctionen  der  Analysis  entwickelt  werden,  deren 
auf  einander  folgende  Differentialquotienten  in  §  16  angegeben 
sind.  Den  Anfang  macht  eine  Potenz  der  Variable  von  belie- 
bigem Exponenten  x*\  die  Differentialquotienten  der  verschiede- 
nen Ordnungen  haben  den  folgenden  Ausdruck 

dx 


(1) 


■  ^— =  n(n  — l)a: 


dx 


-"-^  =  n(n-l)(n— 2)...(n-i)  +  l)a;"-^. 
dar 

Dass  die  Function  und  ihre  sämmtlichen  Differentialquotienten 

bei   einem   ganzen  positiven  Werth  von  n  für  jeden  gegebenen 

Werth  von  x  eindeutig,   endlich   und   stetig  sind,  ist  mehrfach 

erwähnt  worden.  Nach  §  8  wird  die  Function  und  ihre  säniuit- 
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liehen  Differentialqnotienten  bei  einem  ganzen  negativen  Expo- 
nenten n  für  a:  =  0  unendlich,  sie  bleiben  aber  für  alle  posi- 
tiven und  negativen  Werthe  der  Variable  eindeutig,  endlich  und 
stetig. 

In  dem  Falle,  dass  der  Exponent  n  nicht  einer  ganzen  Zahl 
gleich  ist,  setzt  die  von  der  Function  o^  gegebene  Definition 
einen  positiven  Werth  der  Variable  x  voraus,  und  zwar  gelten 
die  aufgestellten  Gleichungen  (1)  vermöge  einer  in  §  9  ge- 
machten Bemerkung  auch  mit  Einschluss  des  Werthes  ir=0,  so 
lange  der  auf  der  rechten  Seite  erscheinende  Exponent  einen 
positiven  Werth  hat.  Weil  aber  der  gegebene  Exponent  n  bei 
nach  und  nach  steigender  Ordnung  der  Differentiation  um 
stets  grössere  Zahlen  vermindert  wird,  so  gelangt  man  in  (1) 
schliesslich  immer  zu  solchen  Gleichungen,  bei  denen  der  auf 
der  rechten  Seite  vorkommende  Exponent  negativ  ist  und  nun 
auch   negativ   bleibt.    Aus   diesen  Gründen  ist  man  nur  dann 

sicher,  dass  die  Function  x  und  ihre  sämmtlichen  Differential- 
quotienten bei  einem  Werthe  von  n,  der  keiner  ganzen  positiven 
Zahl  gleich  ist,  überall  eindeutig,  endlich  und  stetig  sind,  wenn 
man  festsetzt,  dass  die  Variable  x  jeden  beliebigen  positiven 
Werth,  mit  Ausschluss  des  Werthes  Null,  erhalten  darf.  Wir 
machen  die  bezügliche  Annahme  und  fordern  also,  indem  wir 
die  Function  f{x)^=^x''  in  die  Gleichung  (1)  des  §  28  substi- 
tniren,  dass  die  Grössen  a  und  a  -f  x  die  Null  übertreffen.  So 
entsteht  die  Gleichung 

1  1  \.a  1.2.0..p  ' 


>+l» 


Die  Gleichung  (2)  des  §  28  liefert  für  den  Restausdruck 
iJ^^j  die  Darstellung 

in  welcher  mit  ß  ein  positiver  echter  Bruch  bezeichnet  ist.  Die 
gegenwärtige  Entwickelung  der  nten  Potenz  des  Binoms  a+x 
wird  bei  unendlicher  Ausdehnung  zu  der  in  I,  §  112  u.  s.  f.  un- 
tersachten Binomialreihe.  Um  dieselbe  Gestalt  hervorzubringen, 
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sind  beide  Seiten   der  vorstehenden   Gleichung  (2)   dnrch   die 

positive  Grösse  a"   zu   dividiren  und   hierauf  ist  —  durch  z  zu 

ersetzen. 

Die  Convergenz  der  gefundenen  Reihe  wird  jetzt  vermöge 
des  Restausdrucks  iZ^^j  beurtheilt  werden,  wobei  mehrere  Fälle 
zu  unterscheiden  sind.  Es  sei  erstens  die  Grösse  x  positiv  und 
kleiner  als  a;  dann  kann  man  aus  (3)  schliessen,  dass  sich 
Äp^j  für  beständig  wachsende  Werthe  der  Zahl  p  der  Null  nähern 
muss.  Indem  aus  den  (p+1)  successiven  Factoren  des  vorlie- 
genden Zählers  die  negative  Einheit  als  Factor  herausgezogen, 

und  von  der  Potenz  (a  +  öo?)""'''"  der  Factor  (a  +  ö^)"  abgelöst 
wird,  findet  sich 

=(a...)-(-ir"(T-)(^-)M-(fi-:)(..-«.,r' 

Die  Anzahl  (p+l)  der  Brüche  {~^\  (^T^)»  •  •  •  ("^Tll" ) 
stimmt  mit  dem  Exponenten,  zu  dem  die  Verbindung 


erhoben  ist,  überein,  so  dass  jedem  der  Brüche  einer  der  Fac- 
toren der  (p+l)ten  Potenz  zugeordnet  werden  darf.  Die  ge- 
nannten Brüche  sind  von  einer  bestimmten  Stelle  ab  nothwendig 
positiv  und  kommen  bei  wachsendem  Stellenzeiger  der  Einheit 

beliebig  nahe;  die  Verbindung  -  v^^  bat  vermöge  der  ge- 
troffenen Voraussetzung  einen  positiven  Werth,  welcher  zwischen 

—  und  -  .       liegt,   mithin   höchstens  gleich  der  Grösse        ist 
a  a  -f-  .r  °  a         ' 

deren  Werth  kleiner  als  die  Einheit   sein  soll.    Man  ist  somit 

immer  im  Stande,  einen  Stellenzeiger  p  anzugeben,  für  welchen 

das  Produet  ( — -— )  —  und  daher  auch  das  Product  (  -,  )  — -- » 
sowie  die  sämmtlichen  Producte  ( r— )  — *-—  >  •  •  (   -  -   )     *  ^ 

\    p-f-2     Ja-hHx       yp+lJa-hOx 

unter  einer  Grösse  ^  liegen,  die  selbst  kleiner  als  die  Einheit 
ist.    Der   in   (4)   aufgestellte   Ausdruck    von   iZ^_^j  besteht  aus 

dem   von  p   unabhängigen    Factor    (a+6x),  aus  dem  Factor 
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(- 1/  ,  der  nur  das  Vorzeichen  betrifft,  aus  dem  Product  der 
beschränkten  Anzahl  von  Factoren 

^_— n\      X  /l — »\      X  /p  —  1 — n\      X 

~1  "7  a+ßx  '    \     2    j "ä+Jx  '  '"  \         p  /  a  +  ßx 

und  endlich  aus  dem  Product  P  der  so  eben  characterisir- 
ten  positiven  ^ — p  +  1  Factoren.  Das  Product  P  ist  aber 
von  kleinerem  Werthe  als  ein  Product  von  p'-\>  +  l  Factoren, 
deren  jeder  gleich  der  unter  der  Einheit  enthaltenen  Grösse  ^ 

ist,  oder  als  die  Potenz  f"^'^^^  Weil  nun  die  positive  Zahl 
p— 1)4-1  beliebig  gross  genommen  werden  darf,  und  weil  nach 
I,  §  19  eine  Potenz  einer  unter  der  Einheit  liegenden  Grösse  ^ 
ftr  einen  beliebig  hohen  Exponenten  beliebig  klein  wird,  so  hat 
das  Product  P  und  deshalb  auch  der  Restausdruck  Ä^^,  für 
eine  wachsende  Zahl  p  die  Null  zum  Grenzwerthe,  wie  be- 
hauptet worden. 

Für  den  zweiten  Fall,  in  welchem  die  Grösse  x  negativ 
und  numerisch  kleiner  als  die  positive  Grösse  a  ist,  gelangt  man 
durch  eine  andere  Schätzung  des  Integrals  R^^^  zum  Ziele.  Bei 
den  beiden  unter  dem  Integralzeichen  vorkommenden  Potenzen 
liat  für  die  von  a  bis  a  +  a?  auszudehnende  Integration  die  Basis 
^  heständig  das  positive,  die  Basis  a+x—t  beständig  das  Vor- 
zeichen von  Xf  welches  gegenwärtig  negativ  sein  soll.  Wenn  man 

daher  die  Potenz  f'~''~  in  das  Product  von  f~  und  C  zerlegt, 

80  kann  der  Factor  f^  (a  +  x  --  t)'*'^  abgesondert   werden,  und 

^  über  den  Factor  t*""^  auszuführende  Integral  liefert  den 
Werth 

r •  dt = [-'-]  =  .('^4---"-  .    , 

Mithin  giebt  die  Anwendung  des  Satzes  vom  Mittelwerthe  den 
folgenden  Ausdruck,  in  welchem  die  Grösse  n  im  Zähler  und 
Kenner  fortgehoben  und  durch  a  ein  positiver  echter  Bruch  an- 
gedeutet ist, 

^^^       ^P-fi=        12  3      V        <^^-*-^)   -^«)    )    ^      xP' 

Statt  der  negativen  Grösse  x  —  ox  kann  deren  absoluter  Werth 


— a;  +  oa;  eingeführt  werden;  durch  Vertheiluut;  der  j»  negativen 
Einheiten  an  die  p  Factoren  des  Zählers  kommt  dtiuu 

<')^«=(^")(=-?")-(^)fr 

Der   auf   die  ^te  Potenz  zu    erhebende  Brach    hat  hier  einei 
Werth,   der  höchstens  gleich    der  unter  der  Einheit  liegendei 


ist,  wie  aus  der  Gleichung 
—  x  +  ax  — X     ,     ax{a-*. 


A 


a+am  a  a{u  +  ox) 

hervorgeht,  da  «,«+«,  u  +  ax,a  positive  Grüsaen  eiuil,  x  aber 
negativ  ist.  Demnach  gilt  in  Bezug  anf  die  rechte  Seite  von 
(7)  dieselbe  Betrachtung,  die  über  die  rechte  Seite  von  (4)  an- 
,  gestellt  ist,  und  man  erhält  das  Resultat,  dass  der  Restausdruck 
U  ^  unter  der  angegebenen  zweiten  Voraussetzung  bei  einer 
stetig  wachsenden  Zahl  p  ebenfalls  gegen  die  Null  convergirt. 

Sobald  die  Grfissea;  einen  positiven  über«  liegenden  Werth 
hat,  genügt  die  Betrachtung  der  einzelnen  Glieder  der  Reihe, 
um  zu  erkennen,  dass  ihre  numerischen  Wcrthe  mit  wachsendem 
Stellenzeiger  jedes  Mass  llherschrciteu,  und  dass  aus  diesem 
Grunde  eine  unendliche  Ausdehnung  der  Reibe  nicht  zulässig 
ist.  Anf  gleiche  Weise,  wie  aus  (3)  der  Ausdruck  (1)  hervor- 
gebracht wird,  erhält  man  fllr  das  (p  +  l)(e  Glied  der  rechten 
Seite  von  (2)  die  Gestalt 


(8) 


'"(-1)" 


^)m{' 


-1" 


Indem  man  wieder  jeden  der  p  Factoren   '     mit  jedem  der  p 

Bruche  multipUcirt,  leuchtet  es  eiu,  dass  bei  einer  hinreichend 
grossen  Zahl  p  immer   eine  Zahl  p  gefunden  werden  kann,  fiir 

welche  sowohl  das  Product  (    — ^|  —  wie  auch  die  sämmtlichen 


folgenden  Producte  j 


-  1  - 


-1- 


1-    grösser  al8 


eine  über  der  Einheit  liegende  Grösse  |  sind.  Hieraus  folgt 
aber,  dass  das  in  (8)  dargestellte  (iJ  +  l)te  Glied  der  zu  unter- 
suchenden Reihe  seincni  absoluten  Werthe  nach  von  einem  ge- 
wissen Zeiger  (p  + 1)  ab    grüsser    sein  muss  als   das  Prodnot 
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einer  festen  Grösse  in  die  (p~p)te  Potenz  einer  über  der  Ein- 
heit liegenden  Grösse  ^,  und  deshalb  in  der  That  nach  und 
nach  jene  gegebene  Grösse  übertrifft. 

Dass  in  der  vorliegenden  Reihe  die  Variable  x  einen  nega- 
tiven Werth  erhalte,  welcher  den  Werth  a  numerisch  übertrifft, 
ißt  dnreh  die  Voraussetzung,  dass  die  Grössen  a  und  cc-^-x 
positiv  sein  sollen,  ausgeschlossen.  Man  sieht  aber  vermöge 
der  80  eben  durchgeführten  Betrachtung,  dass  alsdann  ebenfalls 
die  einzelnen  Glieder  der  Reihe  fltr  zunehmende  Zeiger  nu- 
merische Werthe  erhalten  würden,  die  über  jedes  Mass  hinaus 
wüchsen. 

Die  bisherigen  Ergebnisse  lassen  sich  dahin  zusammen- 
fassen, dass  die  auf  der  rechten  Seite  von  (2)  befindliche  Reihe 

bei  unendlicher  Ausdehnung  convergirt  und  die  Function  (a+x)^ 
darstellt,  so  lange  der  numerische  Werth  der  Grösse  x  kleiner 
ist  als  die  positive  Grösse  a,  dass  dagegen  die  unendliche  Reihe 
nicht  convergirt,  wofern  der  numerische  Werth  der  Grösse  x 
grösser  ist  als  die  positive  Grösse  a.  Jetzt  fehlt  noch  die 
Untersuchung  der  Fälle,  in  denen  x  =  a  und  x  =  —a  ist. 

Bei  der  Annahme  x  =  a  kann  der  in  (4)  enthaltene  Aus- 
druck des  Restes  JS^^j  in  der  Weise  benutzt  werden,  dass  man 
die  Bedingungen  aufsucht,  unter  denen  sich  das  daselbst  vor- 
kommende Product 

för  eine  wachsende  Zahl  p  der  Null  nähert.  Von  der  Verbin- 
dung — -— — ,  bei  der  der  echte  Bruch  für  geänderte  Werthe 
von  p  ebenfalls  andere  Werthe  erhalten  kann,  und  die  nunmehr 
gleich  wird,  kennt  man  keine  obere  Grenze  als  die  Ein- 

1  -r  ö 

lioit  selbst ;  mithin  darf  nicht  geschlossen  werden,  dass  die  Potenz 

/    1    \'"*'' 

IT+TI     ^^   ®'^^  wachsende  Zahl  p   abnehmen  müsse.    Das 

Product  (9)  entsteht  aus  dem  Product 

sobald  y  den  Werth  n-hl   erhält,    und    convergirt  also   nach 
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I,  §  111  ftir  eine  uubegreuzt  wachsende  Zahl  von  Factoren 
gegen  die  Null,  sohald  k  +  1  positiv  ist.  Da  nnn  keiner  der 
auf  der  rechten  Seite  von  (4)  zu  dem  Prodnct  (9)  Tiinzntre- 
tenden  Fattoren  bei  wachsender  Zahl  p  einen  festen  Werth 
überschreiten  kann,  so  nähert  Bii;b  der  ßcstanadrtiek  Ä  j  der 
Null,  wofern  die  Grüsse  w+1  positiv  ist,  oder  n  oberhalb 
der  negativen  Einheit  liegt.  Unter  dieser  Voraussetzung  eonver- 
girt  daher  die  unendlich  ausgedehnte  Reihe  (2)  auch  für  den 
Werth  X  =  a. 

Wenn  n^  — 1  ist,  werden  die  Coefficienten  der  Reihe 
abwechselnd  der  positiven  oder  negativen  Einheit  gleich,  und 
die  hervorgehende  goometrisehe  Iteihe  convergirt  ftlra  =  t(  nicht 
liei  einem  unter  der  negativen  Einheit  liegenden  Werthe  von  n 
erhalt  das  allgemeine  Glied  der  Reihe 

n(»-i)(«-a)...(«-j.+  i)  ■■  ^m 

1.2.&...P  -^H 

die  Eigenschaft,  für  eine  wachsende  Stellenzahl  p  Jede  gegebene 
Griisse  zu  übertreffen,  wie  in  I,  §  119  aus  dem  Verhalten  der 
nntersnchteu  unendlichen  Froducte  abgeleitet  ist;  die  Gonvergenz 
der  Reihe  wird  hierdurch  ausgeschlossen. 

In  Betreff  der  Annahme  3;  =  — «  verweisen  wir  auf  die 
ebenfalls  in  I,  §  HO  ausgeführte  endliche  Summation  der  Reihe, 
wonach  die  unendliche  Reihe  so  lange  convergirt,  als  der  Expo- 
nent n  positiv  ist.  Die  gegenwUrtig  ermittelten  Bedingungen 
der  Gonvergenz  sind  in  den  a.  a.  0.  mitgetheilten  Bedingungen 
eingeschlossen;  die  letzteren  beziehen  sich  auf  reelle  und  com- 
plexe  Wertbe  der  Variable,  während  jetzt  nur  reelle  Werthe 
zugelassen  werden.  ^^H 


§31.   Lopaiithmliohe  Bvtha.  Vergl8tohang«lneBLoBarlthmv> 
mit  der  Bamme  «ln»r  harmonlfobsn  Beibo. 

Wie  «ich  die  Detiuitiou  der  l'unction  Logarithmus  auf  alle 
positiven  Werthe  des  Numerus  mit  Ausschluss  der  Mull  erstreckt, 
so  gelten  auch  die  Ausdrücke  der  auf  einander  folgenden  Dif- 
ferentialquotienten, nämlich 
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dlogx  1 


(1) 


da  X 

d*  log  X —  1 

'da'^~~  ~    .r* 


d  log  X  , -  vp— 1  1  .2.3..  (p —  1) 

~'d7~~      ^  7 


in  demselben  Umfange  und  sind  eindeutig,  endlich  und  stetig. 
Wenn  daher,  wie  im  vorigen  §,  zwei  positive  Grössen  a  und 
ff+x  gewählt  werden,  so  bringt  die  Einführung  der  Function 
f{x)  =  \ogx  in  die  Gleichung  (1)  des  §  28  das  Resultat 

log(o  +  a:)  =  log«  +  ^-|''*-  +...+  ^-i^'  ^  +  ^p-hi 


(2X 


a 


ferner  folgt  aus  (2)  desselben  {},  indem  ß  einen  positiven  echten 
Brach  bedeutet, 

(3)  R      =  (~V     _.  -^ 

Dadurch,   dass  man    die   Grösse  log«  auf  beiden   Seiten  der 
ersten  Gleichung   (2)   subtrahirt,   erhält   man  für  die  Differenz 

log  [a-^x)  —  log  a,  die  gleich  log  1 1  +  -  I  ist,    eine  nach  den 
Potenzen  des  Quotienten  —  fortschreitende  Reihe,  die  unendlich 

a 

ausgedehnt  mit   der  in   I,  §  120  mitgetheilten  logarithmischen 
Seihe  zusammenfällt 

Um  die  Voraussetzungen  ihrer  Convergenz  mit  Htllfe  des 
Restausdruckes  Ä^^j  zu  erkennen,  werde  wie  im  vorigen  § 
verfahren.  Sobald  x  positiv  und  kleiner  als  die  positive  Grösse 
ff  oder  auch  derselben  gleich  ist,  so  convergirt  die  Reihe,  weil 
sich  der  Ausdruck  (3)  des  IJestes  R^^^  ftlr  eine  beständig  zu- 
nehmende Zahl  p  der  Null  nähert.  Denn  derselbe  ist,  abge- 
sehen von  dem  Vorzeichen  (—  l/,  gleich  dem  Product  des  gegen 

die  Null  abnehmenden  Quotienten — -—   und    der   (p-f-l)ten 

p-h  l  N^        / 
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Potenz  des  positiven  Braches  — -- — >  dessen  Werth  nicht  klei- 

ner  als  -  .   -  und  nicht  grösser   als  -  ist,   mithin   unter   der 

Einheit  liegt  oder  nur  äussersten  Falles  derselben  gleichkommt; 
also  kann  der  Werth  der  Potenz  niemals  die  Einheit  über- 
treflfen.  Bei  einem  negativen  Werthe  von  x,  der  numerisch 
kleiner  als  a  ist,  benutzen  wir  die  in  (2)  enthaltene  ursprüng- 
liche Darstellung  des  Restes  22^^ ^  als  Integral,  und  zerlegen  die 
unter  dem  Integralzeichen  vorkommende  Function  in  die  beiden 

Factoren  - — *-^      -     und     »  die  während  der  Integration  ihr 

Vorzeichen  nicht  ändern.  Die  über  den  zweiten  Factor  auszu- 
führende Integration  wird  durch  das  für  positive  und  negative 
Werthe  von  x  geltende  Integral 


(4) 


/     y=log(a  +  a:)-logo=logn  +  ^j' 


a 


bewerkstelligt.  .Wenn  daher  wieder  mit  o  ein  positiver  echter 
Bruch  bezeichnet  wird,  so  folgt  für  das  in  Rede  stehende  Inte- 
gral aus  dem  Mittelwerthsatze  die  Schätzung 

(5)  2i,,.  =  (-l)''[^''-flog(l  +  ?-). 

Da   nun   nach    der  im    vorigen   §   angestellten  Erwägung   die 

j*  ^.  (j'i«  __  j* 

Grösse  -     --     -  einen  unter  dem  echten  Bruche    —  befind- 

liehen  Werth  hat,  so  nähert  sich  der  vorstehende  Ausdruck 
J^p+i  *^r  eine  stets  wachsende  Zahl  p  der  Null,  und  demgemäss 
muss  die  logarithmische  Reihe  convcrgiren. 

Positive  Werthe  von  x,  die  grösser  als  a  sind,  haben  zur 
Folge,  dass  das  allgemeine  Glied  der  logarithmischen  Reihe 
bei  wachsendem  Stellenzeiger  numerisch  jede  Grösse  übertrifft^ 
und  widersprechen  deshalb  der  Convergenz  der  Reihe.  Es 
genügt,  das  (j)  + 1)  te  Glied  der  rechten  Seite  von  (2)  in  die 
Gestalt  zu  bringen 

(0)  (-1)     2-3-4--   y    (-)' 
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und  die  im  vorigen  §  bei  dem  Ausdrucke  (8)  benutzten  Schlttsse 
ZQ  wiederholen.  Ein  negativer  Werth,  der  numerisch  grösser 
als  0  oder  auch  gleich  —  a  ist,  darf  der  Variable  x  nicht  bei- 
gelegt werden.  Die  Discussion  der  sämmtlichen  zulässigen 
reellen  Werthe  lehrt  also,  dass  die  logarithmische  Reihe  dann 
und  nur  dann  convergirt,  wenn  die  Variable  x  zwischen  den 
Grenzen  —  a  und  +  a  enthalten  ist,  die  erstere  ausgeschlossen 
und  die  zweite  eingeschlossen,  wie  auch  in  I,  §  120  ge- 
funden war. 

Es  möge  jetzt  eine  merkwürdige  Eigenschaft  der  durch 
das  Integral  (4)  gegebenen  Darstellung  der  logarithmischen 
Function  entwickelt  werden,  und  zwar  wird  hier  x  positiv  voraus- 
gesetzt Theilt  man  die  Grösse  o;  in  n  gleiche  Theile,  so  dass 
x  =  nd  ist,  und  bildet  den  nach  §  19  zu  dem  Integral  gehören- 
den Summenausd  ruck,  dann  ergiebt  sich  eine  Reihe  von  Brüchen, 
deren  Zähler  derselbe  ist  und  deren  Nenner  eine  arithmetische 
Reihe  bilden;  so  entsteht  die  hat-nionische  Reihe 

a       a4-o       a  +  2o  a-^-yn — l)o 

Wir  machen  die  fernere  Annahme,  dass  d  nicht  grösser  als  o 
sei,  und  benutzen  die  Gleichung  (2),  in  welcher  x  positiv  und 
ebenfalls  nicht  grösser  als  «  angenommen  wird,  ttlr  jp=0  und 

P=l.    Hier   ist  R.    positiv    und  kleiner  als   —  >  U,  negativ 

a 

nnd  numerisch  kleiner  als  -  -  ,  >  woraus  die  Ungleichheiten 

log(a-ha:)  — log«<-  > 

(8)         <:  l    ^^, 

log(a4.a;)~loga>  J-2^, 

folgen.  Dieselben  lassen  sich  auch  mit  Hülfe  eines  in  §  10  be- 
nutzten Prineips  aus  dem  Umstände  ableiten,  dass  die  auf  ein- 
ander folgenden  Glieder  der  rechten  Seite  von  (2)  regelmässig 
abwechselnde  Vorzeichen  haben  und  numerisch  beständig  ab- 
nehmen. Setzt  man  in  (8)  statt  x  die  Grösse  d,  statt  a  nach 
einander  die  Grössen  a,  a  -f  d,  . . .  a  +  (n  —  l)d,  die  vermöge  der 
über  d  gemachten  Annahme  von  der  ersten  ab  sämmtlich  grösser 
sds  i  sind,  so  entstehen  die  Ungleichheiten 
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log  (a  +  d)  —  log  a 


a 


(9)  l  log(a  +  2d)  -  log  (a  +  d) 


a  +  S 


V 


und 


log(a  +  nd)  —  log  {a-\-  (y^  —  1)  d) 


log(a  +  d)  -  loga>  -  -  y  -^ 


a+(n— 1)* 


(9*){ 


log(«^2c5)-log(a4.cJ)>^,-l^^^-^-^. 


d» 


log(a+«d)-log(o+(»-l)<J)>^^^(;i3T)rf-T(^(n-l)*)« 
ans  denen  man  respective  durch  Addition  die  Ungleichheiten 


(10) 


log(a4-n(J)  — loga 


<  ^ 

w  =  ia4-(m — \)6 


log(«  +  wd)-log«>  2;  -— — — - 

'  « = 1 « -f-  (^m  —  1 


1  '»=»  rf« 

erhält.  Da  die  linke  Seite  den  Werth  des  Integrals  (4)  aus- 
drückt, so  dienen  dieselben  dazu,  den  Werth  von  (4)  mit  der  zu- 
gehiirigen  Summe  (7)  zu  vergleichen,  und  begründen  die  Aus- 
sage, dass  die  Summe  (7),  um  den  Werth  des  Integrals  ver- 
mindert, eine  Differenz  liefert,  die  positiv  und  gleichzeitig  kleiner 
als  die  Summe 


\     IN=:|I 

2 


S" 


^^^^  2„'^i(a+(m— l)<r)« 

ist.    Bei  der  geometrischen  Interpretatiou  des  §  7,  nach  welcher 

y  =       die  Gleichung  einer  Hyperbel  bildet,  drückt  diese  DiflTe- 

renz  das  Flächenstück  aus,  um  welches  das  durch  den  Summen- 
ausdruck (7)  gemes!?ene  Aggregat  von  Rechtecken  den  von  der 
Abscissenaxe,  der  ersten  und  letzten  Ordinate  und  der  Hyperbel 
begrenzten  Flächenraum  übertrifft. 

Man  vergrr)8sert  ein  einzelnes  Glied  der  Summe  (11),  in- 
dem man  in  dem  Nenner  (a  +  (m— l)d)*  statt  des  einen  der 
beiden  gleichen  Factoren  den  um  d  kleineren  fUr  m^l  eben- 
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ialls  positiven   Factor  a  +  (m  — 2)(J  setzt;    wegen   des  Werthes 
m=l  wird  hier  a>d  angenommen.    Es  ist  aber 

n2^  L_ ^  1 1 

^   '  (o  +  (m~2)(r)(a4-(iw— OcT)      a  +  (m  — 2)rf      a4-(w— l)rf' 

Sun  heben  sieh,   falls  von  w=l  bis  fn=n  summirt  wird,   die 
Bestandtheile  der  einzelnen  Diflferenzen  anf  der  rechten  Seite 

80  gegen  einander  auf,  dass  die  Differenz    s -. -z—^ 

a  —  oa  +  (n  —  l)o 

ttbrig  bleibt,  und  es  kommt 

m—n  Jt  11 

(13)    Z 


«=i  (a  +  (m  — 2)rf)  (a  -f  (m—  \)S)      a—d      a  +  (n— -1)^ 
Somit  gilt  die  Ungleichheit 

^  2,-Si(«  +  (m— Od)*       2  Va-J      a  +  (n— 1)*;       2  «— rf 
Dieselbe  lehrt,  dass,  wenn  statt  a  ein  Werth  ß  gesetzt  wird,  für 

welchen  der  Quotient  4-  hinreichend  gross  ist,  die  betreffende 

Summe 


2  ,^,(|J+(r~l)(r)« 

Weiner  als  ,^7^ — >x>  folglich  auch  bei  einer  ohne  Ende  wachsen- 

den  Zahl  r  beliebig  klein  ausfällt.  Hieraus  folgt  erstens,  dass 
die  auf  der  linken  Seite  von  (14)  befindliche  Summe  bei  unend- 
licher Ausdehnung  convergirt,  da  bei  der  Bestimmung  ß=a'hnd 
die  Gleichung 

besteht,  und  ß=:a+nö  durch  eine  passende  Wahl  von  n  belie- 
big gross  gemacht  werden  kann,  mithin  die  bis  m^n-hr  aus- 
gedehnte von  der  bis  w=w  ausgedehnten  Summe  um  eine 
beliebig  kleine  Grösse  abweicht.  Zweitens  aber  folgt  in  der- 
selben Weise,  dass  sich  die  erwähnte  Differenz 

(")  1;  äTi^i-  (>«^(" + "  «^^  -  ''^"^ 

bei  einer  über  jedes  Mass  zunehmenden  Zahl  n  ebenfcUls  einem 
festen  Grenzwerth  nähert.  Denn  wenn  die  Summation,  wie 
vorhin,  zuerst  von  m=l  bis  zu  einem  gewissen  Werthe  n,  dann 


aber  weiter  von  n+i  liis  zu  einem  Wertlie  n  +  r  aniigedebnt 
wird,  8(1  kommt  zu  (17)  eiu  Aufl<1ruck  liiiiKU,  der  fiir  (i^ii  +nö 
die  Gestalt 


(18) 


-(log(^  +  (n  +  r)<J)-log^) 


(.-I)rf 
nimmt,  folglich  positiv  und  kleiner  als  die  Summe  (15),  aleo 


nilgend  ^rosue  Zahl  n  tieliebig  klein  wird.     Somit  ist  die  That- 
mche  bewiesnt,    ilaas   sowohl  dir   Werlh    dct  Integrals 


/■ 


'-]0g(»  +  «(\)-lngn 


tcie  aucli  der  Summe  {!)  für  rinr  unhegntiet  wachsende  Zahl  n 
ühcf  jedes  Mass  hhmm  wächst,  dagnjen  die  in  (17)  gchildefe  Di/fe- 

rem  der    beiden   Wcrthe  geffitn  einen  festen   von  j  ahhiinijenden 

Grenewerth  convergirt.     Ks  möge  derselbe  mit  t/if.-j  bezeichnet 

werden,  so  dass 

ist.  nie  auf  diese  Weise  definirte  Function  i/'(«)  bangt  mit  der 
Function  'f{e),  welebc  Gauss  in  den  di'^qtiisitiones  generalis  circa 

seriem  inftnitam  1  +  -y^     x  +  .. .  untersucht  und  berechnet  bat 

dnrcb  die  Gleichung  — 'F{«  — !)=?/)(£)  — logr  zusammen.  FUr 
d^l,  a=l  wird  die  barmoniBche  Reibe  (7)  zu  der  Sunmie  der 
in  die  Einheit  dividirten  natürlichen  Zahlen,  von  welcher  in  I, 
§  10.5  gezeigt  worden  ist,  dass  ihr  Werth  bei  unendlicher  Aus- 
dehnung über  jedes  Mass  wächst.    Die  entupreebende  Grösse 

(17b)  lim.(T^-log{«+l))=^/{l) 

heist  die  Masciteronische  C'onstante  und  hat,  auf  18  Decimalstel- j 
leo  berechnet,  den  Werth 

i;.(l)  =  0,577215664901.132861. 
Unter  der  gleichen  Annahme  d=  1,  «=1  geht  die  Reihe  (14fl 
in  die  Summe  der  in  die  Einheit  dividirten  Quadrate  der  uatUrl 
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liehen  Zahlen  über,  eine  Summe,  deren  Convergenz  aus  dem  in 
I,  §  111  bewiesenen  allgemeineren  Satze  folgt,  dass  die  Summe 

1  1.1 


"i~     i-i.;»  't'     1 .  rt  "t  • .  • 


1»+-        2'^"        ^'^" 


flir  jeden   über   der  Einheit  liegenden   Exponenten   1  +  (X  con- 

vergirt. 


i  32.   Beihen  fftr  die  Ezponentialfünotioii  nnd  die  trigono- 
metrisohen  Funotioiien  Siniui  nnd  Oosinns. 

Sowohl  die  Exponentialtiinction  e'  wie  auch  die  trigono- 
metrischen Functionen  sin  x  und  cos  x  haben  flir  jeden  negativen 
oder  positiven  Werth  von  x  mit  Einschluss  ihrer  sämmtlichen 
Differentialquotienten  die  Eigenschaft,  eindeutig,  endlich  und 
i^tetig  zu  sein.  Man  kann  daher  bei  der  Entwickeluug  von 
jeder  dieser  Functionen  durch  den  in  §  28  angegebenen  3fac 
iowrin'schen  Satz  der  Variable  x  einen  beliebigen  Werth  bei- 
legen. Die  Exponentialfunction  /  hat  lauter  DifFerentialquo- 
tienten,  die  ihr  selbst  gleich  sind  und  deshalb  für  x  =  0  in  die 
positive  Einheit  übergehen.  Durch  die  Substitution  der  Func- 
tion {{x)=e  in  (3)  und  (4)  des  §  28  folgt  demnach  die  für 
jeden  Werth  von  x  geltende  Bestimmung 

•2  p 


(1) 


/  =  l4-.+^+..4--^+7Z,,. 


J     2.3...p^^ 


Ä^+i=/    —''--(x-^t)'dt= (- ,x'^\ 


0 


^an  sieht  leicht  ein,  dass  der  Restausdruck  Ä  ^,  für  wachsende 
Werthe  der  Zahl  p  stets  beliebig  klein  werden  muss.    Der  mit 

^om  positiven  echten  Bruche  f^  gebildete  Factor  c  '  kann  für 
einen  beliebig  gewählten  bestimmten  Werth  von  x  niemals  über 
eine  feste  Grösse   hinausgehen.    Der  andere   Factor   ist  aber 

gleich  dem  Product  V  «  •  •  •  — r^  '  welches    schliesslich    immer 

12       p  -h  1 

g^en  die   Null   convergirt.    Denn   man   kann   für  jeden   ge- 

ß^nen  Werth   von  x  eine  ganze  Zahl  p   bezeichnen,   welche 
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X  absolut  genommen,  übertrifft,  nnd  hierauf  fttr  einen  ttber  p 
liegenden  Werth  der  Zahl  p  das  Prodnct 

ax  X     /x  X      x\f    X        X  ^    \ 

i '2 ' * ' p+  1  ■" vT y "  p  j \P  +  1  p  +  2 ' ' p  +  1  / 

als  ein  Product  von  zwei  Prodacten  auffassen,  deren  erstes  p 
Factoren  enthält  und  bei  zunehmendem  p  ungeändert  bleibt, 
deren  zweites  aber  aus  |)  —  p  + 1  Factoren  besteht,  die  numerisch 

unter  der  Grösse  —  liegen,  welches  deshalb  numerisch  kleiner 

X 

ist  als  die  (p— p-f-l)te  Potenz  des  echten  Bruches —i  mithin 

für  einen  angemessenen  Werth  von  p  unter  jeden  noch  so 
kleinen   numerischen  Werth   herabsinkt.    Aus   diesem  Grunde 

convergirt  die  für  die  Exponentialfunction  e'  erhaltene  Eni- 
Wickelung,  welche  bei  unendlicher  Ausdehnung  gleich  der  in. 
I,  §  112  u.  ff.  behandelten  Exponentialreihe  ist,  fttr  jeden  be— 
liebigen  reellen  Werth  der  Variable  x. 

Die  aufeinander  folgenden  Differentialquotienten  der  Func— 
tionen  sin  x  und  cos  x  werden  nach  (7),  (8),  (9)  und  (10)  des 
16  folgendermassen  ausgedrückt 

fcs\      dvinx  d  sino;  .         a  Bihx 

(2)  —  =  cos  a?,        j—  =  —  sm  x, g-  =  —  cos  x^ 

"•'^  dx  dx 

d  üinx  .         d       sin  X      d  am  x 

— —    =  8in  a;,  — -j^  = -^  ,    , 

dx  dx  dx 

,o\      dcoBX  .         a  co8.r  d  cobx 

\y)     -  7 —  =  -"  81Ö  x^         V   =  —  cos  a:,    —  q—  =  sin  x. 

^  '       dx  '     ax  dx 

d    COBX  d  COBX         d    COBX 

-..  --  =co8 X, -    -i^^  =    ,  r- 

ax  ax  ax 

Fttr  den  Werth  a:=0  verschwindet  sinx  sammt  allen  Differe 
tialquotienten  gerader  Ordnung,   während   die  Differentialqu^ 
tienten    ungerader   Ordnung    abwechselnd    der   positiven 
negativen  Einheit  gleich  werden.    Für  denselben  Werth  von 
werden  dagegen  cosx*  und  seine  Differentialquotienten  gerad 
Ordnung    abwechselnd    gleich    der    positiven    oder    negativ 
Einheit,  während  alle  Differeutial(|Uotienten  ungerader  Ordnotf'i^ 
verschwinden.     Wenn  man  daher  in  (8)  und  (4)  des  §  28 


§82.  Reihen  für  die  Functionen  Sinns  und  Cosinus.  161 

P  das  Vierfache   einer  Zahl  q  setzt,   fllr  x  einen   beliebigen 
Werth  wählt,   und  zuerst  f(x)  =  smxj  dann  f(x)=cosx  nimmt, 
so  entstehen  die  Gleichungen 


(O 


8  4?  — 1 

sin  X  =  a; ---  +  ...- ^-3— ^j—pj  +  B,^+ , , 


0 


(5> 


C08X  =1  -  f  +  . . .  +  2-3^-^j  +  B,,^„ 

1  Bint       ,        4\*^j^  8in(öj:)  4^+i 

0 
Soxvohl  der  Restausdruck  der  ersten  Entwickelung 

C08(öx)  4g+l 

"2.3...(4g+l)  ^ 
der  der  zweiten  Entwickelung  -    _  "^^ — —;-  a;*'"*"^     haben 

2.o...(4g+  1  j 

dio  Eigenschaft,   sfets   beliebig   klein   zu   werden,   sobald  die 

ZstW  q   ohne  Ende  wächst,  da  die  mit  den  positiven  echten 

Bmchen   ö  gebildeten   Factoren   cosöa;  und  sinöa?  numerisch 

niemals    die    Einheit    übertreflfen,    und    da    sich    der   Factor 
49+1 

2~~g — 77 — T~rx »  wie  vorhin  gezeigt  worden,  für  jeden  bestimmten 

Werth  von  x  bei  wachsendem  q  beliebig  der  Null  nähert.  Wir 
schliessen  also  wieder  aus  dem  ^Verhalten  der  Restausdrticke, 
^88  die  flir  die  Functionen  cos  x  und  sin  x  aus  (4)  und  (5) 
hervorgehenden  unendlichen  Reihen  bei  jedem  reellen  Werth 
der  Variable  x  convergiren.  Dieselben  Reihen  sind  in  I,  §  115 
^^örtert 

^  ^.   "SMhm  fttr  die  Funotioii  Aroiui  tangentit.  DilTerentiatloii 

^^  alg«bral«o]ieii  rationalen  ans  einer  reellen  Variable  nnd 

tiu  eemplexen  censtanten  Oröesen  gebildeten  Functionen« 

In  §  16  ist  bemerkt  worden,  dass,  weil  die  ersten  nach 
^ctn  Argument  genommenen  DiflFerentialquotienten  der  inversen 
Mgonometrischen  Functionen   gleich   algebraischen  Functionen 

iJpMhite,  AmayUi  IL  11 


L 
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des  Arguments  sind,  die  sämmtlicUen  bßhereo  Differentialtiuo- 
tienten  von  allen  vier  Functionen  ebenfalls  gleich  algeliraiHehcn 
FnnctioDen.  dass  ferner  die  sämmtlicben  Dificrentialquotienten 
der  Functionen  Arcus  tangentis  und  Arcus  cotangentis  gleich 
algebraischen  rationalen  Functionen  des  Arguments  werden. 
Wir  kommen  nun  zu  der  Bildung  der  succesaiven  Differential- 
quotienten  der  Function  Arcus  tangentis,  si-blagen  aber  eineu 
Weg  ein,  der  später  zu  viel  umfassendereu  Ergebuissen  fllbren 
wird. 

Der  DiffereDtialiinoticnt   von    arctga:  bat    nach  §14    den 
Ausdruck 

^   '  dx  l+i' 

dessen  Nenner  gleich  der  Summe  der  Quadrate  von  der  reellen 
Grilssea:  und  der  Einheit  ist.  Wenn  man  nun  von  der  inl,  §26 
u.  f.  begründeten  Kecbuung  mit  reellen  uud  iinaginSiren  oder 
complexen  Grössen  Gebrauch  macht  und  wie  dort  die  imaginäre 
Einheit  i—\  mit  i  bezeichnet,  so  kann  die  Summe  der  Qua- 
drate a;*+l  iu  ein  Product  von  zwei  Factoren  zerlegt  werden 
(2)  »■  +  l  =  Cx-i)(»  +  i), 

zugleich  erzeugt  die  Division  der  Einheit  durch  die  cnmplexe 
GrQsse  x  —  %  den  Bruch 

^^'  ,_,-^.+  l  -V+1   ^  *-  +  l 

Demzufolge  ist  der  DifferentiaUiuotient  — r^~  gleich  dem  ¥on 

dem  Factor  i  befreiten    imaginären  Tbeile  des  Bruches  -^jv  ■ 

Dieser  Umstand  erlaubt  das  Bildungsgesetz  fUr  die  snecessiven 
Difforentialiiuotienten  der  Function  arctga;  iu  sehr  einfacher 
Gestalt  anzugeben,  wofern  die  Operation  des  Üitferentiirens  in 
der  folgenden  Weise  auf  den  reellen  und  imaginilren  Thcil  von 
algebraischen  rationalen  Functionen  ausgedehnt  wird,  welche 
aus  einer  reellen  Variable  x  und  ans  Grössen  zusammengesetzt 
sind,  die  einen  constanten  reellen  und  imaginären  Theil  haben. 
Ea  bedeute /■(!)  einen  Ausdruck,  der  aus  der  reellen  Va- 
riable X  und  den  iu  lieliebiger  aber  lieschräukter  Anzahl  gege- 
benen Grilasen  a+ib,  a^-vih^... .  durch  Addition,  Subtraction, 
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Moltiplication  und  Division  dargestellt  ist;  die  reellen  Grössen 
0,  Ol, . .  und  6,  6„ . .  haben  unveränderliche  Werthe,  die  Verbin- 
dungen a  +  iby  a^+ift,,..  werden  consiante  complexe  Grössen 
genannt  Nachdem  in  f{x)  der  reelle  und  imaginäre  Theil  ge- 
trmfU  sind,  habe  man 

(4)  A^)  =  ?>(^)  +  ü(^); 

dam  soU  diejenige  complexe  Grösse,  deren  reeller  Theil  gleich 
im  noch  x  genommenen  JDifferentialquotienten  von  q)(x)  und  deren 
imginärer  Theil  gleich  dem  mit  i  multiplicirten  nach  x  genom- 
nmen  Di/fereniialquotienten  von  x{x)  ist,  der  in  Beeug  auf  die 
Tariahle  x  genommene  Di/fereniialquotient  der  Function  f  (x) 
heissen.    Diese  Definition  lautet  in  Zeichen 

(5)  rf/'(a?)  ^d(f>{x)   ^    .  dx(x)  ^ 

dx  dx  dx 

Setzt   man   statt  f(x)  eine   beliebige   complexe  constante 

Grösse  a  +  ib,   so   hat  nach   (3)  in   §  6   sowohl  -r-  wie  auch 

-j-  den  Werth  Null ,   folglich   auch   das  Aggregat  —  4-  i  -zr-  > 

vnd  es  entsteht  der  Satz: 

(I)  Der  nach  der  Variable  x  genommene  Differentialquoiient 
^*^  complexen  constanten  Grösse  ist  gleich  Null. 

Um  jede  algebraische  rationale  Function,  die  aus  der 
reellen  Variable  x  und  complexen  Constanten  gebildet  ist,  diffe- 
^tiiren  zu  können,  sind  die  Kegeln  aufzusuchen,  nach  denen 
die  Differentialquotienten  fUr  die  Summe,  die  Differenz,  das 
Prodnet  und  den  Quotienten  von  zwei  solchen  Functionen  gebildet 
werden,  falls  die  Differentialquotienten  von  jeder  derselben 
segeben  sind.  Man  betrachtet  neben  der  obigen  Function  f{x) 
eine  von  gleicher  Beschaffenheit  g  (x\  welche  durch  Trennung 
des  reellen  und  imaginären  Theils  die  Gleichung 

(5)  g{x)  =  xp {x)  4-  iio (x) 

Befert,  und  erhUt  durch  Anwendung  der  vier  Grundoperationen 
der  Rechnung  nach  I,  §  26  und  §  27  die  Gleichungen 

(6)  fix)  +g{x)  =  (fix)  +  i//(a?)  +  «(x(a;)  +  o){x% 
^)       f{^)  —  g{x)  =  (p{x)  —  rp{x)  +  i(x{x)  —  a}{x)), 

(8)  A«)jr(a:)=y(a;)  t//(a?)--x(^)«^(^)  +  i{(p{x)(o{x)  +  x(x)ip{x)), 
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Die  Aüsf&hrnng  der  Differentiation  des  reellen  Theiles  und  des 
Factors  von  *  in  den  rechts  geschriebenen  Ausdrücken  giebt  die 
folgende  Bestimmung  der  Diiferentialquotienten  der  links  ste- 
henden Verbindungen 

^  da  da  dx  \    dx  dx     J* 

mj   d{f(x)'-g{x))  ^d(p(x)       dxjjjx)    ^Jd/(x)       dw{x)  \ 
^  dx  dx  dx  \    dx  dx     f^ 


as) 


— -  % 


\9ix)) 


,  .ld(t,(x)     ,  .         ,  ,  du>{x)  ^  d/Xx)  ,,.  ^     ,  y,  dtp(*)\ 


dx 
d{(p(x)yj(x)+x{a)c)(a)) 
dx {(f  (.r)  y/ (x)  +/Xx)(Jti (.r))  d  (ifKa)  ^i^)  -^ ^>^(*y) K'g)) 

y/(x)yj(x)  +ü)(x)üj(x)        {ip(x)\/j(x)  +  w(.r)w(a:))^  (?jr 

da?  {g>  (x) w (x)  —X  C^)  V' (^))  ^  (V'W  'K*'*?) + w(*)  ^t*(g))  ! 

yj  (x)  \p{x)  •^U){x)(a  {x)        wia)  \p(x)  +  io(x)  (o{x))  dx  / 

Man  kann  aber  die  erhaltenen  Ausdrücke  folgendermassen  zu- 
sammenfassen 

/.  ix    d{f{x)+g(x))  _  d(p(x)      .  d/Xx)         dxfX^)    .   •  rfw(^) 
(^^)   dx-     -^-J^-^'-d^-^    -dx     ^'-"dJ-' 

(15)    ä(f(x)-gix))^d(f,(x)  ^    .dyX-r)       (dn^a)    ^    .  f?rü(.r)N 
dx  dx  dx         \    dx  dx    ) 

(16)    l(/0^iW) 

und  mit  Berücksichtigung  der  Gleichung 

xli{x)  \p{x)  +  w(a;)  w  (a:)  =  (^(a;)  +  iio(x))  {xff{x)  —  iw(a;)) 
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"(-51) 

(17)  \9W  J 

(v(x)  +  i(o(x))  {\f>(x)  —  iw{x)) 

(V<W  +  «w(a:))^  {ilj{x)-'iw{x)y 

Alsdann  lägst  sich  die  rechte  Seite  von  (14),  (15)  und  (16)  un- 
mittelbar durch  f{x),  g{x)  und  deren  DiflFerentialquotienten  dar- 
stellen. Substituirt  man  ferner  auf  der  rechten  Seite  von  (17) 
statt  des  Diflferentialquotienten  des  Products 

(\p{x)  +»w(a;))  (i)j{x)  —  io}{x)) 
den  nach  der  Vorschrift  (16)  gebildeten  Ausdruck 


—    4-» 


dx  d 

80  verwandelt  sie  sich  in  den  Ausdruck 

\p{pc)'^%i3H  (x)  [rp  (x)  + 1  w  (x); 

der  ebenfalls  auf  die  angegebene  Art  darstellbar  ist.    Demnach 
gelten  die  vier  Gleichungen 

(18)  ^(f(^)  +  9(^))  ^  df(^)  ^  dg{x)  ^ 

dx  dx  dx 

(19)  ä{f{x)—g{x))  _  df{x)  __  dg{x)  ^ 

d^x  dx  dx 

(20)  d{mg{x))   _  i/X^)  (^)  +  ^(^) Ml), 

dx  dx  dx 


(21) 


\gi^))    _ 


dx  ^(•^)^(^) 

welche  beziehungsweise  mit  den  Gleichungen  (16),  (17),  (18) 
^es  §  6  und  der  Gleichung  (8)  des  §  7  tibereinstimmen  und 
deshalb  den  folgenden  Satz  begründen: 

(II)  Der  Di/ferentiälqt40tient  der  Summef  der  Differenz,  des 
froduets  und  des  Quotienten  van  swei  algebraischen  rationalen 
^«ncftonen,  die  aus  einer  reellen  Variable  x  und  compiexen  con- 
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stanleti  Grössen  gebildet  sind,  wird  in  Sejnig  auf  die  Variable  x 
nach  den  gleichen  Regeln  abgeleitet,  die  für  das  Gebiet  der  reeUen 
Grössen  bestehen. 

Ana  der  Verbindung  der  Sätze  (I)  und  (II)  ergiebt  sich 
die  Foigernng,  dass  der  Differentialquotient  einer  jeden  alge- 
braischen rationalen  aus  einer  reellen  Variable  x  und  complexen 
consianten  Grössen  gä)ildeten  Function  in  Beeug  auf  die  Varit^le 
X  ebenfalls  nach  den  für  das  Gebiet  der  reellen  Grössen  geltenden 
Hegeln  erhalten  wird.  Betrachten  wir,  um  dies  allgemeine  Re- 
sultat durch  eiae  besondere  Anwendung  deutlicher  zu  machen, 
das  Aggregat  der  Variable  x  und  einer  complexen  Constante 

a  +  ib,  so  folgt  aus  (18),  da  -z— =  1  und  nach  dem  Satze  (I) 
-^-- ^ — ^  =  U  ist,  die  Bestimmung  ^^M 


d(ß_ 


i^_ 


äx 


(22) 

Nun  zieht  die  wiederholte  Anwendung  von  (20),  wie  in  §  6  aus- 
geführt ist,  ftlr  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl  »  die  Oleicbang 

(23)  ^^  =  »(/-(«))"""'^^ 

nach  sich,  und  auf  gleiche  Weise  ergiebt  (21)  für  eine  beliebiKe 

positive  ganze  Zahl  p  die  Gleichung  ^^H 


(24) 


^feM-l  =  _,( 


(I)) 


ilx 


Wird  also  in  (23)  statt  f(x)  und  in  (24)  statt  g{x)  die  Ver- 
bindung 3;+a+)t  substituirt,  80  entsteht  für  den  Differentialquo- 
tienten eiuer  beliebigen  positiven  oder  negativen  Potenz  der- 
selben der  Ausdruck 

dji^  +  a  +  ibr)  _ 


(25) 


dx 


-  =  n{x  +  a-^ib)'' 


diix 


iÖ- 


-  p[x  +  a+i< 


Nachdem  durch  (5)  der  in  Bezug  auf  x  genommene  Dif- 
ferCDtialquotient  einer  Function  f{x)^(f{x)  -t-  ii/'(;r)  definirt  ist, 
kann  man,  wie  früher,  den  in  Bezug  auf  die  Variable  x  gebil- 
deten Uifferentialquotieuten  dieses  DttTerentialquotienteu  als  den 
zweiten  DifTerentialquotlenten  der  Function  f(x)  bezeichnen,  aad 
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80  fortfahrend  die  successiven  Differentialquotienten  der  Function 
f(x)  definiren.  Für  den  Differentialquotienten  der  beliebig  hohen 
nten  Ordnung  gilt  dann  die  Gleichung 

i-')  — T-r-  —  — 7^; —  +  * 


dx^              dx*                 dx" 
Mit  Httlfe  der  Relation  (26)  lassen  sich  nun  die  auf  ein- 
ander folgenden  Diflferentialquotienten  eines  Bruches  — .^ 

x  +  a  +  tb 

oder  (x-ha  +  ib)"^  leicht  angeben.  Man  findet 


(28) 


d{(x-^a^ihy')__^^^^^,^^^.^ 
^^((^±l^=l^2{x+a  +  ibr\ 

€LX 


— ii i — ^  =  (— 1)  1.2...r(a;+ a+iö) 

dx 

In  diesen  Gleichungen  ist  die  Beantwortung  der  Frage  enthal- 
ten, von  der  wir  ausgingen,  und  die  sich  auf  das  Bildungsgesetz 
der  auf  einander  folgenden  Diflferentialquotienten  des  von  dem 

Factor  i  befreiten  imaginären  Theiles  des  Quotienten  :  be- 

X  —  % 

zog.   Setzt  man  in  (27)  f{x)  = r  ^  so  folgt  vermöge  der  in 

X         % 

(3)  angegebenen  Zerlegung 

di-^-\       /(-^)         /(-,^) 

dx^  dx*^  dx^ 

Andrerseits  hat  man  nach  (28),  indem  a  =  0,  6  =  —- 1  ge- 
setzt wird, 

(30)  _  A.^Lz}!  =  i-\Y -  •^•••*' . 

dx  [X — l) 

Um  den  reellen  und  imaginären  Theil  dieses  Ausdrucks  zu 
trennen,  bemerke  man,  dass  da  x  reell  ist,  nach  einem  in 
\  §  27  bewiesenen  Satze  der  conjugirte  Ausdruck  erhalten 
^rd,  indem  —  %  durch  -H  i  ersetzt  wird,  dass  ferner  die  halbe 
Summe  von  zwei  conjugirten  complexen  Grössen  ihren  gemein- 
^men  reellen  Theil,   die  halbe  Dififerenz  derselben  den  imagi- 
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nären  Theil  der  als  Minaendus  genommenen  oomplexen  GrOBse 
hervorbringt.  Demnach  entstehen  aus  (29)  und  (30)  die  beiden 
Gleichungen 


(31) 


(32) 


**  U*+  V _  J_ /(— l)'^1.2.8..r       (—  l)''l.2.3..r\ 
dx'  2  \      (i;-if+'       "^        («  +  »)'*'      /' 

^\x*+l)  _  1^  /(—  l)'l.2.3..r  _  (— l)'l.2.3..r\ 


Die  letztere  giebt  fUr  die  aufeinander  folgenden  Differen- 
tialqnotienten  der  Function  arctgx,  da  der  />te  Differential- 
quotient dieser  Function  gleich  dem  (p  — l)ten  Differential- 
quotienten des  ersten  Differentialquotienten  -i— -,  ist,  die  ge- 
suchte  Bestimmung 

(oos  _^jrctgx_       ,^,-il.2.3(p— 1)/       1  1       \. 

^"^^  ~1?       ^"  ^^         ^i      \T^  ~  ~(^''~r 

sie  soll  dazu  dienen,  die  Function /*  (:r)  ==  arctg  o;  in  die  Glei- 
chungen (3)  und  (4)  des  §  28  einzuführen.  Die  Function  arctg  jt, 

welche  wie  in  §  14  von  den  Grenzen  —  und  -f  -^  einge- 
schlossen wird,  verschwindet  fllr  j:=0,  desgleichen  verschwin- 
den  mit  X  zusammen  alle   ihre  Diflferentialquotienten  gerader 

Ordnung,  weil  für  eine  gerade  Zahl  2>  der  Werth  (—*)''  dem. 
Werthe  {if  gleich  ist.  Dagegen  kopimt  für  eine  ungerade  Zahl|^ 

-21-1-^^-7)-*  ~^~^^  ' 

so  dass  der  Differentialquotient  der  ungeraden  ptcn  Ordnung 
für  x=0  gleich  dem  Ausdrucke 

(-1)  '  1.2.:3...(/>-l) 

wird.  Mithin  gelangt  man  durch  die  angegebene  Substitution, 
indem  p  gleich  dem  um  die  Einheit  verminderten  Doppelten 
einer  Zahl  q  genommen  wird,  zu  der  Gleichung 
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3  27—1 

arctgx=  -j  -  —  +  ...  +  (-1)'-'  -^^  +  Ä,,^„ 


(34) 


X 


WO  Ö  wieder  einen  positiven  echten  Bruch  bezeichnet. 

hl  Folge  einer  in  §  31  bei  dem  allgemeinen  Gliede  der  lo- 
garithmischen Reihe  gemachten  Bemerkung  würde  auch  das  all- 

gemeine  Glied  der  vorliegenden  -^^ — ~ — z ftlr  eine  hinrei- 

^  2q —  1 

chend  grosse  Zahl  q  numerisch  beliebig  gross  werden,  wenn 
man  der  Grösse  x  einen  die  Einheit  übersteigenden  numerischen 
Werth  beilegte.  Für  die  Convergenz  der  unendlichen  Reihe, 
welche  als  die  zur  Darstellung  der  Function  Arcus  tangentis  be- 
stimmte Reihe  in  (I),  §  120  vorkommt,  sind  demnach  nur  solche 
Werthe  von  x  zu  betrachten,  die  numerisch  unter  der  Einheit 
liegen  ode'r  sie  höchstens  erreichen,  und  bei  solchen  lässt  sich 
leicht  nachweisen,  dass  der  Restausdruck  R2q+\  °^^*  wachsender 
Zahl  q  einen  beliebig  kleinen  Werth  annimmt. 

Für  jede  complexe  Grösse  g  +  ih  ist  offenbar  sowohl  der 
absolute  Werth  von  g  wie  auch   der  von  h  niemals  grösser  als 

öer  absolute  Betrag  ^g*  +  A*.     Setzt  man 

80  wird  nach  einem  vorhin  angewendeten  Schlüsse,  weil  6x 
eine  reelle  Grösse  bezeichnet, 

mithin  ist  der  absolute  Werth  von  A  keinenfalls  grösser  als  der 

absolute  Betrag  der  complexen  Grösse stzt'     Weil    nun 

(0.^  —  0 
nach  einem  in  I,  §  27  bewiesenen  Satze  die  Norm  des  Products 
von  zwei  complexen  Grössen  gleich   dem  Product  der  Normen 
der  beiden  Factoren,   folglich    die   Norm   des   Products   von 
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Capitel  IV. 

Anwendmigeii  der  nach  den  Potenzen  einer  rarlabeln 
Grosse  fortschreitenden  Reihen. 

I  $4.   Begtlmmimg  der  grösten  und  kleinsten  Werihe  von 
Fonotlonen  einer  variablen  Chrösse. 

Wie  die  Tangentenprobleme  gehören  die  Probleme  de  maxi- 
mis  ä  minimis  oder  die  Fragen  nach  den  grösten  nnd  kleinsten 
Werthen,  welche  Grössen,  die  von  veränderlichen  Grössen  ab- 
h&ngen,  annehmen  können,  zu  den  Aufgaben,  durch  deren 
besondere  Schwierigkeiten  die  Entdeckung  der  Infinitesimal- 
rechnung herbeigeführt  ist.  Schon  früher  hatte  Fermat  in  der 
Arbeit  methodus  ad  disquirendam  maximam  et  minimam  eine 
Vorschrift  zur  Lösung  der  hier  bezeichneten  Aufgaben  mitge- 
theilt,  und  die  Construction  der  Tangenten  an  gegebene  Curven 
darauf  zurttckgeftihrt.  Auch  Leibnitz  erwähnt  beide  Gattungen 
^on  Aufgaben  in  der  Abhandlung,  durch  die  er  in  den 
J^ipziger  actis  eruditorum  von  1684  die  Grundzüge  der  Infini- 
tesimalrechnung publicirte,  und  die  den  Titel  führt:  Nova 
^nMÜiodus  pro  maximis  et  minimis  itemque  iangentibus,  quae  nee 
frfidag  nee  irrationales  quantitates  moratur,  et  singulare  pro  iUis 
((Mi  genus.  Die  Behandlung  der  Probleme  de  maximis  et 
minimis  gründet  sich  darauf,  dass  man  von  der  Entwickelung  einer 
^nction,  die  nach  den  Potenzen  einer  passend  gewählten 
Grösse  geordnet  ist,  eine  gewisse  Anzahl  der  ersten  Glieder 
benutzt,  nnd  enthält  ein  Vorbild  fUr  die  übrigen  demnächst 
B>itzatheilenden  Anwendungen  der  Potenzreihen. 

Bei  der  Untersuchung  der  Maxima  und  Minima  einer 
Panction  f(x)  wird  vorausgesetzt,  dass  dieselbe  für  ein  gewisses 
Intervall  der  Variable  x,  das  sich  wieder  von  a  bis  b  erstrecken 
inöge,  eindeutig,  endlich  und  stetig  sei.  Es  bezeichne  c  einen 
bestinunten  Werth  von  x^  h  eine  positive  oder  negative  ver- 
taderliche  Grösse,  die  an  die  Bedingung  geknüpft  ist,  dass 
^  Aggregat  c  +  h  zwischen  zwei  Grössen  a  und  ß,  die  inner- 
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halb  dea  von  a  bis  6  ausgedehnten  Interrallg  liegen,  einge- 
sohloasen  sei.  Man  sagt  nun,  dasB  die  Function  f(x)  fltr  den 
Werth  x=^c  einen  grösten  Wcrth  oder  ein  Maximum  babe,  wenn 
der  Fünctionswertb  f{c)  algeliraiscb  griisscr  ist  als  jeder  andere 
Functionswertli  f{c  +  h),  und  dass  die  Fuuction  f(x)  ftlr  den 
Werth  x=c  einen  kleinsten  Werth  oder  ein  Minimum  habe, 
wenn  der  Fünctionswertb  f(c)  algebraisch  kleiner  ist  als  jeder 
andere  Fünctionswertb  f(c  +  h).  Es  wird  also  der  Fünc- 
tionswertb /"(c)  immer  nur  mit  den  Nacbharwerthcn  f(e  +  h]  ver- 
gliL-hen,  für  welche  a-^c-\-h<,fi  ist,  und  wo  die  Grösse  des 
Intervalls  ß  —  "je  nach  den  Umständen  bedeutender  oder 
geringer  ausfallen  kann.  Demnach  ist  es  möglieb,  dass  die 
Function  f(x)  inuerhalb  des  ganzen  von  a  bis  6  reichenden 
Intervalls  tlJr  verschiedene  Wertlie  von  x  verschiedene  Maxinui 
und  Minima  annimmt 

Es  lässt  sich  die  angegebene  Definition  auch  so  aus- 
drücken, dass  die  Function  f{x)  fUr  x=c  zu  eiueni  Maximum 
wird,  sobald  die  Differenz  f{c  +  k>  —  f(e)  fllr  jeden  von  Null 
verschiedenen  innerhalb  der  Grenzen  «  — c  und  ,i — c  liegenden 
Werth  von  h  negativ  ist,  und  dass  die  Function  f(x)  tut  x^c 
zu  einem  Minimum  wird,  sobald  die  bezeichnete  Differenz  (Ur 
jeden  von  Nnll  verschiedenen  innerhalb  der  Grenzen  a — c  and 
ß  —  c  liegenden  Werth  von  A  positiv  ist.  Um  die  lledingungea 
zu  erkennen,  unter  denen  daa  eine  oder  andere  geschieht,  werde 
für  den  betreffenden  Werth  c  die  Function  f(c  4-  h)  in  eine  nach 
den  Potenzen  der  Grösse  k  fortschreitende  Reihe  entwickelt,  und' 
diese  nach  dem  in  A  multiplicirten  Gliede  durch  den  entspre- 
chenden Restausdruck  ergänzt.  Hierzu  dient  der  in  der  Gl«!- 
cbnng  (17)  des  g  27  enthaltene  Taylor'sche  SaU;  die  bei  der 
Function  f{x)  erforderliehen  Voraussetzungen  sind  in  demsel- 
ben g  augefllbrt.  Sie  bestehen  zunächst  darin,  dass  die  in 
der  Entwickehmg  auftretenden  Differeutial(|notienteu  /"'(*)  nnd 
f"[x)  innerhalb  des  bezüglichen  Intervalls  eindeutig,  endlich 
nnd  stetig  sein  müssen.  Dann  findet  man  für  die  Differenz 
f[c  +  h) — f{c)  die  folgende  mit  einem  positiven  echten  Brache  d 
gebildete  Darstellung 


(1) 


/■(c  +  A) -/•(<:)  =/''(c)A 


r(c  +  Hh)^ 
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Ans  derselben  ist  leicht  zu  folgern,  dass  die  Function /*(:&) 
für  x=c  weder  einen  grösten  noch  einen  kleinsten  Werth 
besitzt,  sobald  der  erste  Differentialquotient  f(c)  einen  von  Null 
verschiedenen  Werth  hat.  Durch  Herausziehen  des  Factors  h 
bekommt  die  rechte  Seite  von  (1)  die  Gestalt 

(2)  {r(c)-hhr{c+eh))h; 

man  kann  nun  der  Grösse  h  solche  Grenzen  a  —  c  und  ß — c 
vorschreiben,  dass  für  jeden  innerhalb  derselben  liegenden  Werth 
das  in  der  Klammer  befindliche  Aggregat  stets  dasselbe  Vor- 
zeichen wie  die  von  Null  verschiedene  Grösse  f*{c)  behält. 
Wegen  der  Voraussetzungen,  die  fttr  den  Gebrauch  des  Taylor- 
schen  Satzes  nothwendig  sind,  darf  die  Grösse  h  von  vorne 
herein  nur  einen  solchen  Spielraum  erhalten,  dass  der  zweite 
Differentialquotient  f'*[c-\-6h)  bei  jedem  Werthe  des  positiven 
echten  Bruches  0  einen  endlichen  Werth  hat,  das  heisst  nume- 
risch kleiner  bleibt,  als  eine  gewisse  feste  Grösse  Ic.  Wofern 
Dun  die  der  Grösse  h  zu  steckenden  Grenzen  a—c  und  ß — c 

f'ic) 
numerisch  kleiner  gewählt  werden  als  der  Bruch  —ir^  ^^  mvi^^ 

^er  Ansdruck 

(3)  i^},rk±^) 

Tic) 

stets  positiv  sein,  folglich  das  in  der  Klammer  von  (2)  befind- 
liche Aggregat  das  Vorzeichen  des  Factors  f'(c)  haben.  Legt 
ujan  alsdann  der  Grösse  h  innerhalb  der  festgesetzten  Grenzen 
znerst  einen  negativen,  dann  einen  positiven  Werth  bei,  so  wird 
der  in  (2)  angegebene  Werth  der  Differenz  f(c  +h)  —  f{c)  im 
ersten  Falle  das  mit  f  (c)  übereinstimmende,  im  zweiten  Falle 
das  entgegengesetzte  Vorzeichen  annehmen;  die  Differenz  ist 
ako  fähig,  nach  Belieben  das  positive  oder  das  negative  Vor- 
zeichen zu  erhalten,  und  das  verträgt  sich  weder  mit  der  Natur 
des  Maximums  noch  mit  der  des  Minimums,  indem  die  Differenz 
bei  dem  erstem  immer  negativ,  bei  dem  zweiten  immer  positiv 
Kin  mttsste. 

Wenn  also  die  Function  f{x)  für  x  =  c  ein  Maximum  oder 
ein  Minimum  haben  soll,  so  muss  der  erste  Differentialquotient 
derselben  f  (x)  ftir  den  bezüglichen  Werth  verschwinden.  Hier- 
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durch  f^Ut  auf  der  rechteu  Seite  von  (1)  das  iu  h  multiplicirte 
Glied  fort,  nud  es  entsteht  die  Gleichung 

(0+9*)., 


(4) 


/■{£  +  *)-/■(=)  = 


Dieselbe  erlaubt  über  das  Vorhandenseiu  eines  M&ximums  oder 
eines  Minimums  zu  entscheiden,  wofern  der  zweite  DifTerential- 
quotient /""(a:)  bei  x^c  einen  von  Null  verschiedenen  Werth 
erhält.  Für  die  Function  f"  (x)  gilt  die  Voraussetzung  der 
Stetigkeit,  das  heisst,  fllr  je  zwei  innerhalb  des  benutzten 
Intervalls  befindliche  Wertbe  x  und  x+  S  'Bt  die  Differenz 
/"(ä  +  D — f(x)  bei  einem  numerisch  hinreichend  kleinen  Werthe 
von  ^  kleiner  als  eine  noch  so  kleine  gegebene  Grösse.  Sobald 
daher /""(c)  nicht  gleich  Null  ist,  kann  der  numerische  Werth 
der  Gr'isse  Ä  in  solchem  Masse  eingeschränkt  werden,  dass  die 
I  Differenz  f"  (^'^^^)~f"i'^)  zwischen  zwei  Grössen  p  und  q, 
die  numerisch  kleiner  als  der  Werth  f"{c)  selbst  sind,  ent- 
halten bleibt;  dann  mnss  /""(c  +  ^Ä)  einen  von  Null  verschie- 
denen Werth  haben,  dessen  Vorzeichen  mit  f"(c)  übereinstimmt 
Aus  den  Ungleichheiten 

p<f(c  +  fih)-r(c)<:q 
folgen  nämlich  durch  Addition  von  f"  (e)  die  Ungleichheiten 

p  +  f"  (cXf  (c  +  ehxq+t  (c), 
wo  die  Grössen  p  +  {"  (c)  und  q  +  f"  (c)  nach  der  getroffenen 
Voraussetzung  dasselbe  Vorzeichen  wie  f"  (c)  haben  und  noth- 
weudig  von  Null  differiren.  Es  wird  demnach  festgesetzt,  dass 
die  Grösse  /*  innerhalb  solcher  Grössen  o — c  und  ß—c  liegen 
soll,  für  welche  f"  (c  +  Ö  Ä)  das  Vorzeichen  von  f"  (c)   festhält. 

Da  die  Grösse  /""(c+fiÄ)  in  (4)  mit  dem  Factor  -^h*  multipli- 

cirt  ist,  der  fUr  ein  positives  wie  fUr  ein  negatives  h  positiv 
bleibt  und  nur  mit  h  zusammen  verschmudet,  so  hat  die  rechte 
Seite  von  (4)  Air  jeden  zulässigen  Werth  von  A,  die  Nnll  ans- 
genommen,  einen  von  Null  verschiedenen  Werth,  der  positiv 
oder  negativ  bleibt,  je  nachdem  {'  (c)  positiv  oder  negativ  ist 
Nun  wird  aber  das  Wesen  des  Maximums  dadurch  characterisirt, 
dass  für  einen  von  Null  verschiedenen  Werth  h  die  auf  der 
linken  Seite   von  (4)  befindliche  Differenz  immer  negativ,  ibu 
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Wesen  des  Minimams  dadurch,  dass  diese  Differenz  immer 
positiv  bleibt.  Al80  darf  man  den  Scliluss  ziehen,  dass  die 
Fundion  f{x)  für  x=c  eu  einein  Maximum  wird^  wenn  für 
diesen  Werth  von  x  der  erste  Dtfferentiaiquotient  f  {x)  ver- 
schwindet und  der  eweite  Differeniialquotient  f"  {x)  einen  negati- 
ven Werth  erhalt j  dass  dagegen  die  Function  f{x)  für  x=c  £U 
einem  lUinimum  wird,  wenn  für  diesen  Werth  von  x  der  erste 
Differentialquotient  f'  (x)  verschwindet^  und  der  eweite  Differen- 
iialquotient f"  (x'S  einen  positiven  Werth  erhält. 

In  dem  Falle,  dass  für  einen  Werth  x=c  sowohl  der  erste 
wie  auch  der  zweite  Differentialquotient  der  Function  f(x)  gleich. 
Knll  ist,  genügt  die  in  der  Gleichung  (1)  enthaltene  Entwicke- 
hng  zur  Beantwortung  der  aufgeworfenen  Frage  nicht  mehr. 
Wir  führen  dann  die  in  der  Gleichung  (17)  des  §  27  ange- 
gebene Reihe  bis  zu  dem  mit  A'  multiplicirten  Gliede  und  dem 
sich  anschliessenden  Restausdruck,  und  erhalten,  indem  die  mit 
*  und  Ä*  multiplicirten  Glieder  verschwinden,  die  Gleichung 

W  der  auch  die  Differentialquotienten  f"  (x)  und  /^*  (x)  ein- 
deutig, endlich  und  stetig  vorausgesetzt  werden.  Diese  Gleichung 
zeigt  ein  ähnliches  Verhalten  wie  die  obige  (1).  Wenn  der 
Werth  /*'"  (c)  von  Null  verschieden  ist,  so  nimmt  die  rechte 
Seite  von  (5)  für  Werthe  von  ä,  die  numerisch  unter  einer  ge- 
wissen Grösse  liegen,   nothwendig  das  Vorzeichen  des  Gliedes 

r  le) 

^23  *•  an,  welches  eine  ungerade  Potenz  von  h  als  Factor  ent- 
hält und  deshalb  mit  der  Grösse  h  gleichzeitig  sein  Vorzeichen 
ändert.  Aus  diesem  Grunde  wechselt  jetzt  die  Differenz 
f(ci-  h)  —  f{c)  ihr  Vorzeichen,  sobald  die  Grösse  h  von  einem 
Dativen  zu  einem  positiven  Werthe  tibergeht,  es  tritt  also  bei 
der  Function  f{x)  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  auf. 
Wenn  aber  /"'"  (c)  gleich  Null  ist,  so  wird  aus  (5)  die  Gleichung 

(6)  f{c  +  h)-f{c)  =  ^*'^'±llh', 

bei  der  es  auf  die  Grösse  f^*\c)  ankommt.  Fttr  einen  von  Null 
verschiedenen  Werth  derselben  kann  man  vermöge  der  voraus- 
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geget7.ten  Stetigkeit  der  Function  f  (x)  das  Intervall  von  h  so 
klein  wählen,  dasB  {*  {c  +fih)  das  Vorzeichen  von  f  (c)  be- 
halt. Die  Differenz  f(c  +  A)  —f(x)  ist  nach  (6)  gleieh  dem  Pro- 
duct  des  in  Rede  stehenden  Mittelwertbe»  nnd  der  dnrch  die 
Zahl  2.3.4  dividirten  vierten  Potenz  der  Grösse  h,  welche  als 
eine  gerade  Potenz  stets  positiv  ist  und  nur  mit  h  zusammen 
verschwindet,  und  kann  daher  niemals  ein  anderes  Vorzeichen 
annehmen,  als  die  Grösse  j  (c)  hat.  Mithin  wird  die  Function 
f(x)  für  x^c  zn  einem  Maximum  unter  den  Bedingungen 

/■'(c)=o,  r'(c)=o.  r(c}=o,  /**Vc)<:o, 

dagegen  zu  einem  Minimum  unter  den  Bedingungen 
/■•(c)=0,  rfc)=0,  f-{c)  =  0,  /i"{c)>0. 
Wie  man  sieht,  fehlt  auch  hier  wieder  die  endgültige  Ant- 
wort, sobald  f  (c)  gleich  Null  ist,  so  dasa  es  nßthig  wird,  die 
Entwickelung  der  Differenz  f{c  +  ä) — f{c)  noch  weiter  zu  treiben. 
In  der  That  muss  man  die  Reihe  der  Differentialqnotienten 
/■"{c),  f"'{c),...  80  lauge  untersucheu,  bis  man  zu  dem  ersten 
Ditferentialquotienten /■'"''  (c)  gelangt,  der  nicht  gleich  Null  ist 
Dann  liefert  der  Taylor'sche  Satz  die  Gleichung 


(7J 


f(e  +  h)-f(c)= 


'*"*'. 


bei  der  die  rechte  Seite  fUr  numerisch  hinreichend  kleine 
Werthe  von  A  ihr  Vorzeichen  mit  h  zusammen  wechselt,  falls 
P  +  1  eine  ungerade  Zahl  ist,  hingegen  das  Vorzeichen  von 
/■"■^''(c)  behält,  falls  p+  1  eine  gerade  Zahl  ist.  Die  Function 
f(x)  hat  also  für  einen  Werth  a:=c,  der  ihren  ersten  Differen- 
tialquotienten eu  Null  macht,  ein  Maximum,  wenn  der  niedrigste 
für  x=c  nicht  verschwindende  D^erentialguotient  von  gerader 
Ordnung  ist  und  für  x^c  einen  negativen  Werth  annimmt,  sie 
hat  ein  Minimum,  Kenn  der  niedrigste  für  3;=c  nicht  verschteinr 
dende  Differentialquotient  von  gerader  Ordnung  ist  und  für  x^c 
einen  posUivcn  Werth  annimmt,  sie  hat  endlich  tceder  ein  Maxi- 
mum noch  ein  Minimum,  wenn  der  niedrigste  für  x=c  meJU 
verschtcindendc  Differmtialquotient  von  ungerader  Ordnung  ist. 

Hierin   bestehen    die    vollsttlndigen  Kriterien    der  Maxima 
nnd  der  Minima  einer  Function  einer  variabeln  Grösse. 
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Fnnotion  einer  variabeln  Ordne. 

Indem  wie  früher  mil  x  und  y  die  rechtwinkligen  Coordi- 
naten  eines  Punktes  einer  Ebene  bezeichnet  werden,  betrachten 
wir  die  durch  die  Gleichung 

(1)  y=f(x) 

dargestellte  Curve.  Der  Werth  y  misst  den  Abstand  des  Punk- 
tes [x,  y)  von  der  Abscissenaxe  und  bekommt  auf  der  einen 
Seite  derselben,  nach  der  in  §  2  eingeführten  Vorstellung  der 
oberen,  das  positive,  auf  der  anderen  Seite  das  negative  Vor- 
zeichen. Wenn  daher  die  Function  f{x)  für  einen  Werth  x=c 
nach  der  Definition  des  vorigen  §  zu  einem  Maximum  wird,  so 
hat  der  betreffende  Punkt  der  Curve  im  Vergleich  zu  seinen 
Nachbarpunkten  den  grösten  Abstand  von  der  Abscissenaxe ; 
wird  dagegen  f{x)  für  a;=c  zu  einem  Minimum,  so  hat  der 
zugehörige  Punkt  im  Vergleich  zu  seinen  Nachbarpunkten 
den  kleinsten  Abstand  von  der  Abscissenaxe,  beides  unter  der 
Voraussetzung,  dass  der  in  Rede  stehende  Werth  f(x)  positiv 
ist  Für  negative  Werthe  von  f(x)  kehren  sich  die  Benennun- 
gen um. 

Da  der  erste  Differentialquotient  f'  (x)  die  trigonometrische 
Tangente  des  Winkels  ausdrückt,  den  die  in  dem  betreffenden 
Punkte  an  die  Curve  gezogene  berührende  Linie  mit  der  Ab- 
sdssenaxe  bildet,  so  hat  die  für  das  Maximum  und  Minimum 
geltende  Bedingung,  dass  f'{x)  für  a;:=c  verschwinde,  zur  Folge, 
dass  die  berührende  Linie  in  dem  Punkte  x=c,  y^f(c)  zu 
der  Abscissenaxe  parallel  wird.  Auf  diesen  Umstand  ist  schon 
in  §  4  aufmerksam  gemacht  worden.  Ferner  bezeichnet  die 
Differenz /'(c+Ä)  —  /'(c}  den  je  nach  der  Lage  positiv  oder  nega- 
tiv genommenen  Abstand  des  Punktes  der  Curve,  für  welchen 
«=c  4-  A  ist,  von  der  Parallele  zur  Abscissenaxe,  die  durch  den 
Punkt  a:=c,  y=f{c)  läuft  und  hier  eben  die  Curve  berührt. 
Bei  der  getroffenen  Annahme  ist  die  Differenz  f(c  +  h) — f(c) 
ftr  Punkte  x=c  +  hy  y=^f{c+h\  die  oberhalb  der  berührenden 
Linie  liegen,  positiv,  für  unterhalb  liegende  Punkte  negativ. 
Fassen  wir  daher  die  Gleichung  (7)  des  vorigen  §  ins  Auge, 
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worin  vermittelst  der  Voraussetzuog,  daas  f  "^  (c)  den  niedrig- 
BtoQ  fUr  x^c  nicht  Tcrsehwindenden  UiffereDtialqaotienten  von 
f{x)  bedeutet,  sUmuitlicbc  Fälle  eingescbloseen  sind,  so  wird 
klar,  dass  die  zu  dem  Punkte  x^c,  y^fic)  (»enachbarten 
Punkte  der  Curve  bei  einer  geraden  Zaiil  p  +  \  und  einem 
negativen  Wertbe  von  f  (c)  sämmtlicb  unter,  bei  einer  ge- 
raden Zahl  p+  1  und  einem  positiven  Werthe  von  f  ^  (c)  sämmt- 
licb  Über  der  genannten  berührenden  Linie  liegen,  Bieh  hingegen 
bei  einer  ungeraden  ZabI  p-\-\  auf  der  einen,  z.  B.  der  linken 
Seite  des  Punktes  unterhalb,  anf  der  anderen  Seite  desselben 
oberhalb  der  berührenden  Linie  befinden.  Sowohl  in  den  Fällen, 
wo  die  Function  f{x)  für  x=c  ein  Masiinnm,  wie  auch  in  den 
Fällen,  wo  sie  ein  Minitnom  wird,  liegt  derjenige  Theil  der 
entsprechenden  Curve,  welchem  der  Punkt  x  =  c,  y=f(c)  ange- 
hört, anf  derselben  Seite  der  dort  bertlhreuden  zu  der  Abacis- 
Etenaxe  parallelen  Linie.  Wenn  dagegen  ttlr  einen  Werth  x'=c 
zwar  der  erste  Dilferentialquoticnt  der  Function  f{x)  verschwin- 
det, allein  die  Function  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum 
wird,  80  zeigt  die  entsprechende  Cur\-e  die  Erscheinung,  dasB 
sie  von  der  zugehörigen  berührenden  Linie  zu  gleicher  Zeit  ge- 
schnitten wird. 
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Um  die  Hämmtlichen  Werthe  der  Variable  j:  zu  erhalten, 
fHr  welche  eine  gegebene  Function  f{x)  zu  einem  Maximum 
oder  Minimnm  wird,  ist  es  nach  §  34  erforderlich,  alle  die- 
jenigen Werthe  zu  kennen,  fllr  welche  der  nach  x  genommene 
erste  Üiffcrentialquotient  der  Function  f'[x)  gleich  Null  wird. 
Nachdem  die  zugehörige  Gleichung 

(1)  /■■(»)  =  o 

gebildet  ist,  hat  man  zuerst  die  sämmtlichen  reellen  Wurzeln 
c,,c,,..  aufzusuchen,  welche  sie  besitzt,  und  hierauf  jede  ein- 
zelne in  die  Reihenfolge  der  Differentialquotienteu 

(2)  r{x),r(x),.. 

zu  substituireu,  bis  man  zu  dem  ersten  gelangt,  der  fUr  den 
betreffenden  Wcrth  nicht  verschwindet;   man    kann   dann    ans 
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der  Beschaffenheit  des  Ergebnisses  nach  der  in  §  34  aufge- 
stellten Regel  benrtheilen,  ob  ein  Maximum  oder  ein  Minimum 
oder  keines  von  beiden  vorliege. 

I.    Es  sei  f(x)  gleich  einer  rationalen  ganzen  Function  von 
X  Yon  einem  beliebigen  Grade 

(3)  fix)  =  a^  ic"  +  Cj  a;""  +  . . .  +  a^_^  x  +  a^. 

Dann  ist  f'{x)  die  Function  des  um  eine  Einheit  niedrigeren 
Grades 

(*)       f  (^)  =  »«0 ^"""^  +  (n—  1)  ttj  x*~  +  . . .  +  a^_i, 

und  es  handelt  sich  um  die  Auflösung  der  algebraischen  Glei- 
chung f'{x)=0.  Auf  die  rationalen  ganzen  Functionen  einer 
Variable  bezieht  sich  die  in  §  34  erwähnte  Methode  Fermats, 
dnrch  welche  die  Auffindung  der  Maxima  und  Minima  der 
gegebenen  Function  von  der  Auflösung  der  so  eben  gebildeten 
Gleichung  abhängig  gemacht  wird.  Nach  dem  Fundamental- 
satze  der  algebraischen  Gleichungen,  der  in  I,  §  61  und  f.  f. 
bewiesen  ist,  hat  die  Gleichung  f*(x)  =  0  inmier  eine  reelle 
oder  complexe  Wurzel,  uid  in  Folge  dessen  genau  n — 1  reelle 
oder  complexe  Wurzeln  jy^i^a, ...^„_i,  vermöge  deren  die  Zer- 
legung in  n — 1  Factoren  ersten  Grades 

(5)  f  (x)  =  na^  (x—  rj^)  (x  —ri^^Ax-  rj^^^) 

besteht.  Unter  den  Wurzeln  i;„  rj^ . .  j;/^_,  sind  die  reellen  Werthe, 
falls  solche  überhaupt  vorkommen,  auszuwählen;  diese  liefern 
dann  die  Grössen  c,,  c,,...,  welchen  ein  Maximum  oder 
Kinimum  der  Function  f{x)  entsprechen  kann.  Bezeichnet  man 
eine  dieser  Grössen  wieder  mit  c,  so  lassen  sich  die  6e- 
dingongen  der  Maxima  und  Minima  von  f(x)  unmittelbar  ver- 
möge der  folgenden  Darstellung  ableiten 

(3»)     f{c  +  h)=m-^  f"^''^  *'+..  +  ^^  Ä" , 

die  ans  I,  §  94  herrührt. 

Für  die  Function  des  zweiten  Grades 

(6)  f{x)  =  a„  a;'  +  o,  x  +  a, 
hat  man 

(7)  f'{x)  =  2a,x-\'a. 

Die  letEtere  Function  verschwindet  für  den  einzigen  Werth 
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(9)  r{r)  =  ^^^'--- 

Da  fix)  den  conatanten  Wcrth  2a„  hat,  so  wird  die  Gleii'lintig 
(3*)  xa  der  folgenden 


(10) 


fic  +  Ä) 


—  fflt  +*«.' 


(12) 


=  1 


Die  Grßsse  o„  darf  nicbt  gleich  Null  sein,  weil  sonst  die 
Fanction  f{x)  nicht  vom  zweiten  Grade  wäre;  mithin  kanu  der 
WiTth  /■"(a;):=2o,  nicht  verschwinden  und  begründet,  falls  o„ 
poBitiv  iet,  das  Auftreten  eines  Minimume,  falls  u,  negativ  ist, 
eines  Maximums.  Durch  die  Zusammenstelluag  der  Gleicbung 
(11)  des  §  2  mit  der  obigeu  (10)  ergibt  sieh,  dass  die  Gleichung 
(11)  y^a^x*  -^  a^x  +  a^ 

in  Bezug  auf  die  rechtwinkeligen  Coordinaten  x,y  eine  Parabel 
ausdruckt.  Man  erhält  eine  vollständige  Uebereinstimmung, 
indem  man 

-al  +  4o„a,      m  +  u  I 

io„  2  "        2(m— /i) 

setzt.  Fflr  die  Discussion  in  §  2  ist  die  Differenz  m  —  ft  positiT 
angenommen;  hierdurch  wirrt  der  Punkt  x'=c,ji^=f{e)  i.\\  dem 
tiefsten  Punkte  der  Parabel,  der  in  der  beigefitgten  Figur  mit 
Ä,  bezeichnet  ist  und  den  Scheitelpunkt  der  Parabel  bildet. 
Bei  einem  negativen  Werthe  von  m  —  ii  kehrt  sieb  die  I<age 
der  Parabel  von  oben  nach  nuten  nm,  und  bestimmen  die 
gleichnamigen  Coordinaten  den  hUchsten  Punkt  der  Parabel,  der 
wieder  ihr  Scheitelpunkt  ist. 

Der  niedrigste  Grad  von  fix),  bei  dem  es  vorkommen 
kann,  dass  f{x)  und  f"{x)  fUr  denselben  Wertb  von  x  ver- 
Bchwinden,  ist  der  dritte.  Alsdann  sind  die  zu  betrachtenden 
Functionen 

j  f{x)  =  a„  r"  +  a,  x*  +  a,  x  +  n, 
(13)  \f{x)  =  Zii„x'^2a,x  +  a, 

\f\x)  =  6a„x  +2a,. 
Die  ({uadratisebe  Gleichung  /■'(3:)=l)  hiit  demnach  die  Wuraelii 
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'       ^'~  3«, 

Sobald  die  Verbindung  a\—^a^a^  negativ  ist,  werden  die- 
selben complex  und  conjugirt,  so  dass  der  Differentialquotient 
f'{x)  für  keinen  reellen  Werth  von  x  verschwinden  kann.  In 
jedem  anderen  Falle  sind  iji,  und  rj^  reell,  und  die  Substitution 
in  den  Ausdruck  f"  (x)  giebt 

(15)  i  /'"(^i)  =  2(3a,i;,+  aj=      2}X^^3ä^ 

Wenn  daher  die  Verbindung  aj  —  'Sa^a^  positiv  ist,  so  bringt 
der  eine  der  Werthe  tj^  und  ry^  ein  Maximum,  der  andre  ein 
Minimum  hervor.  Bei  dem  Verschwinden  der  Verbindung 
fl!-3a^a,  fallen  die  Werthe  tj^  und  rj^  in  einen  zusammen, 
für  den  f"{x)  verschwindet,  und  da  f*"{x)  =  i)ao  bei  der  vor- 
liegenden Function  dritten  Grades  nicht  gleich  Null  werden 
kann^  so  zeigt  sich,  dass  f(x)  weder  zu  einem  Maximum  noch 
zu  einem  Minimum  wird.  Die  Verbindung,  von  deren  Vor- 
zeichen die  Entscheidung  zwischen  den  drei  möglichen  Fällen 
abhängt,  bildet  den  Zähler  des  auf  der  rechten  Seite  der 
Gleichung  (12)  in  I,  §  57  befindlichen  Ausdrucks,  nachdem  man 
denselben  auf  den  gemeinsamen  Nenner  al  gebracht  hat. 

IL    Die  Maxima  und  Minima  einer  rationalen  gebrochenen 
Fonction 

(16)  f(^^=B&' 

WO  Ä{x)  und  B{x)  rationale  ganze  Functionen  von  x  ohne  ge- 
meinsamen Theiler  sind,  erfordern  das  Verschwinden  des  ersten 
Differentialquotienten 

(17)  f'(^^)==^^^'. 

Die  Bezeichnung  des  Arguments  x  ist  der  Kürze  halber  wegge- 
lassen und  wird  auch  im  Folgenden  fortbleiben,  wo  kein  Miss- 
verständniss  zu  befürchten  ist.  Hier  sind  alle  reellen  Werthe 
von  X  in  Betracht  zu  ziehen,  welche  der  algebraischen  Gleichung 
genügen 

(18)  A'B-Äli'=-0. 


Eiiizulni:  Aiif|;abcii  du  Maxini 


et  Mio 


Uuter  den  Wurzeln  von  (18)  kann  eine  Grosse  $,  wdehe  zugleich 
die  Function  B  zn  Null  macht,  nur  dann  vorkommen,  wenn  fUr 
dieselbe  das  Product  AB"  versehwindet.  Weil  nun  Ai.x)  und 
jp(jM  keinen  ^enieinsanieu  Theiler  haben,  so  versubwindet  Ä{x) 
fUr  keinen  Wertli,  der  B(x)  zu  Null  macht;  für  jede  Grösse  f 
muss  also  B'ix)  mit  B{x)  zusammen  verschwinden.  Uni^- 
kehrt  wird  die  Gleichung  (18)  durch  jeden  Wertb  befriedigt, 
£Hr  den  B{x)  und  B'ixj  gleich  Null  sind.  Diejenigen  Wcrthe, 
welche  diese  Eigenschaft  haben,  sind  aber  zufolge  1,  g  4d  die 
mehrfachen  Wurzeln  der  Gleichung  B(x)  =  (i;  mit  diesen  fallen 
daher  die  Grössen  ^  zusammen.  Hiernach  gelangt  man  zu  dem 
Resultat,  dass,  wenn  die  Gleichung  B(x)=(i  keine  mehrfachen 
'  Wurzeln  oder  die  Fnnction  Bix)  bei  ihrer  Zerlegung  in  Factoren 
ersten  Grades  kwine  mehrfachen  Factoren  besitzt,  die 
Gleichung  (18)  keine  Wnrzeln  haben  kann,  für  welche  die 
Fnnction  B(x)  T^rsehwindet.  Andernfalls  existircn  zwar  solche 
Wnrzeln,  dürfen  aber  bei  der  Aufsuchung  der  Maxima  nnd 
_A(x) 


Minima  der  Fnnction  f(x)= 
nach  { 


-BW 


nicht  angewendet  werden,  da 


i  die  letztere  fllr  dieselben  aufhörte  stetig  zu  sein,  nud 
da  in  dem  für  f  ix)  angegebenen  Ausdruck  (17)  der  Nenner 
mit  dum  Zähler  zusammen  verschwände. 

Der  zweite  Differentialquotient  von  f(x)  erhalt  den  Ausdruck 
2{A-B-AB-)^ 


B' 


B' 


(19) 

Bei  der  Substitution  eines  Werthes  von  j.',  der  die  Gleichung 
(18)  erimit,  ohne  die  Gleichung  B=0  zu  befriedigen,  verschwin- 
det der  zu  subtrahireude  Hestandtheil  der  rechten  Seile,  und 
weil  der  Nenner  B'  uothwendig  positiv  wird,  so  entscheidet  die 
Verbindung 

(20)  A-B—AB" 

durch  ein  negatives  Vorzeichen  ftlr  ein  Maximum,  durch  ein 
positives  für  ein  Minimum.  Wir  übergehen  die  Erörterung  der 
höheren  DiffcrcntialquotienteD  der  Function  fix),  welche,  falls 
es  uothwendig  ist,  nacli  einander  aufzustellen  keine  Schwierig- 
keit verursacht. 

III.    Als  Beispiel  einer  trauscendenten  Function  diene  die 
folgende,  mit  den  ganzen  Fanctionen  A{x),  B{x),  C{x),  Difl) 
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und  der  Basis  der  natürlichen  Logarithmen  c  gebildete  Function 

(21)  f^''^=Bi^'       ' 

Aus  derselben  ergiebt  sich 


^^^^  '    '"^^  dx     ^     '  B    dx 

oder  entwickelt 

('  c 

(22*)        /•'(a;)  =  -  -^^ .     +^ ^, e 

und  ferner 

(23)        fix) 


d.r*  da:      da:  B  \     dx  ^     dx 


Weil  die  Exponentialfunction  e       für  jeden  Werth  von  a?,    für 

den  der  Exponent  ^A  nicht  mit  negativem  Vorzeichen  über  jedes 

Mass  hinauswächst,  positiv  und  von  Null  verschieden  ist,  so*  hat 
DMUi,  abgesehen  von  den  Werthen,  die  den  Nenner  Z)(ii;)  zum  Ver- 
schwinden bringen,  nur  diejenigen  Werthe  zu  ermitteln,  für  welche 
der  auf  der  rechten  Seite  von  (22)  mit  der  Exponentialfunction 

^      maltiplicirte  algebraische  Ausdruck 

gleich  Null  wird.     Diese  sind  die   reellen  Wurzeln    der  alge- 
braischen Gleichung 
(25)  {AB-AB)D^-¥AB(C'D^CD')=(^. 

Ferner  bleibt  das  Vorzeichen  von  f''{x)  bei  dem  Fortlassen  der 

C(x) 

Exponentialfunction  e  nngeändert,  so  dass  dasselbe  durch  den 
algebraischen  Factor 

dx*  dx       dx  B  \  dx^  ^    dx    /   y 


184  Einzelne  Aufgabou  du  Maximls  ut  Miiiimis.  §  37, 

beBtimmt  werden  kann.  Hier  kommt  noch  in  Betraclit,  daas 
vermöge  des  Verschwindcns  von  (24)  der  Ausdniek  (26)  gleich 
dem  folgendeu  wird 


(1)  j<i))\.m 


(27) 

Eine  sehr  einfache  Anwendung  entsteht,  indem  man  A(x) 
gleich  der  ganzen  Potenz  x' ,  B{x}^\,  C{x)  gleich  der  in  eine 
Constante  c„  multiplicirten  Variable  j-,  D(x)  =  l  setzt,  mitbin 
(21-)  nx)=x-e'\ 

Dann  wird  ans  (25)  die  Gleiehnng  ^^' 

(25*)  Hx"^^  +  x"  c^=ii,  ^^ 

und  aus  (27)  der  Ausdruck  ^i 

(27*)  »t(rt— Ijx'""'— ä"c^ 

Die  Wurzel  von  (25*),  die  gleich  -  "  ist,  gieht  fUr  (27*) 
den  Werth 

der  nach  der  allgemeinen  Regel  durch  ein  negative»  Vorzeichen 
ein  Maximum,  durch  ein  positives  Vomeichcn  ein  Minimum  an- 
zeigt. 

I  37.    Bertthmnf  en  veriohledener  Ordnungen  zwlsobea 
ebenen  Corven. 

Insofern  die  Entwickolung  einer  Function  in  eine  Potenz- 
reihe die  Aenderungen  der  Function  darstellt,  welche  be- 
stimmten Aenderuugen  der  Variable  entsprechen,  kann  man 
durch  dieses  Mittel  die  simultanen  Aenderungen  von  zwei 
Functionen  derselben  Variable  in  der  Art  vergleichen,  dasa 
entweder  die  Differenz  oder  der  Quotient  der  beiden  Func- 
tionen untersucht  wird.  Zu  der  Betrachtung  der  Differenz 
veranlasst  die  Frage,  wie  sich  zwei  ebene  Curven,  die  durch 
denselben  Punkt  geheu,  in  der  Nachbarschaft  von  diesem  gegen 
einander  verhalten.  Wenn  fllr  dasselbe  rechtwinklige  Coordi- 
uatensystem  die  Gleichungen  zweier  Curven  gegeben  stud 
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(1)  y  =  f{x\ri  =  fp{^, 

und  diese  sich  in  dem  Punkte  x^Xo^y^y^  treffen,  so  gelten 

die  Gleichungen 

(2)  yo  =  /'(^o))  yo  =  vM' 

Eß  werde  nun  x  wie  auch  $  durch  das  Aggregat  x^-hh  ersetzt 
und  hierauf  f{Xo  +  h)  und  (pix^-hh)  nach  den  Potenzen  der 
Grösse  h  entwickelt;  dann  kommt  nach  (17)  des  §  27  bei  zwei 
positiven  echten  Brüchen  6  und  l 

(3)   y  =  f(Xo+h)=f(x,)+r(xJh  +  ^—p^h'+... 

•••■*"  2. 3. ..p'*   "^  2.3. ..{p-hi)         ' 
W    ri^(pix,  +  h)  =  q>ixj'\-(p'(x,)h+'^-^-^^ 

•••■^2.3...i>'*   "^     2.3.. .(p  +  1)   '^      ' 
Hieraus   erhält    man   flir   die   Differenz   der   Ordinaten    iy  —  y, 
welche  zu    demselben  Werth  der  Abscisse  x^  +  h  gehören,  da 
wegen  (2)  die  Differenz  q>{x^)^f{x^)  gleich  Null  ist,    den  Aus- 
druck ^ 

(5)  ly-y  =  (cp'  (x,)  ^f  {x,))  h  +  y^^(^o)~r  W  ^,  ^  , ,  ^ 

2.3...P  "^  2.3...(i?4-l) 

Die  Grösse  17— y  bezeichnet  das  Stück  der  in  dem  Punkte 
•^d  +  Ä  der  Abscissenaxe  errichteten  Ordinate,  das  zwischen  den 
beiden  Curven  liegt,  und  zwar  bei  der  eingeführten  Lage 
der  Axen  mit  dem  positiven  oder  negativen  Vorzeichen  ge- 
nommen, je  nachdem  der  Punkt  der  zweiten  Curve  i?=g>(f)  über 
oder  unter  dem  Punkte  der  ersten  Curve  y=fXx)  liegt.  Sobald 
noch  eine  dritte  Curve  hinzukommt,  die  auch  durch  denselben 
Pnnkt  hindurchgeht,  und  deren  Gleichung 

(6)  t)  =  i/;  (E) 

heissen  möge,  so  folgt  für  einen  positiven  echten  Bruch  fi  auf 
dieselbe  Weise 

(7)  ti^y  =  {xp'{x.)--f\x,))h+'f^^'^'^~^^^^^ 

2.3.. .p  2.3...(p4-l) 
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Wir  denken  uns  jetzt  die  erste  C'urve  beliebig  gegehün 
und  seilten  fUr  die  zweite  nnd  dritte  Curve  verschiedene  Gebilde 
Vun  einer  gewissen  Gattung,  die  zuerst  gerade  Linien  sein 
mögen.  Bei  einer  geraden  Linie,  welcbe  durch  einen  gegebenen 
Punkt  a:,„f/a  lilnft,  ist  nur  noch  der  Winkel  »  willkürlich,  den 
sie  mit  einer  bekannten  Linie,  etwa  der  Abscissenaxe,  ein- 
Bchliesst.  Die  Gleichung  einer  su  bestimmten  Geraden  entsteht 
aus  (5)  dcB  §  2,  indem  l=^Xa,tn^y„  genommen  wird  und  a 
seine  Bedeutung  behält, 

(8)  1)=J/,  +^^fE-^c)- 
Unter  den  Geraden,  die  den  verschiedenen  Werthen  von  « 
entsprechen,  hat  diejenige,  welcbe  die  gegebene  erste  Curve  in 
dem  Punkte  (j:^,!!^)  berlihrt,  zu  derselben  eine  besondere  Bezie- 
hung; fUr  diese  ist  die  Tangente  des  Winkele  a  gleich  dem 
ersten  Differentialqnotienten  f'(xj,.  so  dass  ihre  Gleichung 
folgendermassen  lautet 

(9)  i  =  y.+f(x.}(i-x„). 

Die  respeetive  in  (8)  und  (9)  angegebenen  Fiyictionen  i''(f)  und 
if(^)  sind  ganze  Functionen  des  ersten  Grades,  bei  denen  die 
ersten  Differenlialquotienten  die  Werthe 

(9.)  >P'  (^,)  =  'j,°".  «P'  (^.)  =/■'  (^J 

haben,  dagegen  die  nach  dem  Argument  genommenen  DiflFeren- 
tialqnotienten  von  der  zweiten  und  von  den  höheren  Ordnungen 
verschwinden.  Mithin  gehen  die  Gleichungen  (5)  und  i,7)  fHr 
p  =  1  in  die  folgenden  Über 

^ri.r..  +  ohh,       ^m 


9-y  =  ('^-/"(*j)A 


f"  (*, 


Für    jede   durch  den    Punkt   ix„,yj   hindurchgehende  gerade 
Linie  mit  Ausnahme  der  die  Curve  berührenden  ist  die  Differenz 

" f'{x,),  welche  auf  der  rechten  Seite  von  (,11)  als  Factor 

von  /(  erscheint,   von  Null  verschieden. 


solche  Schlösse,    wie  sie 
alle   Werthe  von  h,   die 


Es  folgt  daher  durch 
in  §  34  angewendet  sind,  dass  für 
numerisch  unter   einer    hinreichend 
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kleinen  Grösse  liegen,   die  Differenz   ly— y  numerisch  kleiner 

als  die  Differenz  \)  — y  bleibt.   Hieraus  ergiebt  sich,  dass,  wenn 

man  die  Punkte,    in  welchen  die   zu  dem  Werthe  ä?o  +  *  g^- 

torende  Ordinate  die  Curve  y=f{x\   die  Bertihrende  (9)  und 

die  Gerade   (8)    schneidet,    der  Reihe    nach    als   den   ersten, 

zweiten  und  dritten  Punkt  bezeichnet,  der  dritte  Punkt  niemals 

zwischen   den   ersten   und   zweiten   fallen   kann.    Durch  diese 

Eigenschaft  wird  die  Berührende  von  allen  übrigen  durch  den 

Punkt  {x^,  y^)  gehenden  Graden  unterschieden,  so  dass  man  die 

Berührung  der  gegebenen  Curve  und  einer  geraden  Linie  mit 

Hülfe  dieser  Eigenschaft  definiren  darf. 

Damit  die  beiden  in  (1)  dargestellten  Curven  in  dem 
gemeinsamen  Punkte  {x^^y^)  dieselbe  berührende  Gerade  haben, 
ist  es  nothwendig  und  hinreichend,  dass  sich  die  Tangente  des 
Neigungswinkels  a  bei  beiden  auf  dieselbe  Weise  bestimme, 
oder  dass  die  Werthe  der  ersten  Differentialquotienten  f'{x^) 
and  q^'ix^)  einander  gleich  seien.  Alsdann  sagt  mau,  dass  die 
beiden  Cnnren  mit  einander  eine  Berührung  der  ersten  Ordnung 
haben.  Dieser  Begriff  ist  in  der  Weise  ausgedehnt  worden, 
dass  das  Hinzukommen  der  Gleichheit  der  Differeutialquotienten 
der  zweiten  Ordnung  f**  {x^)  und  9)"(^o)  ß'w«  Berührung  der 
iweüm  Ordnung ,  und  allgemein  das  Bestehen  der  (m  +  1) 
Gleichungen 

(12)    f{xo)  =  <p («.),  r  (x,)  =  ip'  (or.), ...f^'^ (x,)  =  y^*' (xj 

«ne  BeriUirung  der  m  ten  Ordnung  characterisirt.  Das  Wesen 
der  Berührung  der  mten  Ordnung  zwischen  den  Curven  y.=f{x) 
nnd  ry=g)(^)  besteht  aber  darin,  dass,  wenn  die  Curve  y=f{x) 
in  demselben  Punkte  {x^y^  mit  einer  Curve  Q  =  V'(e)  eine 
Berührung  von  einer  niedrigeren  Ordnung  hat,  welche  die  ?te 
sein  möge,  und  wenn  man  wieder  die  Schnittpunkte  einer  zu 
der  Abscisse  x^-^h  gehörenden  Ordinate  mit  den  drei  Curven 
in  der  Reihenfolge,  in  der  sie  angeführt  sind,  den  ersten, 
zweiten  und  dritten  Punkt  nennt,  alsdann  der  dritte  Punkt 
niemals  zwischen  den  ersten  und  zweiten  Punkt  fallen  kann. 
Nimmt  man  die  Zahl  p  gleich  w,  so  werden  wegen  der  ge- 
troffenen Voraussetzungen  aus  (5)  und  (7)  die  Gleichungen 
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1(12)  ,-,= 
1(13)  D-y= 
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o-r 


2.3...(m+l) 


(l+l)        "      ""■""*"  ~     2.5.,.im~+\) 

Weil  die  Cnrven  y  =  f{x)  und  ij  =  (/){j.)  nur  eine  Berührung 
der  ;ten  und  keine  Berlihvnng  der  (i  +  l)ten  Ordnung  haben 
Bollen,  so  ist  die  Differenz  i/'"'*'''(iCo)—/^''''"(a;„),  welche  den  Zähler 
dcB  Faetors  von  h  auf  der  rechten  Seite  von  (13)  ausmacht, 
nicht  gleich  Null.  Für  einen  numerisch  hinreichend  kleinen 
Werth  von  h  überwiegt  daher  das  mit  A*'  multiplicirte  Glied 
nnmeTisch  das  Aggregat,  das  aus  den  absoluten  Werthen  der 
tlbrigen  mit  den  höheren  Potenzen  von  h  multiplicirten  Glieder 
der  rechten  Seite  von  1 13)  und  aus  dem  ahäolnten  Werthe  der 
mit  h"  multiplicirten  rechten  Seite  von  (12)  besteht.  Wie 
leicht  einituseben,  ist  ferner  die  rechte  Seite  von  (13)  nume- 
risch grfisser  als  der  Ausdruck,  welcher  entsteht,  indem  der 
Absolute  Werth  des  ersten  Gliedes  positiv  genommen ,  das 
Aggregat  der  absoluten  Werthe  der  übrigen  Glieder  negativ 
hinzugefügt  wird. 

Da  nun  der  so  eben  bezeichnete  Ausdruck  anter  der  ange- 
gebenen Bedingung  grüsser  bleibt  als  der  absolute  Werlh  der 
rechten  Seite  von  (12),  so  muss  der  absolute  Werth  der  Differenz 
I}— j/  Btets  grösser  sein  als  der  absolute  Werth  der  Differenz 
•i  —  y;  und  damit  ist  die  ausgesprochene  geometrische  Behaup- 
tung begründet.  Man  kann  dieselbe  auch  in  die  Worte  kleiden, 
dass,  wenn  eine  Curve  mit  einer  gegebenen  Curve  eine  Berüh- 
rung vim  einer  gewissen  Ordnung  hat,  es  unniiiglich  ist,  in  dem 
Berührungspunkte  zwischen  die  beiden  Curven  eine  dritte  Curve 
zn  legeu,  deren  Berührung  mit  der  ersten  Curve  von  niedrigerer 
Ordnung  ist  als  diejenige  zwischen  der  ersten  und  zweiten  Curve. 

Ant'  die  vorstehenden  allgemeiuen  Betraehtnngen  grBndet 
sich  die  für  den  Fortschritt  der  gesammten  Geometrie  maas- 
gebende  Untersuchung  der  Berührung  einer  ebenen  Curve  und 
eine«  Kreises.  Nach  §  2  ist  die  Gleichung  eines  Kreises,  deseen 
Mittelpunkt  die  Coordinaten  .t'  =  a,  y=b  hat  und  dessen  Radius 
gleich  Q  ist,  in  Bezng  auf  einen  Fnukt  i,  t)  diese 
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hieraas  folgen  fUr  die  Ordinate  ^  die  beiden  Werthe 

(15)  r)  =  b-^€(Q'-ii^af)\ 

wo  e  gleich  der  positiven  oder  negativen  Einheit  zu  nehmen  ist, 
und  der  Werth  der  gebrochenen  Potenz  positiv  sein  soll.  Fttr 
einen  Kreis,  welcher  mit  einer  gegebenen  Curve  y=f(x)  in 
dem  Punkte  (x^,  y^)  eine  Bertihrang  der  ersten  Ordnung  hat, 
mnss  die  durch  die  rechte  Seite  von  (15)  dargestellte  Function 
Hil)  die  Bedingungen  xp{x„)  =  f{x^\  V'(^o)  =f'  (^o)  befriedigen. 
Es  ist  aber 

(16)  M>'{%)=      ~'^g~")   ^, 

mithin  kommt 

(17)  fix;)  ^b^eig'^ix^- af)\    f  M  =  - -'-^^-^^^  • 

Durch  Einführung  der  Ordinate  y^=if{x^)  des  Berührungspunk- 
tes verwandelt  sich  die  zweite  Gleichung  in  die  folgende 

(18)  r(^o)=~-^-^^' 

welche  ausdrückt,  dass  die  von  dem  Kreismittelpunkte  (a,  h) 
nach  dem  Punkte  (x^,  yj  gezogene  Gerade  zu  der  berührenden 
Geraden  der  Curve  senkrecht  steht.  Denn  die  trigonometrische 
Tangente   des  Winkels,   den  die   erstere  mit  der  Abscissenaxe 

macht,  hat  den  Ausdruck  tg  w  =  — >    während    für    den 

Neigungswinkel  a  der  berührenden  Geraden  gegen  die  Abscis- 
senaxe  die  Gleichung   tga  =  /*'(a;J  gilt;   mithin  bedeutet  (18) 
dasselbe  wie  Gleichung 
(18*)  •  tgatgc(;=— 1, 

Dach  welcher  die  Differenz  lo  —  a  gleich  einem  rechten  Winkel  ist. 
Es  bestätigt  sich  also,  dass  eine  Berührung  der  ersten 
Ordnung  zwischen  einem  Kreise  und  der  gegebenen  Curve  nur 
verlangt,  dass  beide  in  dem  Punkte  (a;„,  yj  dieselbe  berührende 
Crerade  haben,  oder  dass  der  Mittelpunkt  des  Kreises  auf  der- 
jenigen  Geraden  liegt,  welche  in  dem  Punkte  der  Curve  auf 
der  berührenden  Geraden  senkrecht  steht  und  die  Normale  der 
Ourve  genannt  wird. 
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Hier  bestimmt   sich  das  Vorzeichen  e  änt  die  folgende  Weise. 

Als  das  Mass  einer  Länge  ist  q  und  daher  auch  -   nothwendig 

positiv.  Weil  nun  die  im  Nenner  der  rechten  Seite  befindliche 
Potenz  ebenfalls  eine  positive  Grösse  bedeutet,  so  muss  der 
Zahler  des  Bruches  auch  positiv  sein,  folglich  ist  die  Grösse  £ 
dem  Vorzeichen  des  zweiten  Differentialquotienten  entgegenge- 
setzt, das  heisst,  gleich  der  positiven  oder  negativen  Einheit  zu 
nehmen,  je  nachdem  der  zweite  Differentialquotient  f"  (xj  ne- 
gativ oder  positiv  ausfällt. 

Nachdem  der  Werth  q  gefunden  ist,  erhält  man  durch  Ver- 
bindung von  (22)  und  den  ersten  Gleichungen  (21),  indem  wieder 
die  Ordinate  y«  ==  f(^o)  benutzt  wird,  eine  Darstellung  der  CooT' 
dinatm  a  und  h  des  Kriimmungsmittelpunktes  mit  Hülfe  der  re- 
lativen Coordinaten  des  Punktes  {x^,  y^)  in  Bezug  auf  den  Punkt 
(«,4) 


(25) 


(i+r(^o)r(^o))* 


a+rMTM) 

Hier  spielt  das  so  eben  definirte  Vorzeichen  e  eine  wesentliche 
Rolle.  Wir  haben  bemerkt,  dass  der  Mittelpunkt  eines  jeden 
dieCnrve  in  dem  Punkte  (x^j  y^)  berührenden  Kreises  und  daher 
auch  des  KrUmmungskreises  auf  der  in  dem  Punkte  (x^^,yj  er- 
richteten Normale  der  Curve  liegen  muss ;  ferner  giebt  die  Länge 
9  die  Entfernung  zwischen  dem  letzteren  Punkte  und  dem  Krüm- 
mungsmittelpunkte  an.  Weil  aber  die  Normale  von  dem  Punkte  . 
der  Curve  aus  nach  zwei  Seiten  gezogen  werden  kann,  so  be- 
darf es  einer  Entscheidung  darüber,  auf  welcher  Seite  der 
Erfimmungsmitteipunkt  liegen  soll,  und  diese  folgt  aus  dem 
Umstände,  dass  nach  (25)  die  Ordinatendifferenz  y^ — h  das 
Vorzeichen  e  hat.  Bei  der  angenommenen  Lage  der  Coordina- 
tenaxen  ist  die  Differenz  y^  —  6  positiv  oder  negativ,  je  nachdem 
sich  der  Punkt  (x^,  yj  oberhalb  oder  unterhalb  des  Punktes 
(fl,  6)  befindet.  Wenn  also  f*'  (x^)  negativ,  mithin  e  positiv  ist, 
80  liegt  der  Krümmungsmittelpunkt  (a,  b)  unterhalb  des  Punktes 
(^•»  y«)  oder  auf  der  unteren  Seite  der  Normale,  wenn  dagegen 
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f"  (x„)  ponitir,  mithin  /  negativ  ist,  oberbalb  des  Pnnktes  (x„  y«) 
oder  auf  der  oberen  Seite  der  Normale.  Dass  sieb  die  beiden 
Seiten  der  Normale  auf  diese  Weise  unterscheiden  lassen,  rlihrt 
davon  her,  dass  stets  ein  endlicher  Werth  der  GrBsse  f  (x,) 
vorausgesetzt  ist,  und  dass  in  Folge  dessen  der  Neigungswin- 
kel, den  die  in  dem  Punkte  (ar„,  yj  die  Curve  berllbrende  Ge- 
rade mit  der  Abscissenaxe  macht,  nie  gleich  einem  Rechten 
ist,  also  die  construirte  Kormale  nie  der  Abscissenaxe  parallel, 
mithin  bei  unserer  Annahme  nie  horizontal  werden  kann. 

Die  Bestimmung  des  Krflmmungakreises  für  einen  Punkt 
einer  Curve  liefert  das  Mittel  zur  Keuntniss  der  Kt-ümmung  der 
Curve  an  der  betreffenden  Stelle.  Weil  sich  der  Krümmungs- 
kreis  der  4.'urve  nither  anschliesst  als  irgend  ein  anderer  be- 
rührender Kreis,  so  ist  die  eoncave  Seite  der  Krllmmung  iiaek 
demjenigen  Theile  der  Normule  gerichtet,  in  dem  sich  d^ 
Krümmnngsmittelpunkt  befindet.  Der  reciproke  Werth  des  Krllm^ 
mungsradins  bildet  das  Mass  der  KrUmmung  selbst,  indem  einen 
grosseren  Radius  eine  geringere,  einem  kleineren  eine  stärkere 
Krümmung  entspricht.  Eine  Ausnahme  macht  der  Fall,  in 
welchem  für  den  betreffenden  Punkt  der  Curve  der  nach  der 
Abscisse  genommene  zweite  Differoutialquotient  der  Ordinate 
verschwindet.  Dann  wird  der  reciproke  Werth  des  KrQmmnngs- 
radius  gleich  Null,  und  man  darf  den  Krümmungsradius  alit 
unendlich  gross  bezeichnen.  PrUft  man  unter  der  in  Rede  ste- 
henden Voraussetzung  die  Berührung  Kivischen  der  betreffenden 
Geraden  und  der  Curve,  so  überzeugt  man  sich,  dass  sie  von 
der  zweiten  Ordnung  wird,  während  sie  sonst  vermöge  der 
obigen  Ausführungen  nur  von  der  ersten  Ofdnung  ist.  Es  nimmt 
also  die  berührende  Gerade  die  Stelle  des  Krtlmmungskreises 
ein.  Indem  die  Function  f"(x),  die  iüvx^x^  gleich  Null  wird, 
bei  dem  Durchschreiten  des  Werthes  x^  das  Vorzeichen  wechselt, 
gebt  die  Lage  des  KrUmmungsmittelpnnktes  oder  der  Sinn  der 
KrUmmung  von  der  einen  zu  der  anderen  Seite  der  Cur^-e  Über 
und  die  KrUmmung  wendet  sich,  weshalb  der  bezeichnete  Punkt 
der  Curve  ein  WendepunU  genannt  wird. 

Als  Beispiele  fljr  die  Bestimmung  des  Krümmungsradius 
mögen  die  Functionen  des  zweiten  und  dritten  Grades  genom- 
men werden,  die  in  (G;  und  {VA)  dos  §  ^t>  betrachtet  sind  um 


4 
I 


87.  Beispiele.                                                  193 

deren  erstere  die   Gleichung   einer  Parabel   liefert.     Für  die 
erstgenannte  hat  man 

(26)  \f{x)  =  2a,X'\'a, 

mithin  erhält  der   reciproke  Krümmungsradius  nach  (24)  den 
Amdmck 

(27)  J-  — -  —  2ffl, 


9  1 

Das  Vorzeichen  e  ist  dem  CoefBcienten  a^  entgegengesetzt,  also 
flir  a^>0  negativ,  für  ao<0  positiv  zu  nehmen.  Die  concave 
Seite  der  Krümmung  kehrt  sich  daher  in  allen  Punkten  bei  der 
getroffenen  Annahme  für  a^>0  nach  oben,  für  ao<0  nach 
unten.  Die  Figur  (5)  des  §  2  entspricht,  wie  in  §  36  erwähnt 
worden,  der  Voraussetzung  a^>0,  und  würde  bei  der  entgegen- 
stehenden Voraussetzung  von  oben  nach  unten  umzudrehen  sein. 
Aus  den  Gleichungen  (13)  des  §36  ergiebt  sich  als  Aus- 
drnck  des  reciproken  Krümmungsradius 

(28)  —  =  -g(6goa?,+2aJ 

9  -- 

Hier  ist  die  concave  Seite  der  Krümmung  fllr  den  Theil  der 
Cnrve,  in  welchem  der  Ausdruck  6aoX^-h2a^  positiv  ist,  nach 
oben,  für  den  Theil,  in  welchem  der  Ausdruck  negativ  ist,  nach 
nnten  gerichtet.  Zwischen  den  beiden  Theilen  der  Curve  liegt 
der  Punkt,  für  welchen  60^x^  +  20^  gleich  Null  wird,  der  also 
vermöge  der  gegebenen  Erklärung  ein  Wendepunkt  der  Curve  ist. 
Man  übersieht  jetzt  mit  Leichtigkeit,  auf  welche  Weise  die 
Benrtheilung  des  Maximums  und  Minimums  der  Ordinate  einer 
Curve  mit  deren  Krümmung  zusammenhängt.  Nach  §  35  han- 
delt es  sich  dort  um  solche  Punkte  der  Curve,  bei  denen  die 
bertihrende  gerade  Linie  mit  der  Abscissenaxe  parallel  läuft. 
Sobald  der  zweite  nach  der  Abscisse  genommene  DiflFerential- 
quotient  der  Ordinate  in  dem  betreflFenden  Punkte  der  Curve 
nieht  verschwindet,  ergiebt  die  Constructioh  des  Krümmung»* 
beides  eine  bestimmte  Lage  für  dessen  Mittelpunkt;  für  einen 
negativen  Werth  jenes  Differentialquotienten  liegt  bei  der  gel- 

iJpKlitts,  AiuüyBifl  U.  13 
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tenden  Voraussetzung  der  Mittelpunkt  nnterbalh  des  zugehiirigen 
Fanktea  der  Curve  und  bezeichiR-t  ein  Maximum,  Itir  einen  po- 
sitiven Werth  liegt  er  olierhalb  und  bezeichnet  ein  Minimum  der 
Ordinate.  Wenn  .jedoch  der  in  Bede  stehende  zweite  Differential- 
qnotient  in  einem  Punkte  der  Curve  gleieh  Null  wird,  ohne 
dass  der  entspTechendo  dritte  Differentialguotient  verschwindet, 
80  hat  die  berührende  Gerade  mit  der  Curve  eine  Berlibrung 
der  zweiten  Ordnung;  der  Punkt  ist  ein  Wendepunkt,  und  die 
Ordinate  wird  an  der  betreffenden  Stelle  weder  zu  einem  Ma- 
ximum noch  zu  einem  Minimum. 


§  38.    Orraswatthe  von  Quotienten  glelohzeltig  gegen  dte 
Hall  «bnobmondor'  FosotloiieD. 

Die  Frage  nach  dem  Verhalten  des  Quotienten  zweier 
Functionen  derselben  GriisBC,  die  Bieh  in  der  Nähe  eines  ge- 
wissen Werthes  ändert,  hat  nur  dann  eine  eigeuthlimliche  Be- 
deutung, wenn  beide  l'uuctioncn  bei  einer  auf  den  betreffenden 
Werth  hin  gerichteten  Bewegung  der  Variable  gegen  die  Null 
CODvergiren.  Es  folgt  schon  aus  1,  §  IG,  das»,  falls  unter  den 
erwähnten  Umständen  die  Nennerfunction  gegen  einen  Grenz- 
wertb  convergirt,  der  nicht  gleich  Null  ist,  der  Quotient  gegen 
den  Quotienten  der  beiden  Grenzwerthe  convergiren  muss, 
daas  femer,  falls  die  Nennerfunction  gegen  die  Null  und  gleioh- 
zeitig  die  Zählerfunction  gegen  einen  von  der  Null  verschie- 
denen Grenzwerth  convergirt,  der  Quotient  seinem  absoluten 
Wertbe  nach  tiber  jedes  Mass  hinaus  wächst  oder  nach  der  in 
§  8  eingeführten  Ausdrucksweise  unendlich  gross  wird.  Demnach 
bleiben  nur  solche  Quotienten  Übrig,  bei  denen  die  Zähler-  and 
Nennerfunction  gleichzeitig  gegen  die  Null  convergiren.  Hierher 
gebürt  auch  die  Aufgabe,  bei  einer  Function  f{x),  deren  Va- 
riable X  den  besondereu  Werth  x„  erbalten  soll,  den  Grenz- 
werth des  Quotienten  der  beiden  Differenzen fllr 

numerisch  abnehmende  Wertbe  der  im  Nenner  »tehenden  Diffe- 
renz X — x„  zu  untersnchen,  oder  die  Bildung  des  Differential- 
qnotienten  der  Function  f\x)  in  Bezug  auf  die  Vari»bk>  x. 
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Gegenwärtig  denken  wir  uns  tttr  ein  gewisses  Intervall  der 
Variable  x  zwei  Functionen  f{x)  und  g{x)  eindeutig,  endlich 
nnd  stetig  gegeben,  und  setzen  yoraas,  dass  beide  für  einen  ge- 
wissen Werth  x^==Xq  gleich  Null  werden;  dann  kommt  es  darauf 

fix) 
an,  zu  erkennen,  ob  der  Quotient     (-<r  bei  der  Annäherung  der 

Variable  x  gegen  den  Werth  x^  gegen  einen  festen  Grenzwerth 
convergirt,  und,  wenn  dem  so  ist,  den  Grenzwerth  zu  bestimmen. 
Es  sei  wieder  x^x^-^h^  und  man  habe  für  jede  der  beiden 
Functionen,  wie  im  vorigen  §,  eine  nach  den  Potenzen  des  In- 
crements  h  fortschreitende  Entwickelung 

Nach  der  gemachten  Annahme  ist  f{x^^=' gipc^^ssQ'^  die  Zahl 
P  wird  so  gewählt,  dass,  wenn  die  auf  einander  folgenden  Dif- 
ferentialquotienten f'{x^y  /""(rc^), ...  vom   ersten   ab  ebenfalls 

verschwinden,  der(^  +  l)te  Differentialquotient  7^'  (o?,,)  der 
erste  ist,  der  nicht  verschwindet,  desgleichen  die  Zahl  g  in  der 
Weise,  dass,  wenn  die  auf  einander  folgenden  Differentialquo- 
tienten g'(x^y  ^"(^o)>---  verschwinden,   der  (g-l-l)te  Differen- 

tiilqnotient  g  *'*^  (Xq)  der  erste  ist,  der  nicht  verschwindet.  Mit- 
Ijin  wird  f{x)  durch  den  Restausdruck  in  (1),  g(x)  durch  den 
^tansdruck  in  (2)  dargestellt,  und  es  entsteht  für  den  zu  un- 
tersuchenden Quotienten  der 'Ausdruck 

(3)  A^)  _(g+l)!  /""''' K+^^).P-7 

In  Folge  der  gemachten  Annahmen  convergirt  der  Factor 

^Tffl) bei   abnehmendem  h  gegen   den  Grenzwerth 

9      (dfj^+  Xh) 

I      (*o)  (<7+l)! 

~T,+iT 7  und  da  der  numerische  Factor  >—-,(!>  der  für  «=g 

gleich  der  Einheit  wird,  von  h  unabhängig  ist,   so  richtet  sich 


das  Verhalten  des  Quotienten 


nach  der  Beschaffenheit  der 


Potenz  h  ,  Wenn  p>q  nnd  daher  der  Exponent  positiv  ist, 
nähert  siüh  die  zugeliürige  Potenz  der  Null;  iWr  ps=q  hat  sie 
den  Werth  der  Einheit;  wenn  p-<.q  nnd  daher  der  Exponent 
negativ  ist,  so  wächst  die  betreffende  Potenz  numerisch  tlbcr 
jedes  Mass  hinaus.     Hieraus  geht  das  Resultat  hervor,  dass  der 


Quotient 


hei   einer   Aunäherung  der  Variable  x   \ 


,  den 


Werth  x^  gegen   die   Null,  oder  gegen  den  von  Null  verschie- 


denen Grenzwerth 


eonvergirt,   oder   über  jedes  Mass 


hinaus  wächst,  Je  nachdem  der  erste  DitTerentialquotient  von 
f{x),  der  fllr  x^=Xji  nicht  verschwindet,  von  einer  höheren, 
oder  von  der  gleichen,  oder  von  einer  niedrigeren  Ordnung 
als  der  erste  Differentialquotient  von  g{x)  ist,  der  t^r  x=x„ 
nicht  verschwindet. 

Beispiel.    Es  soll  der  Gtrenzwerth  des  mit  den  Constantan 
a  und  h  geliildeten  Quotienten  J^H 

tg{aj;)  -ax  ^^M 

ts{hx)-hx  ^H 

bei  der  Annäherung  von  x  gegen  die  Null  bestimmt  werden. 
Aus  den  Gleichungen 

f{x)  =  i§{ax)—ax, 
folgt  durch  Differentiation 


cos"  {ax) 


r«--!" 


2a'aia{ax) 


S{x)  =  t^[bx)—hx 

J 

^''■'^=-cJliW~ 

\ 

.,„,_,        2S>(3-2co 

••('*)) 

FUr  3;  =  n  verschwinden  f{x),  f-{x),  f"{x),  g{x).  g-{x),  g"{x), 
während  f"'[,x)  den  Werth  2a',  g"'{x)  den  Werth  2ft'  annimmt. 
Der  gegebene  Qnotient   eonvergirt    daher    gegen    den    Grenz- 
werth -7,-' 
6 

Die  im  gegenwiirtigen  §  behandelten  Aufgaben  pflegen  in 
den  früheren  Schriften    so   ausgesprochen  zu  werden,  daaa  d^' 
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wahre  Werth  eines  Quotienteu  ^X-^r  '^u  ermitteln  sei,  der   für 

einen  Werth  x=^x^  in  der  Gestalt  von  Null  dividirt  durch 
NuU  erscheint.  Diese  Benennung  kann  zu  einem  Zweifel  Anlass 
geben,  ob  es  nothwendig  sei,  ausdrücklich  zu  fordern,  dass  bei 
der  Anwendung  der  Division  der  jedesmalige  Divisor  nicht 
gieich  Null  sei,  wie  in  I,  §  21  geschehen  ist.  Sobald  man  aber 
anf  die  in  I,  §  16  angestellte  Erörterung  zurückgeht,  durch 
welche  die  Division  von  Grenzwerthen  und  damit  die  Division 
von  bestimmten  Werthen  überhaupt  begründet  wird,  so  überzeugt 
man  sich,  dass  daselbst  ein  Divisor,  dessen  Grenzwerth  gleich  Null 
ist,  ausgeschlossen  werden  muss.  Es  sind  an  jciher  Stelle  zwei 
Reihen  von  Brüchen  gegeben 
(3)  /,  y", ...  und  c',  «", ... 

bei  deren  jeder  die  auf  einander  folgenden  Brüche  nach  der  in 
^1  §  15  angestellten  Definition  sich  einem  bestimmten  Grenzwerthe 
nähern.  Ein  Individuum  der  einen  und  ein  Individuum  der 
anderen  Reihe  werden  successive  durch  die  fundamentale  Rech- 
nnngsoperation  der  Division  verbunden,  wodurch  die  Reihe  der 
Quotienten 

entsteht.  Von  diesen  Quotienten  wird  gezeigt,  dass  sie  sich 
unter  der  Einschränkung,  dass  die  Brüche  i\  £*',...  numerisch 
nicht  unter  einen,  festen  Zahlenwerth  herabgehen,  wieder  einem 
bestinunten  Grenzwerthe  nähern;  dagegen  bleibt  der  Fall  ausge- 
schlossen, dass  die  Brüche  e\  t",...  numerisch  beliebig  klein 
''werden  oder  gegen  Null  als  Grenzwerth  convergiren.  Um 
den  Unterschied  deutlich  zu  machen,  der  zwischen  dem  so  eben 

l^chriebenen  und  dem  zum  Grenzwerthe  eines  Bruches      ,  { 

fttrenden  Process  obwaltet,  stellen  wir  der  Reihe  (4)  die  Werthe 

S^enttber,  welche  der  Quotient  — Vf  erhält,  indem  statt  x  eine 

Beihe  von  Grössen  x^+h*,  XQ+h'\.».  substituirt  wird,  in  denen 

^ielncremente  A',  A", ..  auf  irgend  eine  Weise  numerisch  abneh- 

"»en,  nämlich 

fix,  +  h')       fix,  +  h") 
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Weil  dur  Zähler  und  Nenner  Functionen  derselben  Variable 
sind,  so  geliürt  hier  zu  jedem  der  Wertlie  h',h"...,  ein  ticstimmtes 
Paar  von  Wertiien  der  beiden  Functionen.  In  der  Reihe  der 
Qnotienten  (4)  ist  jedoch  die  Beziehnng  eineä  Individuums  der 
einen  Reihe  von  Brttchen  /,  /', . . .  auf  ein  Individuum  der  an- 
dern Reihe  b',  t", . ,  nach  der  Natur  der  Sache  nicht  strenge  vorge- 
schrieben; denn  die  hier  anzustellenden  BetracliEnngen  gelten  anch 
dann  noch,  wenn  man  aus  den  lieiden  Reihen  je  iwm  Individuen 
zusammenfasst,  die  hinreichend  weit  vorgertlckt  sind,  ohne  genan 
gleich  weit  vorgerticlct  zu  sein.  leb  habe  diesen  Umstand  an  der 
erwUhnten  Stelle  nicht  hervorgehoben,  weil  derselbe  dem  Anfiliiger 
leicht  als  eine  itnnütze  Subtilität  erscheinen  kann;  dagegen  ist  in 
I,  §  IC  nach  den  Gleichungen  (10)  bis  (13)  die  Hedentung  des 
Gleichheitszeichens  so  definirt,  dass  von  einem  hinreichend  weit 
vorgerückten  Bruche  ans  jeder  der  beiden  Reihen  die  Rede  ii<t, 
ohne  Wr  die  combinirten  Brüche  die  gleiche  Stellenzahl  zu  for- 
dern. Die  Sicherheit  der  Rechnung  mit  bestimmten  Grtissun  be- 
ruht gerade  darauf,  dass  bei  allen  vier  Grnndoperationen  aas 
jeder  der  beiden  Reiben  zwei  hinreichend  weit  vorgerückte  Indi- 
viduen genommen  werden  dürfen,  ohne  dass  die  Stellenzahl 
gleich  ist.  Offenbar  würde  sich  aber  nicht  nachweisen  lasseo, 
dass  die  Reihe  der  Quotienten  (41  auch  dann  gegen  einen  festen 
Grenzwerth  convei'gire,  wenn  sowohl  die  /,  /',. . .  wie  anch  die 

*',  t" numerisch  ohne  Ende  abnähmen,  und  zugleich  hei  der 

Combination  der  einzelneu  Individuen  zu  den  Quotienten  die 
bezeichnete  Willkür  stattfinde.  Bei  der  Rechnung  mit  Grenz- 
werthen,  wie  sie  von  den  Griechen  ausgebildet  ist,  dari'  man 
statt  jedes  Grenzwerthes  ein  in  gewissem  Umfange  beliebig 
gewähltes  Individuum  der  zugehörigen  Reihe  von  Brttchen  setzen, 
und  deshalb  ist  der  Grenzwerth  einer  Reihe  von  Brüchen,  die 
numerisch  ohne  Ende  abnehmen,  nicht  als  Divisor  anwendbar. 
Eine  Reihe  von  Quotienten,  bei  denen  zu  jedem  Nenner  ein  be- 
stimmter Zähler  vorgcsehrieben  ist,  kann  aber  gegen  einen  be- 
stimmten Grenzwerth  convergireu,  indem  die  Zähler  mit  den 
Nennern  zugleich  numerisch  abnehmen.  Mit  diesem  Process 
fängt  die  Infinitesimalrechnung  an. 


1  uuü   DiiTcriiiilialiiUülii'iilc 


I  89.   Usberguig  ven  Dlfferenzeaqaotleiiteii  zu  Dlfffersnttal- 

Wtientcn  gUioh  hober  Ordnung,    nrnformong  der  Int«rpo- 

Ifttionsformel  von  X-agruige  In  eine  von  Newton 

heriiUiTende  OeataJt, 

In  §  16  sind  die  von  einer  Function  genommenen  Differen- 
lialquotienten  der  verschiedenen  Ordnungen  so  deliuirt,  dass  der 
von  dem  Differentialqnotienten    einer  gewissen  Ordnung  gehil- 
dcl«  Differentialfinolient   den    Uitt'crentialquoticnten   der  nächst 
höheren  Ordnung    crgiebt.     Jeder  erste  DifTerenlialqnotient  ent- 
steht auB  dem  zngeordneteu  ersten  DiiTerenzenquotienten  durch 
einen  Uebergang    zu    einem  Grenxwertlie  oder,  wie  man  auch 
iMfcgt,  dnrch  einen  Grenzprocess.    Mithin  schliesst  die  gegebene 
Ouliuition   eines   Differentialquotienten   der  pten  Ordnung   die 
BOceedHive  Ausfuhrung  von  p  Grenzproiessen  in  sich.  Man  kann 
■  >»(1e(iH»n    den   pten  Differentialquotienten  einer  Function  auch 
^UK  dem  zugeordneten  jttcn  Differenzenquotienten  ableiten,  wozu 
*»«ir    ein   einziger  Grenzprocess  erforderlich  ist.    Der  Ausdruck 
*1«8  mit  der  constanten  Differenz  Jj:  =  A  gebildeten  ptna  Diffe- 
■■«■nzenqnotienten  einer  Function  f{x)  ist  in  (12)  des  §  15  ange- 
^vben;  jetzt  handelt  es  ttich  darum  zu  zeigen,  dass  derselbe  FUr 
^IDC  numerisch   gegen    die   Null   abnehmende  Grilsse  h  gegen 
•len  jJten  Differentialquotienten  der  Function  f(xj  couvergirt. 

Bei  der  Entwickeinng  einer  Function  nach  dem  Taylor'- 
•»«hon  Satze,  welche  zu  diesem  Zwecke  benntzt  werden  wird, 
xind  die  auf  einander  folgenden  Potenzen  des  lucrements  der 
Variable  mit  Coefticienten  mnltiplieirt,  die  erhalten  werden,  in- 
Oem  man  die  betreffenden  Differentialquotienten  durch  die  gleich- 
namigen Znhlenfacnltilten  dividirt,  nämlich 

il^'l,  J_  j^V(«L, ...    ^. .  ÄJ)^. . 


(1) 


Üenselfocn  eotsprcclicu   die  mit  den  erwähnten  Differeozenqno- 
tiMten  zo  biMenden  Ausdrucke 

.tx      '    2!(.f.r)''    ■■  p](,t.rf  ' 
Statt  dieser  wollen  wir  Ausdrücke  betrachten,  die  aus  einer  he- 
1  B«sibe  von  Wertben  der  Variable 
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akdann  eben  so  viel  bedeuten  wie  die  siiccessiven  Divisionen 
durch  die  Grössen  %,  2A,  3/e, . .  .ph.  Auch  sieht  man  sofort  ein, 
dass  unter  der  betreffenden  Annahme  die  Nenner,  mit  denen 
in  (7)  die   Functionswerthe  f{x\  f{x^)j . . .  f(x^)  behaftet  sind, 

respective  die  folgenden  Werthe  erhalten 

(8)     (_l)(-2)..(-l>)A^(l)(-l)(-2)..(-p+l)Ä^... 

l>(p-l)(p-2)...lA^ 

woraus  die  behauptete  Uebereinstimmung  durch  Vergleichung 
mit  dem  Bildungsgesetz  der  Binomialeoefficienten  ebenfalls  her- 
vorgebt. 

Durch  Einführung  der  Bezeichnungen 

(9)  a:=a;o  +  Ao,     x^=x^'\-h^,...x^=XQ+h^ 

verwandelt  sich  (7)  in  den  Ausdruck 

n^o-^K)    

»  •  •  "T" 


Wir  suchen  jetzt  den  Grenz werth  von  (10)  tllr  abnehmende 
Grössen  ä^,  A„  . . .  A^  und  entwickeln  dazu  die  Zähler  nach  dem 
J^Jör'schen  Satze: 


"  /)!       «  +      ~(p+i)!        ^*«     ' 

^laselbst  bedeutet  a  nach  einander  jede  der  Zahlen  0,1,2,..^), 
^Dd  ö^  einen  positiven  echten  Bruch.  Die  Ausfuhrung  der 
erforderlichen  Additionen  gelingt  mit  Hülfe  eines  algebraischen 
Satzes,  dessen  Quelle  sich  in  I,  §  95  befindet.  Dort  ist  die 
Erlegung  eines  rationalen  echten  Bruches  mit  einer  Variable  in 
Partialbrüche  fllr  den  Fall  auseinandergesetzt,  dass  die  Nenner- 
ftöction  nur  ungleiche  Factoren  des  ersten  Grades  enthält.  Mit 
denp  +  l  von  einander  verschiedenen  Grössen  h^Ji^j.,hp  werde 
die  Function  des  (p  +  1)  ten  Grades 
(12)  N(j^)  =  (^  ~  A,)  (^  -  ÄJ  . . .  (z  -  A^) 

gebüdet,  M(£f)  bezeichne  eine  beliebige  rationale  ganze  Function 
des  j> ten  oder  eines  niedrigeren  Grades;  dann  gilt  die  Gleichung 


Düfcrciizuuquüliuiilt'n  uud  Diffcruiitialijuotii.':] 


(13) 


..+ 


M(h^) 


Nie)        J^'(ÄJ*— Ä„'    N'{h,)x~h,~"  '-^  N'(h^)t~ 

wo  die  Werthe  des  DifTerentialquotiecteo  N'{^)  die  Biulcutuiig 

(14)         JV'(A„)={A„-A,)(^-^)  ■■(*<)- V. 
N-  (A,)  =  (A,  -  A„)  (A,  -  A,) . .  (A,  -  h^) 

n.  B.  f.  haben.  FUr  die  ganze  Function  i/U)  crgiebt  sich  daraus 
die  nach  1,  §  0l3  mit  der  Irderpolationsfortnd  von  Lagrange 
zusanimBnt'allt>m1u  Darstellung 


(lö)    Miz)  = 


m\)  N(z) 


nun  die  sämmtUchen  Ausdrücke 


■  aus  (12)  durch 


m\)   Njz) 

Hier  müssen  nach  I,  §  44  die  Coefficienten  der  gleich  hohen 
Potenzen  von  e  auf  beiden  Seiten  einander  gleich  sein.    Weil 

-K'  ^-K 

Weglassnng  von  einem  der  Factoren  ersten  Grades  entstehen, 

so   ist  jeder  ein/.clne  gleich  einer  ganzen  Function  des  p  ten 

Grades,   in  welcher  s'  mit  der  Einheit  multiplicirt  ist;  man  erhält 

daher  den  Coefficienten  der  Potenz  e""  auf  der  rechten  Seite  von 

(15),    in  dem  man  jeden   der  bezüglichen  Ausdrücke  durch  die 

Einheit  ersetzt.    So  entsteht  der  folgende  Satz: 

IKwm  JV(*)  =  (£— A„)(^  — Ä,)..(ir  — A^)  ist,  wo  die  GrösscH 

\,ky,..h    sämmtUch  von  einander   verschieden  sind,   und  wenn 

M{z^  eine  rationale  ganee  Function  von  3  bedeutet,  die  höchstens 

votn  p  ten  Grade  und  bei  der  3Ji  deti  Coefficienten  von  /  aus- 

dfückt,  so  gilt  die  Gleichung 

M(hJ        MOk)  Mih) 

116)  9H  =---  +  --   +        +  ■■       .*'■■ . 

WO)  JK-  ^,^^^^  ^.V'{A,)  +■■■  +  N'{h^] 

Für  jede  Function  Mijs)  von  niedrigerem  als  dem  p  ten  Grade 
ist  der  Oje^ßcient  3)(  gleich  Ntdl,  folglich  die  rechte  Seite  von 
(16)  ebenfalls  gleich  Null. 

Die    Summen,    welehe   bei   der  Substitution   der  (p+l) 
Ausdrucke  (11)  in  (10)  respective  als  Factoren  voiif{x„),f'{x„\... 

-r  ■      . . .  j   T^—    auftreten,    werden    durch    die    Gleichunir 

(i>-l)I  i>!  '  ^ 
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(16)  bestimmt,  indem  man  fUr  M{0)  successive  die  ganzen 
positiven  Potenzen  der  Variable  e  setzt 

(17)  /=1,  z\  B\,,z'''\ß\ 

Insofern  die  sämmtlichen  Potenzen  mit  Ausnahme  der  p  ten  von 
niedrigerem  als  dem  />ten  Grade  sind,  bekommen  die  zuge- 
hörigen Summen  sämmtlich  verschwindende  Werthe;   dagegen 

nimmt  die  zu  /  gehörende  Summe  den  Werth  der  Einheit  an. 
Man  findet  somit  die  Resultate 

1  1.1 


(18) 


J^'  W 


W  (Ä,) 


+  ...+ 


^'  {\) 


=  0 


N'  (K) 


N'(h,)    ^'"^    N'(h^) 


»0 


p-i 


Ä 


p-i 


N'  (Ä,) 


+  . . .  + 


N'  (»,) 


=  0 


V         4-    __-*! 

'N''{h„)'  ^  'N'  {hj  +  •  •  •  + 


-  -1  -    =  1 


Demnach  fallen  in  dem  zn  bildenden  Aggregat  ( lU)  die  Factoren 

Ton/"K),r(a'o)>.-  bis  -/-^Ynj     *»•■''  ^^^  f'a«^*»''  ^»n        11  ~ 
wird  gleich  der  Einheit,  und  es  ergiebt  sich 

.  (19) 


.^0    isr'(Aj 


-  -r      ^ 


f 


«^0  (i>  +  l)!  i^'(Äj 


Wenn  man  jetzt  die  Grössen  h^,  Äj,  . . .  ä^  numerisch  in  der  Weise 
abnehmen  lässt,   dass  sie  sämmtlich  differiren,   und   dass   die 


ABS  ihnen  gebildeten  p-¥  l   Brüche  - numerisch  unter 

^  (Ä„) 

emem  festen  Werthe  enthalten  bleiben,  so  wird  jeder  der  p+l 


BrQche 


'a 


(P+I)! 


N'ihJ 


durch  den  hinzutretenden  Fac- 


w  — 7 — t-Tnt — ^  A-.I   dessen    erster  Theil   endlich   ist  und 


dessen  /.weiter  Tlieil  abnimmt,  belieltif;  klein.  Es  nitherl  sich  des- 
halb die  auf  der  rucbten  Seite  von  f  19;  vurkooiinende  Summe  der 
Null,    und  die   rechte   Seite   cotivergirt   gegen   den   Grenzwö 

1  wodurch  die  t^ewUnachte  Gleichung  entsteht 

Die  fllr  die  gleichzeitige  Äbn»fame  der  Grössen  '*u,A,,...»^ 
aut'gcstelltCD  Bedingungen  gestalten,  dass  man  A^  gleich  Nall 
nimmt-,  dann  wird  vermilge  der  Gleichungen  (9)  aus  (2tiJ  die 
fUr  abnehmende  Differenzen  x^  —  a:„,  x.^ — x^,---  geltende  Gtei- 
chnng 

f     i^a) 


(20*)   lim 


k  K~^i)K~i"»)'-(^( 


Wenn  man  ferner  h^,  =  n,  jiiisserdeni  aber  A,,  A^, . .  h^,  respeclive 
gleich  den  durch  den  Xeiger  angegebenen  Vielfachen  derstilhen 
GriJHse  h  setzt  und  diese  abnehmen  lässt,  gelangt  mau  zu  dem 
Differenzenquotienten  der  pten  Ordnung,  der  filr  eine  constante 
Differenz  h  gebildet  ist,  und  erbillt  j^tatt  (20;  die  zu  Anlaug 
erwähnte  Gleichung 


lim.l 


p\h' 


ly: 


Der  »uf  der  linken  Seite  von  1 19)  und  1 20)  auftretende  Ausdruck 
zeichnet  sieh  dnrch  die  Eigenschaft  ans,  ungeHndert  zu  bleiben, 
wenn  man  die  p+I  Wcrthe  A„,  A;,...A  auf  alle  möglieben 
Arten  unter  einander  Yertauseht,  oder,  mit  Anwendung  der  I, 
§  41)  gebrauchten  Bezeichnnng,  in  Bezug  auf  diese  p  ■¥  \ 
Wertiie  symmetrisch  zu  sein. 

Man  gelangt  zu  Ausdrücken,  die  dasselbe  Bildungsgeaetz 
wie  (10)  haben,  sobald  mau  sich  die  Aufgabe  stellt,  die  in  (15) 
enthaltene  Intcrpolationsformel  von  Lagrange  in  eine  Gestalt 
zn  bringen,  die  im  öten  Lemma  des  dritten  Buches  der  Prindpifn 
Newtons  angegeben    ist.     Es  sei   Miji)   eine  nUionale  ganxe 
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Function  des  pten  Grades,   deren  Wertbe  fWr  die  ^  +  1  von 

einander  verschiedenen    Werthe  A„,  Ap  .  . .  ä^   der   Variable   £ 

gegeben  sind,  und  welche  dadurch  vollständig  bestimmt  ist.    In 

gleicher  Weise  sind  diejenigen  p  +  l  Constanten  J/^,  Jlfj, . .  •  -M^ 

eindeutig  bestimmt,  mit  deren  Hülfe  M  (ß)  die  folgende  Gestalt 

annimmt 

(22)    M{e)=M,  +  M^{z--h,)  +  M^{e-h,){e^h,)^  . . . 

Wenn  man  nun  die  Constanten  Jl/^,  Jfj, .  .  M^  durch  die 
Functionswerthe  31  (h^),  M(h^)y ,  .  31  (h^)  ausdrtickt,  so  liefert 
die  Gleichung  (22)  eine  Darstellung  von  M(£\  bei  welcher  nur 
die  gegebenen  (jp  +  l)  Functionswerthe  angewendet  werden. 
Hiennit  entsteht  die  erwähnte  ^c«;^ow'sche  Interpolationsformel, 
welche  jetzt  abgeleitet  werden  wird. 

Indem   man    in  (22)   für  z  nach   der  Reihe   die  Werthe 
*o»  *i>  •  •  •  ^p  substituirt,  ergeben  sich  die  Gleichungen 

(23)  >  ^(\)=^o+^AK-K)+^2iK-K)(.K-K) 

m 

Die  erste  derselben  zeigt,  dass  Jlfg=Jlf(7io)  ist.  Man  kann  nnn 
die  erste  Gleichung  nach  einander  von  jeder  der  folgenden 
snbtrahiren  und  hierauf  respective  durch  \ — \,  \  —\,..h^  —  h^ 
diridiren;  dann  entsteht  das  ähnlich  gebildete  System  von 
Oleieiumgen 


\-K         =""> 


(2*) 


=  Jf, +Jfj(Äj  — /»,) 


rj  "f, 


.  .  .  +  J//Ä,  — Ä,)  .  .  (Ä,  — Ä^i). 


Newton'scho  Interpolationsforme!. 


(25) 


durch  deren  ^  _ 

wird.  Auf  die  gleiche  Weise  fortfahrend  erhält  man  nach  ein- 
ander die  gesuchte  Darstellung  der  sümmtlichen  Constanten,  und 
überzeugt  sieh  durch  ein  liUntig  angewendetes  SchlussvcrfehreD, 
dass  die  folgenden  AusdrUclce  für  jeden  Werlh  der  Xahl  ß 
zwischen  1  und  p  gtlltig  sind, 
-M,  =  2»  (4,) 

'        »,—4,        *,  — J, 

»W  -fCi)  J'W 


M,-- 


'  (»0— *i)(*o— y 

MW 


(*,-*,K»,— «,)      (»,-s,)(*,-»,) 


Jif(»,1 


■  +  ('.,-'0-('v-y.) ' 

Der  vorliegende  Ausdruck  von  Jtf^  geht  in  den  obigen  (10) über, 
sobald  stfltt  der  Zahl  ß  die  ZabI  p,  und  statt  der  Fnnc- 
tionswerthe  M{}Q,  M  (h^),  .  .  respective  die  Functionswertlie 
f(3'„+^ä)' f^^o'^^'t)'- ■  substituirt  werden.  Nadi  einer  vorhin 
gemachten  Bemerkung  liat  der  7.u  einer  beliebigen  Zahl  ß  ge- 
bltrende  Ausdruck  M^  die  Eigenschaft,  sich  nicht  zu  ilndero, 
woieni  man  die  betreffenden  Griissen  A,,,  Ä,,  . .  h.  anf  irgend 
eine  Weise  permutirt.  Hieraus  folgt  flir  die  in  (22)  gegebene 
Darstellung  der  rationalen  ganzen  Function  M  («),  dass,  wenn 
aus  der  Mitte  der  Grössen  A„,  h^,  .  ,  A^  eine  Gruppe  von  anf 
einander  folgenden  herausgegriffen  und  permutirt  wird,  wahrend 
die  Grössen  der  ersten  und  der  letzten  Zeiger  ungeSndert 
bleiben,  etwa  die  Gruppe 

(26)  \,  \^„ . .  ;.„ 

alBdann  die  Conatanten  M„,  M^,  . .  M^_^  ungcändert  bleiben, 
weil  sie  von  der  Permutation  nicht  berührt  werden,  uad  die 
Constanten  M^,  M^^^, .  .  M  sich  ebenfalls  nicht  ändern,  weil 
sie  durch  die  Permutation  in  sich  selbst  tibergehen.  Da  nan 
von    dun   Factoren    {e—hX{e—h'){£-h\..   genau   das    eat- 
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sprechende  gilt,  jedes  8olchc  Product  aber  ebenso  viel  Factoren 
enthält  als  der  Zeiger  des  Coefficienten  Einheiten  zählt,  so 
lodert  die  Permutation  der  Grössen  (26)  bei  jener  Darstellung 
nur  den  InbegriflF  derjenigen  Summanden,  deren  Coefficienten 
die  Zeiger  g,  g  + 1, . .  1  haben. 

Mit  Hülfe  der  obigen  Gleichung  (21)  überzeugt  man  sich, 
da88  bei  beständiger  Abnahme  der  Differenzen 

*i  —  K  K  —  K  "\~^ *o> 

die  Grössen  -Sf„  M^^ . .  respective  gegen  die  Werthe  convergiren, 
welche  die  von  M(e)  nach  e  genommenen  durch  Facultäten  divi- 
dirten  Differentialquotienten  M*  (e\  M'*  {e\  . .  für  ^9  =  Ä^  haben. 
Bei  dem  bezeichneten  Process  gehen  die  Verbindungen 
'"K  (^  *"  ''o)  (^  —  Ä])»  •  •  beziehungsweise  in  die  auf  einander 
folgenden  Potenzen  der  Differenz  {e  —  \)  über,  und  die  Inter- 
polatioDsformel  (22)  verwandelt  sich  in  die  Darstellung  der 
rationalen  ganzen  Function  SOI  (e)  durch  den  Taj/Zor'schen  Satz, 
welche  in  (12*)  des  §  27  angeführt  und  daselbst  besprochen  ist. 

I  40.    Ueliie  OrÖMen  Tersohledener  Ordnungen. 

Die  Erörterungen  des  vorigen  §  lenken  die  Aufmerksam- 
keit anf  den  Umstand,  dass  die  Entwickelung  einer  Function 
A^  +  Ä)  nach  den  Potenzen  des  Increments  ä  nichts  anderes 
i«t,  als  die  ebenso  geordnete  Entwickelung  der  Differenz 
f{z+h)-f{x\ 

(1)  f{x-{-h)-f{x) 

hdem  die  Zahl  p  successive  gleich  1, 2, . .  gesetzt  wird,  lässt 
neh  diese  Entwickelung  der  Differenz  unter  HinzufUgung  des 
zugehörigen  Restes  auf  ein  Glied,  auf  zwei  und  auf  mehrere 
Glieder  ausdehnen.  Man  kann  nun  den  betreffenden  Darstellun- 
gen eine  andere  Gestalt  geben,  bei  welcher  der  Rest  hinzu- 
g^acht  und  nicht  hingeschrieben  wird.  Statt  (1)  notirt  man 
die  Gleichung 

(2)  f(^r  +  h)-fix)=f'ix)h  +  ^-^f^h^+  ..+Q^-h'- , 

vud  erklärt  die  Bedeutung  des  Gleichheitszeichens  dahin,   dass 
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die  Differenz  der  linken  und  der  rechten  Seite  nunierisoh 
kleiner    sein  soll  als  der  grüstc  vorkonimeiide  Wertli  des  ans 

der  Function  — ^  j-Tv —  "'"^  ^^^  Potenz  k'"^  Kiisamtnenge- 
aetzten  Products.  Das  in  Rede  stehende  Product  ist  das  Mass 
der  Abweiclinng  zwiacheu  den  Werthen  der  beiden  Seiten  oder 
aucli  eine  numerische  obere  Grenze  des  Fehlers,  der  begangen 
wird,  sobald  man  statt  der  linken  Seite  die  rechte  setzt;  dieae 
ist  eine  algebraiBche  rationale  ganze  Function  des  Incremeuts  h 
vom  pteu  Grade. 

Ehe  auf  das  Wesen  der  Gleichung  (2)  näher  eingegangen 
wird,  sei  danin  erinnert,  dass  alle  Massbestiuimnnj^en  tou 
Gegenstäudeii  der  Wirklichkeit  zu  Gk'ichunp;en  führen ,  bei 
denen  das  dargestellte  von  dem  darzustellenden  um  eine  ge- 
wisse Grösse  abweicht,  und  daas  daher  jede  Anwendung  der 
Rechnung  auf  wirkliche  Gegenstände,  die  dem  Masse  unter- 
worfen sind,  den  Gebrauch  von  Gleichungen  in  sich  scbltesst, 
die  mit  gewissen  Fehlern  behaftet  sind.  Fllr  die  Glei- 
chung (2),  die  dem  rein  analytischen  Gebiete  angehört,  ist 
characteristisch,  dass  ihre  rechte  Seite  ein  Aggregat  von 
Potenzen  des  Increments  A  vom  ersten  bis  zum  p  ten  Grade  ist, 
und  der  zugehitrige  Fehler  durch  die  in  eine  feste  Gröase 
multiplicirte  {p  +  l)te  Potenz  von  h  bezeichnet  wird.  Es 
besteht  aber  eine  in  diesem  Capitel  vielfach  benutzte  Grund- 
eigenschaft  der  positiven  ganzen  Potenzen  einer  veränderlichen 
Grdsse  darin ,  dass ,  wenn  zwei  mit  nicht  verschwindenden 
CoQstanten  A,  B  multiplicirte  Potenzen  einer  solchen  Grösse 
Äh^  und  Bh''  vorliegen,  und  wenn  /(  den  höheren  Exponenten 
bedeutet,  man  immer  eine  solche  Grösse  angeben  kann,  dase 
bei  allen  numerisch  unter  derselben  befindlichen  Werthen  von 
h  die  Gri^sse  BA"  numerisch  nm  beliebig  viel  kleiner  ansfiUH 
als  die  Grösse  Ah  .  Sobald  irun  die  in  einer  UntersuchaBg 
auftretenden  von  einer  Variable  h  unabhängigen  Werthe  sämmt- 
lieh  numerisch  unter  einer  gewissen  positiven  Constante  K 
liegen,  so  stellen  die  Producte  von  K  in  die  auf  eiai 
folgenden  positiven  ganzen  Potenzen  von  h 
(3)  Kh,  Kh\  Kh\  ... 
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eine  Reihe  von  Grössen  dar,  die  für  hinreichend  kleine 
nuiDeriBche  Werthe  von  h  in  steigender  Folge  nach  einem 
beliebig  za  wählenden  Verhältniss  fortwährend  abnehmen,  and 
mit  denen  die  in  der  Untersnchung  vorkommenden  in  Bezug 
&Qf  die  Variable  A   rationalen   ganzen   Ausdrücke   verglichen 

i^erden  können.    Ein  beliebig  gegebener  Ausdruck  Ah  ^  Yfo  A 
»rieder  von  Null   verschieden   ist,   steht  mit  der   aus  (3)  ge- 

nommenen  zugehörigen  Grösse  Kh    in  dem  Verhältniss    „>  mit 

TL 

<Jer  vorhergehenden  Kh       in  dem   Verhältniss   -^n  mit   der 

folgenden  in  dem  Verhältniss  -i=^*    Die  Grösse  Ah   hat  also 

^^h   ein  endliches  Verhältniss,   sie  ist  bei  einem  numerisch 
hinjreichend  kleinen  A  beliebig  viel  kleiner  als  Kh  ~  und  be- 

Oll 

liebig  viel  grösser  als  fA     .    Mit  Rücksicht   hierauf  ordnet 

nm    die  von  einer  Variable  h  abhängenden  und  mit  dersel- 

^^    zusammen    abnehmenden  Grössen    nach    deren    auf   ein- 

M^der  folgenden  Potenzen,   und   nennt   Grössen,  je   nachdem 

^i^   zu  der  Grösse  h  selbst,   zu   dem  Quadrat  von  A,  zu  der 

^tten  oder  irgend  einer  l  ten  Potenz  von  h  in  einem  endlichen 

Y^thältnisse  stehen,  kleine  Grössen  der  ersten,   zweiten,  dritten 

^fr  Iten  Ordnung.    Ein  Aggregat  einer  beschränkten  Anzahl 

^on  Grössen,   deren  jede  von  der   X  ten  oder  von  höherer  als 

^^  il  ten    Ordnung    ist,   bildet,   falls    die   Grössen    der    i.  ten 

^^ong  sich  nicht  fortheben,  eine  Grösse  der  l  ten,  sonst  eine 

Grösse   einer   höheren    Ordnung.     Mit    Hülfe    dieser    Begriffe 

littt  sich  der  Inhalt  der  obigen  Gleichung  (2)   so   aussprechen, 

4w8  die   Differenz /*(a;  +  Ä) — f(x)  durch  das  auf  der  rechten 

Seite  befindliche  Aggregat  unter  Zulassung  eines   Fehlers   er- 

B^  werden  kann,  der  in  Bezug  auf  das  Increment  h  von  der 

(p  +  1)  ten  Ordnung  ist. 

Vergleicht  man  die  Beschaffenheit  des  Fehlörs,  welcher 
bei  der  Messung  eines  Gegenstandes,  der  Wirklichkeit  begangen 
^,  mit  der  Beschaffenheit  des  in  Rede  stehenden  Fehlers 
^iöer  rein  analytischen  Gleichung,  so  muss  das  gröste  Gewicht 
*Äf  den  Umstand  gelegt  werden,  dass  der  Fehler  einer  be- 
stimmten Messung   nie   unter   eine  gewisse   gegebene   Grösse 


SlO 


KlM 
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herabgcdrlifkt  werden  kann,  dasa  es  dagegen  mügliob  ist,  den 
Fohler  der  analytischen  Gleichung  numerisch  beliebig  klein  ?.a 
maclien.  ludern  man  der  GrUsseA,  nachdem  derselben  einmal  ein 
gewisser  Werth  gegeben  iat,  später  einen  kleineren  Werth  bei- 
legt und  diesen  Process  beliebig  oft  wiederholt,  wird  erreicht, 
dass  der  hei  der  Gleichung  (2)  zugelasBene  Fehler  für  jeden 
einzelnen  Werth  von  p  beliebig  klein  ausfällt  Sei  als  Grenze 
des  Fehlers  eine  beliebig  kleine  GriSsse  m  gegeben,  so  mues  fßr 

rj'+JiM,..  «,. .,_.,  ,1..  B..t  n^'+oj^.. 


j>  =  1  der 

fUr  ein  beliebiges  p  der  Rest 

ner   ale   m 

ri^r  +  Oh) 


JV 


bleiben. 


Wenn   nun    die    Ausdrücke 


2  der  Rest  ' 
—  h''*   numeriBcb  klei- 


sämmtlit.-h    numerisch    kleiner   als 


(p  +  l)! 

eine  Grösse  K  sind,  so  wird  der  gestellten  Forderung  genügt, 
indem  man  flir  p  =  1  das  Quadrat  von  A,  für  p  =  2  die  rlritte 
Potenz  von  h,  für  ein  beliebiges  ^  die  (p  +  1)  te  Potenz  von  h 

numerisch  kleiner  als  den  Werth      i  oder  h  selbst  beKiehungs- 


weise  kleiner  als  die  Grossen  ( 


©■•■(C 


wählt.  Die 


für  den  absoluten  Werth  von  h  vorzuschreibende  obere  Grenze 
wird  daher  bei  deniselhen  Werthe  von  w  nm  so  grösser,  je 
grosser  die  Zahl  p  angenonmien  ist. 

Paare  von  Grössen,  deren  Unterschied  numerisch  kleiner 
gemacht  werden  kann  als  ein  beliebig  gegebener  Wertb, 
sind  zuerst  in  I,  §  14  und  den  folgenden  ^t?  betrachtet  worden, 
wo  die  Rechnung  mit  Grenzwerthcn  von  Folgen  von  Brilchen 
begründet  ist:  dort  handelt  es  sich  um  den  bei  einer  Folge 
von  Brüchen  vorhandenen  Unterschied  zweier  Individuen,  von 
denen  das  erste  eine  angemessen  zu  wühlende,  das  andere 
eine  beliebig  weit  vorzurückende  Stellcnzahl  hat.  Femer  komint 
eiue  numerisch  beliebig  zn  verkleinernde  Differenz  in  I,  §  105 
vor;   hier  wird  die  Definition  aufgestellt,  daas  es  für  die  Con- 
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Tergenz   einer    unendlich    ausgedehnten   Summe    möglich    sein 
mnss,  wenn  8^  das  Aggregat  ihrer  q  +  1  ersten   Glieder  be- 
deute ftir  einen  beliebig  kleinen  Werth  w  die  Zahl  q  so  gross 
zu  wählen,   dass  bei  jedem  Werth    der  Zahl  t  die  Differenz 
«,^,  — «^  nnmerisch   kleiner  als  w   bleibt.     In   beiden  Fällen 
gehören  die   Grössen,   deren   Differenz   betrachtet   wird,    einer 
unbegrenzten  Folge  an,   und  bewerkstelligt  man  die  beständige 
Verringerung  des  numerischen  Werths  der  Differenz,  indem  man 
die  betreffenden  Stellenzeiger  immer  weiter  fortrückt.    Dagegen 
^*rd  der  Unterschied  zwischen  der  linken  jind  rechten  Seite  der 
Gleichung    (2)    dadurch    beliebig    verkleinert,    dass    man   der 
veränderlichen  Grösse  ä  hinreichend  kleine  Werthe  vorschreibt, 
öie  absolute  Grösse  der  für  A  geltenden  oberen  Grenze  bedingt 
aber  den  Umfang,    innerhalb  dessen  die   Gleichung  (2)  ange- 
wendet wird. 

Die  rechte  Seite  von  (2)  setzt  sich  nach  der  eingeführten 
Ausdrucksweise  durch  Addition  von  Grössen  zusammen,  die  in 
Bezug  auf  die  kleine  Grösse  h  von  der  ersten  bis  zur  ^ten 
Ordnung  gehen,  während  der  bezügliche  Fehler  von  einer 
höheren,  der  (p  +  1)  ten  Ordnung  ist.  Hierfür  ist  die  Be- 
zeiebnung  im  Gebranch,  dass  die  auf  der  linken  Seite  befind- 
liche Differenz  /"(a;  H-  ä)  —  f{x)  vermittelst  der  rechten  Seite  bis 
^^  den  Grossen  genau  dargestellt  werde,  die  in  Beeug  auf  die 
l^ne  Grosse  h  van  der  p  ten  Ordnung  sind. 

Aus  Gleichungen  der  bezeichneten  Art;  die  bis  zu  kleinen 
^i^ssen  einer  gewissen  Ordnung  genau  sind,  können  durch 
S^ignete  Modification  der  Uechnungsoperationen  neue  Glei- 
chungen deducirt  werden,  die  denselben  Grad  von  Genauigkeit 
Sitzen.  Gesetzt,  man  habe  die  in  Bezug  auf  die  kleine 
6^886  h  bis  zu  der  p  ten  Ordnung  genau  geltenden  Glei- 
chungen 

(4)  (p{h)  =  c^  +  c^h  +  c^h^  +  ..  +  Cph" 

X (Ä)  =c\'\'C\  h  +  c\1h+  . .  +  c'^ Ä^ 
^0   die  Grössen   c^,  c^,  .  .  c'^,  c\,  .  .   von  h   unabhängig   sind. 
^e  Addition,  Subtraction  und  Multiplication  von  qp  (h)  und  x(ä) 
^litgpricht  genau  der  Ausführung  derselben  Operationen  für  zwei 
^▼ergente  unendliche  Summen,   wie  sie  in  I,  §  109  ausein- 


[ 


KIdn 


verschiedener  Ordnungen. 


andergesetzt  iet.  Dase  die  Addition  und  Subtraction  der 
einzelnen  G-lieder  ein  ebenfalls  lii»  zu  der  p  ten  Orilnaog  genas 
ricbtige8  Reanitat  liefert,  leuchtet  eiii.  Bei  der  Ausfuhrung  der 
Hultiplication  hat  man  die  Glieder  fortzulassen,  die  in  Po- 
tenzen von  h  von  der  p  +  1  len  bis  zu  der  2  p  ten  Ordnung 
multiplicirt  sind,  weil  ein  Aggregat  einer  beschränkten  Anzahl 
Grössen  von  höherer  als  der  p  ten  Ordnung  als  Uqnivalent  mit 
einer  Grösse  von  höherer  als  der  p  ten  Ordnung  angesehen 
werden  mnss.  Die  Coefficienteu  der  Potenzen  von  k  von  der 
nullten  bis  zu  der  p  ten  befolgen  aber  das  in  I,  §  109  unter  (7) 
anfgeatellte  Bildungsgesetz 

g,  =  Cg  c'j  +  c,  c'g 
<    ff,  =  c„  c'„  +  c  c',  +  c„  c'. 


I    g  =egC'^  +  CiC'^_,  +  ..  +  c^_^c\  +  c^e\. 
Demnach  folgt  aus  (4)  die  Gleichung 
(6)  *^{A)x(Ä)  =  5„  +  !7,A+ffiÄ'  +  ■■+i/^Ä^ 

Die  Division  von  (/>{A)  durch  z(A)  erörtern  wir  hier  nur  fttr 
den  im  Eingange  von  8  38  erwähnten  und  dann  ansgeschlossenen 
Fall,  dass  die  Nennerfun  etion  bei  stets  abnehmendem  Ä  gegen 
einen  von  Null  verschiedenen  Grenzwerth  convergirt,  oder  dass 
die  in  (.4)  mit  c\  bezeichnete  Grösse  nicht  gleich  Nnl!  ist. 

Der  leichteren  Uebersicht  halber  mögen  den  Gleichungen 
(4)  die  Ausdrücke  It^_^^  und  K'p+„  welche  die  zulassigen  Fehler 
darstellen ,  zugeschrieben  werden ,  woraus  die  Gestalt  her- 
rorgefat  ^^| 

(6)  9)  (Ä)  =  c^  +  c,  Ä  +  c,  Ä*  +  . .  +  f,  A"  +  Äp^,  ^^ 

Weil  nun  c'^  als  von  Null  verschieden  vorausgesetzt  ist,  so  kann 

man  für  A  eine  so  kleine  numerische  obere  Grenze  festsetzen, 

dass  der  Quotient 

c',  A  +  c'  ä'  +  . .  +  c'  A'  +  Ä'  . , 
(7,  _. 1 -^ '»  =  a 

Bumerisch  kleiner  als  die  Einheit  bleibt     Alsdann  liefert  die 
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naeh  den  Potenzen  von  a  geordnete  Entwickelang  des  Braches 
-TT.  nach  I,  §  98  die  folgende  convergente  geometrische  Reihe 

In  Folge  dessen  ergiebt  sich  aas  den  streng  gültigen  Gleichan- 
gen  (6)  die  eben&lls  strenge  gttltige  Gleichang 

(9)  -5^ 


='f-{%+e^h+e^K'  +  .. +  c^ä''  +iJ^^j)(l-a+a' -..  +  (^l/a''  +...). 

Dieselbe  ftlhrt  za  der  gesachten  Gleichang,  die  bis  aaf 
Grössen  der  p  ten  Ordnang  genaa  sein  soll,  indem  man  in  dem 
zweiten  Factor  der  rechten  Seite  den  Rest  JR^^j,  in  dem  Aas- 
drack  (7)  von  a  den  Rest  iJ'^^,  fortlässt,  femer  die  in  dem 
dritten  Factor  der  rechten  Seite  aaftretende  geometrische  Reihe 

mit  dem  Gliede  (—  Vf  J  abbricht,  and  von  dem  resaltirenden 
Gesammtaosdrack  das  Aggregat  S^  aller  Glieder,  die  in  Po- 
tenzen der  Grösse  A  von  höherer  als  der  pten  Ordnang  malti- 
plicirt  sindi  snbtrahirt.    Hit  Hülfe  der  Bezeichnang 

(10)  c\^H-c^aA   +...-hc^^fe^  _ 

kommt  demnach  die  verlangte  Gleichang 

durchweiche  die  Division  von  9)(Ä)darch  %{K)  bis  zu  Grössen 
der  j)ten  Ordnang  genaa  ausgeführt  wird. 


1 4L   DUtarcntlale  ▼tnehledener  Ordnungeii.    üiiMidlioh 

kleine  OrÖMen. 

Nimmt  man  in  der  Gleichang  (2)   des  vorigen  §  die  Zahl 
l'  gleich  der  Einheit,  so  ergiebt  sich  die  Gleichang 
(1)  f(x  +  K)-f{x)=nx)h, 

welche  sagt,  dass  die  mit  dem  Increment  A  gebildete  Differenz 
f(*+Ä)  — /*(rc)  bis  aaf  die  Ordnung  der  kleinen  Grösse  h 
pnau  durch  das  Product  von  f*  {x)  in  das  Increment  *  ausge- 


'  Ordnuiipi-r 
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drückt  wird.    Indem   das  iDcrement  h  als   die    Differeuz   der 
Variable  x  mit  Jx,  die  /.iigehürigc  Differenz  der  Function  f(x) 
mit  Jf{x)   bezeichnet  wird,  geht    die   Gleichung  (3)    in  ^^— 
Gestalt  ^H 

(2)  .tf(x)=r(x).tx  ^M 

über.  ^^ 

Diese  Gleichung  führt  xu  dem  Ursprung  der  Differential- 
rechnung zurück.  Wenn  bei  einer  Function  fix)  die  Differenz 
der  Variable  x  als  eine  kleine  Grüsse  festgesetzt  und  die  zuge- 
hilrige  Differenz  der  Function  bis  auf  die  Ordnung  dieser 
kleinen  Grösse  genau  dargestellt  wird,  so  heisst  nach  der  von 
Leihnifs  gegründeten  Bezeichnung  die  Differenz  der  Variable  das 
Differential  dx,  die  zugehörige  Differeuz  der  Function  dtts 
Differential  df{x).  Avf  diese  Weise  wird  die  Gleichung  (2'i 
eu  der  Gleichung 
(3)  df(x)  =  f'(x)dx. 

In  der  erwUhnten  Abhandlung  nova  mefhodus  ete.  hat 
Leihnitz  die  Regeln  auseinandergesetzt,  nach  welchen  die 
Differentiale  gegebener  Functionen  zu  bilden  sind,  oder,  wie  er 
selljst  sagt,  de»  Älgoriihmus  der  Differenticdrechmmg  mitgetheilt 
Seine  Formeln  haben  denselben  Inhalt  wie  die  in  §  li  und  f.  f. 
entwickelten  Formeln  iür  die  Bildung  von  Differentialquotienteu, 
erscheinen  aber  als  Regeln  für  den  Gebra\ah  des  Differential- 
Zeichens  d,  so  dasa  den  Formeln  (IQ)  bis  (18)  in  §  6,  und  t^) 
in  §  7  respective  die  folgenden  entsprechen,  bei  denen  ein 
Fehler  von  höherer  Ordnung  als  dx  erlaubt  ist, 


d  (fix)  +  ij  [X)) 

d{f{x}-g(.c\) 

'd{f{x)g{x)) 

Von   den    Beweisen    der  F( 


df{x)  +  dgix) 
■df{x)-dg(s) 
df{x)gx  +  f{x)dffix) 
df(x)g{x)-f{j:)dg(^) 


g{x]g(ai) 
.  bemerkt  Leibnitz,  sie 
würden  einem,  der  in  diesen  Dingen  geübt  sei,  leicht  werden, 
sobald  er  nur  das  eine  bedenkt,  was  bisher  noch  nicht  hinrei- 
chend erwogen  sei,  dass  die  dx,  dy,  dv,  dw,  dz,  als  proportional 
mit  den  augenhlicklichen  Differenzen,  das  heisst  den  Incrementen 
oder  Decremenlen  der  x,  y,  v,  w,  s,  nach  ihrer  Folge  genommen, 
gelten  kennen. 
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Um  von  einer  zwischen  den  Differentialen  von  Functionen 
anigestellten  Gleichnng  zu  der  für  die  correspondirenden  Diffe- 
reotialquotienten   geltenden   überzugehen ,   hat  man   darauf  zu 
achten,  das»  die  erstere  nur  bis  auf  die  Grössen  von  der  Ord- 
oong  dx  genau  gilt,  und  dass  bei  denselben  ein  Fehler  gestattet 
wird,  der  in  Bezug  auf  dx  von  höherer  als  der  ersten  Ordnung 
ist;    eine  solche  Grösse  hat  die  Eigenschaft  durch  dx  dividirt, 
gleich  einer  mit  dx  zusammen  abnehmenden  Grösse  zu  bleiben. 
Wenn  daher   beide  Seiten  jener  Gleichung  durch  dx  dividirt 
werden,   so   behält   ihr  Unterschied   noch   die  Eigenschaft,  fUr 
einen  beliebig  kleinen  Werth  von  dx  selbst  numerisch  beliebig 
klein  zu  werden;  deshalb  convergiren  beide  Seiten  der  erhalte- 
nen Gleichung  gegen  denselben  Grenzwerth,  und  die  zwischen 
den   Differentialen   gegebene   Gleichung  erzeugt  eine  zwischen 
den  Differentialquotienten    bestehende   Gleichung,   die  in  aller 
Strenge  richtig  ist. 

Man  sieht  jetzt,  in  welchem  Sinne  das  Zeichen  des  Diffe- 

dfix) 
rentialquotienten  —,-  -  den  Quotienten  der  Division  des  Diffe- 

ctx 

rentials  df{x)   durch   das   Differential   dx  andeutet.    Ich  habe 

vorgezogen,    die  Definition,   welche    den   Differentialquotienten 

-^j—^  als  Grenzwerth  eines  Verhältnisses  erklärt,  an  die  Spitze 

M  stellen,  weil  sie  mir  leichter  fasslich  scheint.  Es  können  aber 
die  Grundregeln  der  Differentialrechnung  mit  ganz  derselben 
Schärfe  abgeleitet  werden,  indem  man  von  dem  Begriffe  des 
Differentials  ausgeht  und  die  vorhin  entwickelte  Rechnung  mit 
Weinen  Grössen  einer  vorgeschriebenen  Ordnung  anwendet.  Der 
Leser,  welcher  diesen  Weg  einschlägt,  wird  im  Stande  sein, 
die  bisher  mitgetheilten  Deductionen  in  der  entsprechenden  neuen 
^orm  zu  wiederholen.  Für  jeden,  der  Differentialrechnung  treibt, 
ist  es  überhaupt  nothwendig,  sich  eben  sowohl  in  dem  Gebrauch 
der  Differentiale  wie  in  demjenigen  der  Differentialquotienten 
«»üben. 

Dadurch,  dass  von  dem  Differential  einer  Function  abermals 
^  Differential  genommen  und  dieselbe  Operation  beliebig  oft 
angewendet  wird,  erhält  Leibnitz  beziehungsweise  das  Differential 
^  zweiten,  der  dritten  und  einer  beliebig  hohen  Ordnung.    Wie 


DiffcrcDtinlt'  vui'ichiedunur  Ürdnuiigen. 
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aber  bei  der  Wiederholung  zu  verfahren  sei,  hedarf  einer  Er- 
läuterung. Wir  haben  früher  gesehen,  dass  sieh  die  Bildung 
der  Difl'orenzen<|uotieuten  wesentlich  danach  richtet,  ob  die  er- 
forderlichen Ditferenzen  der  unabhängigen  Variable  coaBtant 
angenommen  werden  oder  nicht.  Bei  der  Darstellung  der  sue- 
ceBsiven  Differentiale  einer  Function  verhält  es  sich  ebenso. 
Nimmt  man  zuerst  das  Differential  dj-  als  constant  an,  wodurch  die 
succeasive  anzuwendenden  Werthe  der  Variable  x  diese  werden 

X,  x  +  dx,  x  +  2dx,.,. 
so    kann  man  aus   der  obigen   Gleichung  (2),  ähnlich  wie  im 
vorigen  §  geschehen  ist,  die  Gleichungen  ableiten  

(8)  d'f(x)=rix)dz',  ^M 
(8)                d'f(x)=r{x)dx%             ^m 

(10)  ctf(x)=f^'\x)djf,  ^ 

indem  bei  der  ersten,  zweiten,  letzten  Gleichung  reapective  ein 
Fehler  von  höherer  als  der  zweiten,  dritten,  ^ten  Ordnung  zu- 
gelassen wird.     Mithin  erhält  man,  nachdem  {8)  durch   rfx», 

(9)  dnrch  dx',  (10)  durch  rfx'' dividirt  ist,  rechts  und  linka  vom 
Gleichheitszeichen  zusammengehörige  Ausdrücke,  deren  Unter- 
schied flir  ein  beliebig  kleines  dx  beliebig  klein  wird;  diese 
liefern    die  Gleichung  (21")  des  §  39,     Dies   motivirt   die    aaf 

Leihnits  zurückgehende  Notation  der  auf  einander  folgenden  Dif- 
ferentialquotienten  einer  Function. 

lu  den  Gleichungen  (8)  bis  (10)  zeigt  sich,  dass,  nachdem 
das  Differential  dx  constant  vorausgesetzt  ist,  das  zweite  Diffe- 
renlial  der  Function  f{x\  in  Bezug  auf  dx  eine  Grösse  der 
zweiten,  das  pte  Differential  von  fix)  eine  Grösse  der  /i'ten  Ord- 
nung wird.  Um  zu  deriniren,  was  unter  den  DifTerentialen 
der  verschiedenen  Ordnungen  in  dem  Falle  verstanden  werden 
soll,  dass  das  Differential  dx  nicht  constant  ist,  beginnen  wir 
damit,  die  Werthe  der  Variable  x  aufzustellen,  welche  gegebenen 
Differenzen  der  verschiedenen  Ordnungen  Jx,  .j'x,  J^x,... 
entsprechen.  Aus  den  in  (5*),  {6*J  und  (7*)  des  g  t.">  gegebenen 
Gleichungen 

(11) 


Jx  =  X,  — X,    J*x 


-21,- 


■  +  (-lM 


in.  Differentiale  verschiedener  Ordnungen.  217 

folgen  nach  mehrfach   benutzten  Eigenschaften   der  Binomial- 
coefBcienten  die  Bestimmnngen 

(11*)         «1  =  rc  4-  Jx,  x^  =  X'\'2Jx-¥  J*x,, . . 

Nun  setzt  man  ftlr  die  zagehörigen  auf  einander  folgenden  Diffe- 
renzen der  Function  f{x)  voraus,  dass,  wofern  in  Bezug  auf 
die  kleine  OrOsse  Jx  die  Differenz  J^x  für  jede  Zahl  p  als 
eine  kleine  Grösse  der  pten  Ordnung  angenommen  wird,  die 
Differenz  J^  fix)  ebenfalls  mit  Zulassung  eines  Fehlers  von 
hiSherer  als  der  pten  Ordnung  gleich  einer  Grösse  der  pten 
Ordnung  ist. 

Dem  entsprechend  werden  die  auf  einander  folgenden  Dif- 
^^i'enzen  von  x  als  die  gleichnamigen  Differentiale 

ix^    d^Xf   d*rc, ..., 
p^^eichnet  und  gelten  der   Reihe   nach  in  Bezug  auf  dx  als 
Ine  Grössen  der  ersten,  zweiten,  dritten  Ordnung  u.  s.  f.;  zu- 
Ich  heissen  die  zugehörigen  Differenzen  der  Function  f(x) 
Differentiale 

dfix),    d^f{x\   dYW,..., 

^^d  sind  respective  gleich  kleinen  Grössen  der  entsprechenden 
Ordnung.    Unter   dieser  Voraussetzung  lässt  sich  die  Darstel- 
^ting  der  in  Rede   stehenden  Differentiale  von  f(x)  durch  die 
^^ccessiven  Differentialquotienten  von  f{x)  und  Differentiale  von 
da:  ans  der  Gleichung  (3)  ableiten,  indem  man  die  rechte  Seite 
^1b  Prodnct  der  beiden  Factoren  f*{x^  und  dx  auffasst  und  die 
^^  (6)  enthaltene  Regel  ftlr  die  Bildung  des  Differentials  eines 
^i'oducts  benutzt.  Durch  jede  neue  Anwendung  des  Zeichens  d 
*^f  eine  gegebene  Gleichung  entsteht  eine  neue,  welche  kleine 
^i'Össen   einer  um  eine  Einheit  höheren  Ordnung  enthält  und 
Ma  auf  diese  genau  gilt.    Denn  der   vorhandene  Unterschied 
^wischen  der  linken  und  rechten  Seite  der  ursprünglichen  Glei- 
chnng  wird  bei  der  Anwendung  des  Zeichens  d  auf  beide  Seiten 
4er  Gleichung  stillschweigend  ebenfalls  dem  Zeichen  d  unter- 
worfen. 

Vermöge  der  Definitionsgleichungen 
(12)        'd(d'^'f{x))  =  d!'f(x\  d(d^-'9{x))  =  dtg(x) 
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folgt  ans  (G)  dorch  wiederholteu  Gebranch,  wie  in  §  16  die 
Formel  (2i,)  aus  (2)  erhalten  iat,  die  mit  dun  Biiiomialcoeffi- 
cientcii  gebildete  Gleichung  -^h 

(13)  (f(nx)g{x))  jfl 

=  d''f{x).g(x)  +  ^-d!'~'f(x)d!,{x)  +  ...  +/U-)/i7(*>™ 
Für    die    siiccesKiven    Dltferentialtinoticnteii    von   fix)    nnd   die 
snccessiven  Differentiale  von  x  gelteri  die  Relationeu 

(14)  df■'^'\x^=f''\x)dx,    dUt~'x)  =  d''x. 

Wenn  man  daher  in  (13)  f{x)  durch  fix\,  g{x)  durch  dx  er- 
setzt und  p  von  der  Einheit  ab  steigende  Werthe  beilegt,  so 
ergiebt  sich 

(15)  d*f(x)=  d(f'{x)dx)=  dflx).dx-\-f(x)d'x 

d'fix)  =  d'(f'{x)dx)=d^rix).dx+2df'ix].d'x+f'{x)a'x 

Mithin  entstehen  nach  auBgeftlhrter  Entwickelung  die  geHncbtes 
Ausdrucke  J^H 

(16)  d'fix)=  rix)(dxy  +  f'(x)d'x  ^M 
d''flx)=f"(x){dx)''  +  äf"ix)dxd'x  +  r(x)d'x'^^ 

Die  geiandene  Daratellnng  von  d*f{x)  ist  nach  den  ge- 
troffenen Voraussetzungen  gleich  einem  Aggregat  von  Grössen 
der  zweiten,  die  Darstellung  von  d'f(x)  gleich  einem  Aggregat 
von  Grössen  der  dritten  Ordnnng  in  Bezug  auf  dx  u.  s.  f..  Jede 
Gleichung  gilt  für  die  Ordnung  der  beziehungsweise  auftretenden 
GrHsflen  genau.  Wenn  man  daher  annimmt,  dass  die  Grfisse  x 
in  irgend  einer  Weise  von  .einer  anderen  Variable  t  abhänge, 
so  ist  dx,  d*x,  fi'a;, ...  reapective  von  derselben  Ordnung  mit 
den  Grössen  dt,  dt',  dt*, . . .  Man  darf  deshalb  die  erste  Glei- 
chung durch  dt*,  die  zweite  durch  dt'  dividiren  u.  s.  f.,  und 
erhält  die  Ausdrücke  der  succeesiven  nach  t  genommenen  Dif- 
ferentialquotienten der  Function  fix).  Unter  der  Vorauaselznng 
eines  constanten  Differentials  dx  verschwinden  d'x  nnd  die 
höheren  Differentiale  von  x,  so  dass  die  Formeln  (Iß)  in  die 
Formeln  (8),  (9),...  Übergehen. 

Um  eini"  fTf^nauere  Einwicht  in  die  Gleichungen  (16)  zu  ge- 
winnen, kann  ni:iii  ilcn  Aufdruck  17)  ans  i;  H9  heranziehen, 
D;lmlieh 
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17)   —  -M + ^ + 

•  •   •       1^ 


der  sich  bei  der  Abnahme  sämmtlicher  Differenzen  dem  durch 

b!  dividirten  Differentialquotienten  /^  \x)  nähert,  und  die  Frage 
anfwerfen ,  wie  sich  die  mit  dem  System  von  Werthen 
^j  ^v  ^2>  •  •  •  ^p  gebildeten  Differenzen  der  Function  f{x)  durch 
die  zu  den  Zahlen  b  =  1,'2, ,,  .p  gehörenden  Verbindungen  (17) 
darstellen  lassen.  Die  bte  Differenz  von  f{x)  hat  nach  (7)  des 
§  15  den  Ausdruck 

(18)  j'  fix) 

Weil  hier  nur  die  Functionswerthe  vorkommen,  die  zu  den 
Werthen  der  Variable  x,  äJj,  . . .  x^^  gehören,  so  ist  es  selbstver- 
ständlich, dass  wenn  b  <ip  ist,  und  wenn  man  einen  Ausdruck 
tcnnt,  der  für  die  Werthe  a;,  iCj,...^?^,  x^j^^,.,.x^  die  Werthe 
der  Function  darstellt,  der  betreffende  Ausdruck  statt  der  Func- 
tion benutzt  werden  kann,  um  die  Differenzen  J  f{x)  zu  bilden. 
Einen  solchen  Ausdruck  liefert  aber  jede  Interpolationsformel, 
welche  für  die  in  Rede  stehenden  p  +  X  Werthe  der  Variable 
die  zugehörigen  Functionswerthe  f{x)^  /"(^i),  •  •  •  f{^p)  annimmt. 
^^  (22)  des  §  40  ist  Newtons  Interpolationsformel  mitgetheilt,  die 
sich  för  den  vorliegenden  Zweck  eignet. 

Wenn  man  für  die  Variable  e  das  Zeichen  ?,  statt  der 
Berthe  Ä,  Äp  . . . Ä^  respective  die  Werthe  x,  x^^... x^  einführt, 
sofindet  sich  für  diejenige  rationale  ganze  Function  des  (jj+l)ten 
Grades  F(^,  welche  für  die  genannten  Werthe  von  ^  den  be- 
^ffenden  Werthen  der  gegebenen  Function  f{^  gleich  wird, 
der  Ausdruck 

(19)  Y{g)=f,^-U{l^x)-rU{l--x){l-^x,)^... 

•..  +/'^(?-a:)...(5— a:^_,), 
^0  die  Coefficienten  /j,,  /*,,...   nach   den  dortigen  Gleichungen 
(25)  folgendermassen  bestimmt  sind, 


und  wo  die  Grösse  /"„  allgemein  in  (17)  dargestellt  ist.  Da  aas 
den  angefUlirten  Gründen  die  Differenz  J''f(§)  der  Differenz 
-/F(^}  gleich  werden  muss,  so  lange  die  Zahl  b  den  Werth  p 
nicht  Übertrifft,  so  kann  man  -V*/'(£)  unmittelbar  bilden,  indem 
man  die  Differenz  der  bten  Ordnung  von  den  einzelnen  Gliedern 
der  rechten  Seite  von  (19)  nimmt.  Hier  ist  ^  die  variable  Grösse, 
die  Coeffieienten  f„,  f,,fj,...  werden  von  dem  Verfahren  des 
Differenznehmens  nicht  berührt,  und  die  Differenz  des  constanten 
Gliedes  f^  verBchwindet,  bo  dass  die  Gleichung  gilt 

(21)  J'Fm  =  f,j'-[i-x)+f,jU(§~x){^-x,))+... 

■■■+f,  /N(^-x)...(f-v.)>- 

Weil  nun  die  Differenz  der  fiten  Ordnung  mit  den  Werthen 
§  =  X,  X,,...  x^  so  aufzustellen  ist,  dass  fUr  irgend  eine  Function 
g{^)  die  Definition  gilt 

(22)  J'g(i) 

=  ff(x,)  -  I ?(Xe^i)  +  ~^~'^-ff(x,_,)~..  +  (-  I)^ 9(x), 

wnd  weil  die  auf  der  rechten  Seite  von  (21)  vorkommenden 
Producte 

(i-x)(l-x^)..(i~x,),  (i-x)(i-x,)..(£-x^HS-x,^,),.. 
säramtiich  fllr  alle  l)ezeichneten  Werthe  von  $  verschwinden,  so 
ist  auch  die  Differenz  der  bten  Ordnung  jedes  einzelnen  Pro- 
ducts gleich  Null.  Mithin  fallen  alle  diejenigen  Bestandtheile 
fort,  die  in  f^,  t\+i' ■•■(',  multiplicirt  sind,  und  es  entsteht  ftlr 
die  Differenz  /"/'{a;^,  die  der  Differenz  /"  F(S)  gleich  ist,  der 
Ansdruck 

(23)  J'f(i) 

=/-,y(£-z)  +  /;y((?-:c)(|-:c,))+..  +  /-,y((|-l)..(§~X,_,)). 
Die  Yollstftndige' Darstellung  der  hier  auftretenden  Differenzen 
der  bten  Ordnung  geht  ebenfalls  aus  (22)  hervor,  indem  statt 
g(i)  die  einzelnen  Producte  eingesetzt  werden.    Das  letzte  der- 


!4) 
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selben  verschwindet  für  alle  anzuwendenden  Werthe  von  ^  mit 
Ansnabme  des  Werthes  $=x^,  das  vorletzte  mit  Ausnahme  der 
Werthe  $=a?5  und  a;^j,  n.  s.  f.  Es  redncirt  sich  daher  die 
Entwickelnng,  wenn  die  Producte  in  umgekehrter  Reihenfolge 
genommen  werden,  beziehungsweise  auf  ein  Glied,  auf  zwei 
Glieder,  u.  s.  f.     Demnach  erhält  man  die  Bestimmungen 

^  ((?-a;) . .  {l—x^^  i)) = {x^—x)  {x^—x^ . .  ix^—Xf^_i) 

Nach  der  in  (22)  enthaltenen  Definition  fällt  der  Ausdruck 
^/"(S  mit  demjenigen  zusammen,  der  früher  durch  J^f{x)  be- 
zeichnet worden  ist  Mithin  wird  die  Aufgabe,  die  Differenz 
^{{x)  vermittelst  der  Ausdrücke  f^^  A, . . .  darzustellen,  durch 
die  rechte  Seite  von  (23)  gelöst.  Bei  umgekehrter  Anordnung 
der  Glieder  ergiebt  sich 

(25)  ^    d'ax)  =  f,j\{^-^x)..{^^x^,))^...  +  f,j\^--x), 
wobei  die  rechts  angedeuteten  Operationen  nach  (24)  auszufüh- 
^it  sind.  Setzt  man  b  gleich  2  und  3,  so  kommen  die  Gleichungen 

(26)  J'f{x)=f,  {x,-x)  (x,-  X,)  +  f,  (x,-2x,  +  xl 
J^fipc)  =/•,  {x^-x)  ix^  —  x,)  ix^-x;) 

+  A  (^.  -  3a:,  +  3a:,  -  a;), 
deren  rechte   Seiten   mit  Hülfe  von  (11)   in   die  Zeichen  Jx, 
^Xj  j*x  ttbergefUhrt  werden  können.    Man  findet 

rc,  —  X  =2Jx  +  J^x,  x^  —  x^  =  Jx+  J^x, 
x^  —  2x^+xs=^J*x, 

a?3  —  X  =^ZJx  +  ZJ^x  -¥  J^Xj 
x^  —  Xi  =  2Jx  +  3^«a:+  J*Xj 
a:,  —  rCj=    Jx  +  2J^x  +  J*x, 
^1^3«,+  Sx^  —  x  =  J^x. 

unter  den  vorhin  angegebenen  Voraussetzungen  verwandelt  sich 
*e  Differenz  J^f(x)  in  das  Differential  cf'fix)^  die  Ausdrücke 

'!»/•»•..  gehen  respective  in  die  Werthe  f\x\  --.-->•••  über, 
ttn^die  auf  der  rechten  Seite  von  (25)  erscheinenden  Differen- 
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tiale  der  bten  OninuDg  stimmen  bis  auf  Grflssen  der  Hen  Ord- 
Dung  genau  mit  den  Factoren  tlbereiii,  mit  dcuen  auf  der  rechten 

Seite  von  (16)  bexiehnugsweise  die  Ausdrücke  ,,  '  ^ii  '"' 
zn  mnltiplicirea  sind. 

Bei  dem  au»  auseinandergesetzten  Verfahren  der  Recbonng 
mit  kleinen  Grössen  bestimmter  Ordnung  haben  wir  die  Vor- 
aussetzung festgehalten,  dass  diejenige  Grösse ,  durch  deren 
Poti'uzen  dii'  verschiedenen  kleinen  Grössen  ausgedruckt  werden, 
numerisch  beliebig  verkleinert  werden  kilune.  Eine  GrOsse, 
die  beliebig  oder  ohne  Ende  verkleinert  werden  kann,  wird 
eine  unendlich  kldnc  Grösse  genannt;  die  (Irflssen,  welche  in 
Bezug  auf  eine  solche  Grösse  von  der  zweiten,  dritte»  pten 
Ordnung  sind,  heiHsen  respectivc  latendlich  kleine  Grössen  der 
Mwciien,  dritten,  pten  Ordnung.  Aus  diesem  Grunde  tÜhrt  die 
Rechnung  mit  kleinen  Grössen  verschiedeuer  Ordnungen  den 
Namen  der  Bechnung  mit  lateiidlich  kleinen  Grösum  oder  der  In- 
fimtesimalrechnung.  Indem  das  erste  Differential  einer  variabeln 
Grösse  als  eine  unendlich  kleine  Givsse  der  ersten  Ordnung  aufge- 
&8st  wird,  sind  das  uweile,  dritte,  pteDifferetitial  derselben  Variable 
beziehungsweise  als  unendlich  /.hinc  Grössen  der  eweitcn,  dritten, 
pten  Ordnung  zu  betrachten.  In  gleicher  Weise  hat  man  die 
Theile,  in  welche  das  Intervall  einer  Variable  gctheilt  wird,  um 
die  Integratiou  einer  Funetiun  auszuführen,  als  unendlich  kleine 
Grössen  aufzufassen.  Bei  dem  Ausdrucke  des  Integrals  / /'(;c)  tfx 
ist  dj:  da«  Difterential  der  Variable  x,  das  i'roduot  f(x)  dx  wird 
das  Element  des  Integrals  genannt,    und  das  Integralzeichen    / 

deutet  die  Ausllihrung  der  Sunnnation  an,  durch  welche  das 
Integral  delinirt  worden  ist.  Daher  sind  Differential-  und  Inte- 
gralrechnung Theile  der  Inlinitesimalrechnung.  Wie  vorhin  er- 
wähnt, hat  Leibnits  die  Regeln  ftlr  den  Gebrauch  des  Differen- 
tialzeichens aufgestellt.  Die  Principieu  der  Infinitesimalrechnung, 
welche  Newton  früher  entdeckt  hatte,  sind  von  demselben  in 
der  ersten  Seetion  des  ersten  Buches  der  principia  philosophiae 
naturalis  unter  dem  Titel:  de  methodo  rationwn  primarum  et 
täümarum,  cujus  opc  sequentia  demonslrantur,  auseinandergesetzt 
and  mit  vollkommener  Strenge  bewiesen. 
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Capitel  V. 
Differentiation  Ton  Fonctionen  mehrerer  Yariabeln. 

§  42.   Fnnotionen  von  mehreren  Variabein.    EInflaoh  und 
melirflftoh  aoagedehnte,  nnstettir«  nnd  stetige 

Mannigfttltigkeiten. 

Man  begegnet  dem  Begriffe  der  Abhängigkeit  einer  Grösse 
von  mehreren  anderen  Grössen,  sobald  aus  mehreren  beliebig 
zu  wählenden  Grössen  durch  irgend  welche  Operationen  eine 
neue  Grösse  bestimmt  wird.  So  hängt  der  Werth  der  Summe, 
der  Differenz,  des  Products,  des  Quotienten  zweier  ganzen  Zahlen 
▼on  denWerthen  dieser  beiden  Zahlen  ab.  Eine  algebraische  ra- 
tionale Funtion  von  mehreren  veränderlichen  Grössen  ist  in  I,§  22, 
eine  Function  von  zwei  veränderlichen  Grössen  überhaupt  in 
h  §  108  erörtert  worden.  An  der  letzteren  Stelle  wird  von  einer 
'^nction  zweier  Variabein  f(x,  y)  insbesondere  unter  der  Vor- 
*iiS8etznng  gesprochen,  dass  f{x^  y)  für  alle  diejenigen  Verbin- 
dungen je  zweier  Werthe  gegeben  sei,  bei  denen  x  zwischen  zwei 
Grössen  a  und  J,  y  zwischen  zwei  Grössen  c  und  d  liegt. 

Ehe  wir  uns  mit  dem  dort  ebenfalls  erklärten  Begriffe  der 
Stetigkeit  der  Function  f{Xy  y)  beschäftigen,  der  für  die  Aus- 
dehnung der  Operation  des  Differentiirens  unentbehrlich  ist, 
Verden  wir  den  Begriff  der  Abhängigkeit  einer  Grösse  von 
^^hreren  Grössen  durch  Vergleichung  mit  der  Abhängigkeit 
^^iier  Grösse  von  einer  einzigen  Grösse  näher  erläutern. 

Wenn  eine  Function  f{x)  der  einzigen  Variable  x  für  jeden 

^^chen  a  nnd  h  befindlichen  Werth  von  x  gegeben  ist,  wenn 

^^^  dann  innerhalb  dieses  Intervalls  einen  bestimmten  Werth  x 

^^lÄWlhlt,  um  die  Aenderungen   der  Function  zu   untersuchen, 

^ie  einer  Aenderung   der  Variable   entsprechen,   so  kann   die 

l^Were  nur  so  geändert  werden,  dass   sie   um   eine  gewisse 

Pirogge  zu-  oder  abnimmt.     Werden   die  Werthe   der  Variable 

noch  durch  die  Bedingung  beschränkt,  gleich  ganzen  Zahlen  zu 
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aeiu,  äo  kann  man,  um,  ohne  einen  Werth  zu  tiberspringen,  von 
einem  Werthe  zu  einem  andern  zu  gelangen,  von  jedem  einzel- 
nen Werthe  entweder  nur  um  eine  Einheit  vorwärts  oder  nra 
eine  Einheit  rückwärts  gehen.  Wenn  Werthe,  deren  Grösse  am 
eine  Einheit  differirt,  Nachhanverthe  genannt  werden,  so  hat 
jeder  zwischen  den  Grenzen  a  und  h  befindliche  Werth  einen 
vorwärts  und  einen  rOckwärts  liegenden  Nachbarwerth,  also 
zwei  Nachhanverthe. 

Bei  einer  Function  f{x,y)  von  zwei  Variabein  x  nnd  y, 
die  wie  an  der  vorhin  angeführten  Stelle  fUr  alle  Werthverbin- 
dungen  gegeben  ist,  die  den  Bedingungen  a<.x<ih.  c<.y<.d 
genügen,  kann  man  von  einer  beliebig  gewählten  Werthverbin- 
dnng  x,y  so  fortschreiten,  dass  die  erste  Variable  x  entweder 
wächst  oder  abnimmt,  und  gleichzeitig  die  zweite  Variable  jr 
entweder  wächst  oder  abnimmt.  Es  werde  auch  hier  die  Vor- 
aussetzung berücksichtigt,  daes  sowohl  die  erste  wie  die  zweite 
Variable  nur  gleich  ganzen  Zahlen  sein  dürfen,  und  es  mögen 
diejenigen  Wcrthverbindungeu  zu  einer  bestimmten  Werthver- 
bindung  benachbart  heissen,  hei  denen  die  Werthe  der  einen 
Variable  um  eine  Einheit,  die  Werthe  der  andern  Variable  aber 
gar  nicht  differiren;  dann  entsprechen  jeder  Verbindung  (a:,y), 
indem  die  erste  Variable  ab-  oder  zunimmt,  die  benachbarten 
(ar  — 1,  y)  und  (j-fl,y),  ferner,  indem  die  zweite  Variable  ab- 
oder  zunimmt,  die  benachbarten  {x,  y~  1)  und  {x,  y+  l),  so 
dass  zu  jeder  Werthverbindnng  vier  benachbarte  Werthverbin- 
dnngcn  gehören. 

Während  bei  einer  Function  einer  Variable  die  gauzzahli- 
gen  Werthe  der  Variable  eine  einzige  Reihe  darstellen,  lassen 
sich  bei  einer  Function  von  zwei  Variabein  die  Verbindungen 
der  ganzzahligen  Werthe  heider  Variabein  auf  doppelte  Art  is 
Reiben  von  Reihen  ordnen.  Entweder  man  beginnt  mit  den- 
jenigen Reihen,  bei  denen  die  zweite  Variable  ungeändert  bleibt, 
dagegen  die  erste  ihre  Werthe  durchläuft,  und  nimmt  die  Reihe 
von  den  Reiben,  welche  verschiedenen  Werthen  der  zweiten 
Variable  zugebören;  oder  mau  beginnt  mit  denjenigen  Reihen, 
bei  denen  die  erste  Variable  ungeändert  bleibt,  dagegen  die 
zweite  ihre  Werthe  durchläuft,  und  nimmt  dann  die  Reibe  von 
den  Reiben,  welche  verschiedenen  Werthen  der  ersten  Variable 


la 
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En|:«bSren.  Nach  dem  Ausdruck,  den  Gauss  in  iseiner  Anzeige 
iler  /.weiteu  Abhandlung  Über  die  Theorie  der  biquadnitisehen 
ReMe  eingeführt  hat,  bilden  Gegenstände,  die  in  eine  einzige 
Reihe  geordnet  sind,  eine  Mannigfaltigheil  von  einer  Dimension, 
(iegenetände,  die  in  Reihen  von  Reihen  geordnet  sind,  eine 
MannifffoUigkeit  von  zwei  Dimensionrn,  und  Gegenstände,  bei 
Llcren  Anordnung  der  angedeutete  Process  des  Herstellens  von 
RHhen  »mal  wiederholt  wird,  eine  Manmgfaltiijkeii  von  n  Di- 
lumumen,  welche  auch  mne  nfach  ausgedelmte  Mannigfcdtigkeit 
genannt  wird.  DenigemäsH  constituiren  die  ganzzahligen  Werthe 
einer  Viiriable  x  eine  einfach  ausgedebnte,  die  Verbindungen 
der  gnnsKahiigen  Werthe  von  zwei  Variabein  x,  y  eine  zwei- 
foiib  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit,  und  die  Verbindungen  der 
ganzMhligeu  Werthe  von  n  Variabein  3;,,  a;j,....r„  in  gleicher 
Weise  eine  «fach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit. 

Es  wird  dem  Leser  dieses  Ihiehes  nieht  entgehen,  dass  der 
'1  I.  §  3  gegebene  Beweis  des  Satzes,  daas  das  Produet  ge- 
goltener Zahlen,  wie  auch  die  Factoren  vertauscht  oder  in 
''Hippen  zusammengefasst  werden,  immer  denselben  Werth  habe, 
on'  der  Betrachtung  von  Mannigfaltigkeiten  der  verschiedenen 
Wiiieusioncn  beruht,  leb  habe  den  Beweis  des  auf  zwei  Facto- 
ftfD  liezBglifhen  Satxes  ohne  Hülfe  der  räumlichen  Amchan- 
""K  geführt  und  hierauf  die  Bemerkung  hinzugefügt,  dass 
iwcb  die  für  drei  FaCrtoren  angewendete  Scblussweise,  bei 
welcher  die  räumliche  Anschauung  benutzt  ist,  im  Grunde  nicht 
■J^r  räumlichen  Anschauung,  sondern  der  inneren  Anschauung 
^igBliiSre.  Bei  dem  für  zwei  Factoren  geltenden  Satze  werden 
"0  der  angeführten  Stelle  h  Gruppen  zusammenaddirt,  deren 
jede  a  Einheiten  enthält.  Nun  braucht  man  sich  nur  vorzu- 
"«Ilen,  dass  jede  der  a  Einheiten  durch  einen  Gegenstand  ver- 
ifeteu  sei,  der  sich  in  Bezug  auf  eine  bestimmte  Eigeuschail 
^  B.  durch  den  Stoß'  von  jedem  anderen  Gegenstände  derselben 
"fuplje  unterscheidet,  dass  ferner  in  jeder  Gruppe  Gegenstände 
"m  denselben  a  verschiedenen  Stoffen  entbalteu  sind,  während 
die  Gegenstände  in  jeder  einzelnen  Gruppe  in  Bezug  auf  eine 
«idere  Eigenschaft,  etwa  die  Farbe,  übereinstimmen,  von  Gruppe 
'■"  Ornppe  aber  differiren.  Auf  diese  Weise  entsteht  ein  Sub- 
an  dem  sich  der  Beweis  des  auf  zwei  Factoreu  hezUg- 
i.  AnklfBla  II.  IS 
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liebes  Satzes  fithreu  läRst,  und  es  leuclitet  ein,  dass  för  den 
Beweis  des  auf  drei  Faetoreu  hezUglicheii  Satzes  eine  neue 
Eigenschaft  benutzt  werden  kann,  die  den  Gegenständen  von 
jeder  der  zu  bildenden  neuen  Gruppen  gemeinsam  ist  und  von 
Gruppe  zu  Gruppe  wechselt.  Hierdurch  wird  die  angeführte  Be- 
hauptung, dass  bei  dem  Beweise  jenes  Satzes  die  rUuiiiliehc 
Anschauung  entbcbrlicli  sei,  bestätigt. 

Das  in  I,  §  108  zur  bequemeren  Auffassung  einer  Function 
von  zwei  Variabein  f{x,y)  angegebene  Verfahren,  x  und  y  als 
die  rechtwinkligen  Coordinatcn  eines  Punktes  einer  Ebene  zu 
betrachten,  fällt  für  ganzzahlige  Werthe  der  beiden  Variabcin 
mit  der  Vertheilung  der  Zahlen  in  horizout:tlc  und  vertikslo 
Reihen  in  I,  §  -t  zusammen;  dasselbe  bringt  eine  quadratisrhe 
Anordnung  von  Punkten  in  der  Ebene  hervor,  welche  als  der 
einfachste  Fall  in  der  parallelngrammatisclieu  Anordnung  ent- 
halten ist,  die  in  I,  ^  SO  bebandelt  wurde.  Der  Nutzen  dieser 
geometrischen  Darstellung  zeigt  sich  namentlich  auch  bei  der 
fUr  die  Betrachtung  der  Mannigfaltigkeiten  höchst  wcsentlivhen 
Aufgabe,  von  einer  gegebenen  Werthverbindung  zu  einer  andern 
80  überzugehen,  dasa  nur  durch  Verbindungen  fortgeseh ritten 
wird,  die  zu  einander  benachbart  sind,  Innerhalb  einer  einfiich 
ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  besteht  bei  zwei  entsprechenden 
ganzzahtigen  Werthen  x  und  x  der  Variable  x  entweder  der 
Fall  der  Gleichheit  oder  der  Ungleichheit.  Wofern  beispiels- 
weise a;'  <cx  ,  so  kann  man  von  3;"'  nach  x  durch  lauter  be- 
nachbarte Werthe  nur  so  gelangen,  dass  jeder  der  Zwischen- 
wertiie  x'°^  +  1,  x"^  +  2,  .  .  3;"'—  1  wenigstens  ein  Mal  beröhrt 
wird;  wenn  aber  noch  die  Bedingnug  hinzukommt,  dass  hierbei 
die  Variable  entweder  nur  wachsen  oder  nur  abnehmen  darf, 
so  ist  aach  die  Reihenfolge  der  Werthe,  welche  durchlaufen 
werden  muss,  eindeutig  bestimmt. 

Soll  in  einer  zweifach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  von 
der  ganzzabligen  Werthverbindung  x  ,  y  zu  der  ganzzahligeu 
Werthverbindung  x  ,  y  übergegangen  werden,  so  kann  jede 
der  beiden  Differenzen  x"  —  x'^  und  j'  — y"  entweder  positiv 
oder  negativ  oder  verschwindend  sein;  lerner  werden  die  zu 
durchlaufenden    einander    benachbarten    Werths^stenic    keiue&- 
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weges  durch  die  Bedingung  eindeutig  bestimmt,  dass  weder  bei 
der  ersten  Variable  noch  bei  der  zweiten  Variable  das  Wachsen 
mit  dem  Abnehmen  wechseln  darf.  Selbst  der  üebergang 
von  einer  Werthverbindung  (a;,  y)  zu  der  Werthverbindung 
(x-¥h  y  +  l)  kann  bei  dieser  Einschränkung  auf  doppelte  Art, 
nämlich  entweder  mit  Benutzung  von  {x  + 1,  y)  oder  mit  Be- 
nutzung von  (a:,  y  + 1)  erfolgen,  wodurch  die  allgemeine  Be- 
hauptung erwiesen  ist.  Bei  der  Vorstellung,  dass  x  und  y  die 
rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes  einer  Ebene  bedeuten, 
entsprechen  den  Werthverbindungen,  bei  denen  nur  eine  der 
Variabein  diflferirt  und  die  mithin  nur  eine  einfach  ausgedehnte 
Mannigfaltigkeit  bilden,  Punkte  auf  einer  bestimmten,  zu  einer 
der  Axen  parallelen  GeraSen;  die  beiden  Nachbarwerthe  x — 1 
und  a;  + 1  der  einen  Variable  x  liefern  daher  die  zwei  Punkte, 
die  auf  der  betreffenden  Geraden  von  dem  betreffenden  Punkte 
um  die  Einheit  abstehen  und  beziehungsweise  vor  und  hinter 
demselben  liegen.  Dagegen  gehören  zu  den  vier  Verbindungen, 
die  in  der  zweifach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  mit  der  Ver- 
bindung (x,  y)  benachbart  sind,  diejenigen  vier  Punkte,  die 
respective  auf  zwei  durch  den  Punkt  (a:,  y)  zu  den  Axen  ge- 
zogenen Parallelen  von  demselben  um  die  Einheit  abstehen 
ööd  sich  respective  links,  rechts,  unterhalb  und  oberhalb  befin- 
den.  Femer  sieht  man  ein,   dass  das  Uebergehen   von   einem 

Punkte  x  zu  einem  Punkte  x  durch  benachbarte  Werthe  der 
betreffenden  einfach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  dazu  nöthigt, 
^(if  jener  eindeutig  bestimmten  geraden  Linie  fortzuschreiten, 

während  das  Uebergehen  von  einer  Werthverbindung  {x    ,  y    ) 

2n  einer  Werthverbindung  (x  ,  y  )  mit  Benutzung  von  benach- 
barten Werthverbindungen  der  zweifach  ausgedehnten  Mannig- 
faltigkeit auch  bei  der  oben  hinzugefligten  Beschränkung  immer 
noch  gestattet,  in  der  zugehörigen  Ebene  verschiedene  Wege  ein- 
zuschlagen. 

Die  bisher  entwickelten  Begriffe  existiren  auch  für  Func- 
tionen von  beliebig  vielen  Variabein.  Wenn  der  Inbegriff  der 
Werthverbindungen  von  n  Variabein  x^,  x^,..,  x^  definirt  ist, 
nnd  zu  jeder  in  demselben  enthaltenen  Werthverbindung 
*ii  a^j, . . .  x^  eine  gewisse  Grösse  gehört,  so  stellt  der  Inbegriff 
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dieser  Grössen  eine  von  den  n  Variabdn  abhäntfige  f\meiion 
f{x„  a:„  . . .  ic,)  dar.  Der  Inbegritf  der  Werthverbinduiigeii 
x^,  x^,...x^  heisst  auch  mit  einem  in  I,  §  108  für  zwei  Va- 
riable gebraucbten  Ausdrucke  rfas  Gehid  der  n  Variabfin. 

Wir  denken  uns  zunächst  wieder  ein  soleheg  Gebiet,  bei 
dem  jede  Variable  jeden  innerhalb  gewisser  ihr  zugehörigen 
Grenzen  enthaltenen  Wertli  annehmen  darf, 

,  «1  -^a',  ^  fc„  a^<,  x^<ih.^,  .■•a^<.x^-^b^. 
Die  Aenderung  einer  Werth Verbindung  kann  nun  so  erfolgen, 
dass  jede  Variable  iUr  sich  entweder  wächst  oder  aboimnit 
oder  sich  gleich  bleibt;  somit  ist  das  Verhalten  jeder  einzelnen 
Variable  uuabbilngig  von  dem  Verhalten  aller  ührigeii,  weshalb 
ihre  Gesammtheit  ein  System  unabMnt/iger  Variabdn  genannt 
wird.  Bei  der  Voraussetnuug,  dass  jede  Variable  nur  ganzzaUligo 
Werthe  annehme,  stellen  die  sämmtlichcn  Werthverbindungen 
nach  der  obigen  Definition  eine  nfach  ausgedehnte  Manniy- 
ftütigkeit  dar.  Hier  sollen  wieder  zwei  Werthverbindungen 
benachbart  heissen,  die  sieh  nur  in  Bezug  auf  eine  einzige 
Variable  und  in  Bezug  auf  diese  nur  um  eine  Einheit  unter- 
scheiden. Vermöge  dessen  sind  zu  einer  bestinmiten  Wertbver- 
bindung  {x^,  x^...x^  die  2w  Wertb Verbindungen 
(«,—1,  «j, . .  x^,  {x^,  a;,  — 1,  x„ . .  x^), . .  (a:,,  a;,, . .  ar^„  x,  —  \) 
(a;,  + 1 ,  «„ . .  x^),  («„  x^  +  1,  x„ . .  x^, . .  (a:,,  x^, . .  «,_„  a,  -\- 1) 
benaehhart.  Offenbar  bildet  die  Gesammtheit  der  Werthver- 
bindungen, die  nur  in  Bezug  auf  eine  einzige  Variable  ab- 
weichen, eine  einfach  ausgedehnte,  die  Gesammtheit  der  Werth- 
verbindungen, die  nur  in  Bezug  auf  dieselben  zwei  Variabein 
differiren,  eine  zweifach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit,  u.  b.  f. 
Mithin  sind  in  der  geg^enen  Mannigfaltigkeit  der  nten  Ord- 
nung Mannigfaltigkeiten  von  aJlen  niedrigeren  Ordnungen  ent- 
halten. Wenn  also  zwei  Werthverbindungen  ix\  ,  x\  , .  ,  a:' ') 
und  (ar'j" ,  x^^\...x^^^)  gegeben  sind,  so  kann  man  zuerst  fest- 
stellen, in  Bezug  auf  welche  Variabeln  sie  wirklich  differiren, 
und,  falls  die  Anzahl  derselben  k  beträgt,  die  beiden  Werthver- 
hindungen  zu  einer  Mannigfaltigkeit  der  iten  Ordnung  rechnen; 
dann  kann  man  fordern,  dass  innerhalb  der  letztem  Maunigfal- 
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tigkeit  von  der  einen  Verbindung  zu  der  andern  durch  benach- 
barte Verbindungen  übergegangen  werde.  Schreibt  man  noch 
ausserdem  vor,  dass  bei  diesem  Verfahren  die  auf  einander 
folgenden  Werthe  derselben  Variable  entweder  nur  wachsen 
oder  nur  abnehmen  dürfen,  so  zeigt  sich,  wie  oben,  dass  die 
Reihe  der  zu  durchlaufenden  Verbindungen  eindeutig  bestimmt 
ist,  wofern  die  Zahl  h  gleich  der  Einheit  ist,  dagegen  auf 
mehrere  verschiedene  Arten  bestimmt  werden  kann,  wofern  die 
Zahl  l  grösser  als  die  Einheit  ausfällt. 

Bei  Systemen  von  drei  Variabein  lässt  sich,  wie  bei 
denen  von  zweien,  die  räumliche  Anschauung  zu  Hülfe  nehmen. 
In  I,  §  85  ist  auseinandergesetzt,  auf  welche  Weise  ein  Punkt 
im  Räume  durch  drei  rechtwinklige  Coordinaten  bestimmt  wird; 
als  solche  kann  man  die  drei  Variabein  a:,  y,  z  betrachten,  von 
denen  eine  Function  f{x,  y,  ss)  abhängt.  Dem  Inbegriff  der 
Verbindungen  der  ganzzahligen  Werthe  der  Variabein,  welcher 
^  dreifach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  ausmacht,  entspricht 
dann  vermöge  der  drei  Dimensionen  des  Raumes  eine  cubische 
Anordnung  von  Punkten,  der  einfachste  Fall  der  parallele- 
pipedilchen  Anordnung,  die  in  I,  §  87  vorkommt.  Das  Cm- 
stantsäzefi  van  je  ewei  Variahein  erzeugt  eine  einfach  ausge- 
^nte  Mannigfaltigkeit,  ssu  der* eine,  mit  einer  der  drei  Coordi- 
^*<^axen  parallele  gerade  Linie  gehört,  das  Constaniseteen  von 
k  einer  Variable  eine  /zweifach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit^  su 
^  eine  mit  einer  der  drei  Coordinatenebenen  parallele  Ebene 
g^ört.  Mit  einer  Werthverbindung  {x,  y,  e)  sind  die  sechs  Werth- 
verhindungen 

{x  —  1,  y,  ^),  {x,  y  ■-  1,  z),  {x,  y,z  -l) 
(x  +  1,  y,  z),  {x,  y  +  1,  z),  (.r,  y,  ^  4-1) 

^nacbbart,  die  zugeordneten  sechs  Nachbarpunkte  des  Punktes 
(^>  y,  ^)  liegen  auf  den  drei  durch  den  Punkt  mit  den  Coordi- 
natenaxen  parallel  gezogenen  Geraden  auf  beiden  Seiten  des 
Punktes  {x,  y,  z)  in  der  Entfernung  der  Einheit.  In  dieser 
Weise  entsteht  das  räumliche  Bild  der  Uebergänge,  welche  man 
in  der  Mannigfaltigkeit  der  dritten  Ordnung  von  einer  Werth- 
verbindung zu  einer  anderen  durch  lauter  benachbarte  Werth- 
Terbindungen  machen  kann,  während  die  Lösungen  der  analogen 


380 


üimt<.ti({L- 


iiigfaltigktitcii. 


Autgaben  bei  Mannigfaltigkeiten  von  liöberer  als  der  ilritten 
Ürdnimg  nur  in  der  combiuatoriscben  Qetitatt  vorhandi^u  ein«). 
Wir  haben  uns  bisher  mit  denjenigen  Mannigfaltigkeit«» 
beschäftigt,  die  erhalten  werden,  indem  man  den  einxelocn 
Variabeln  eines  Systems  ganzzablige  Werthe  lieilegt.  Die 
angestellten  Beobachtungen  ündern  sich  jedoch  in  keinem 
entscheidenden  Stück,  sobald  vorgesehrieben  wird,  das«  die 
Variabein  gleich  beliebigen  Vielfachen  eines  beBtinimten  ali- 
quoten Theiles  der  Einheit  sein  dürfen.  Dies  rUhrt  von  dem  iu 
I,  §  U  hervorgehobenen  Umstände  her,  dass  die  Division  der 
Einheit  durob  eine  bestimmte  ganze  Zahl  M  nichts  anderes  uU 

die  EiniUhrung  der  neuen  Einheit  ist,  Bei  der  gegenwärti- 
gen Untersnchnug  kommt  es  nicht  auf  die  Griisse  der  Zahl  -V. 
sondern  darauf  an,  dass  die  einmal  alx  Divisor  gcwUhlte  Zahl 
festgehalten  werde;  dadurch  bekommt  keine  der  Variabelu  ui- 
dcrc  Werthe,  als  iu  der  Reibe  der  rationalen  Itrüche  _^^H 


M 
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enthalten  sind.  In  Folge  -dessen  liegt  innerhalb  der  enrj^cbtn 
ftlr  jede  Variable  gesteckten  Grenzen  immer  nur  eine  be- 
»cbrUnkte  Anzahl  von  Werthen  der  Varial>le;  auch  kann  der 
Unterschied  von  je  zwei  Werthen,  absolut  genommen,    niemals 

kleiner  als  die  Grösse        werden.    Jene  Werthe  werden  diserei« 

oder  unsttliijt  Werthe  genannt  und  die  aus  denselben  ent- 
nommenen Verbindungen  bilden  eine  discrete  oder  un^^igc 
Mannigfaltigkeit,  die  nach  der  Anzahl  der  uimbhtiiigigen  Ele- 
mente einfach,  zweifach  oder  »fach  ausgedehnt  ist. 

Im  Eingange  dieses  Bandes  ist  bemerkt  worden,  dsM 
eine  einzige  Variable,  wenn  sie  jeden  iinierhnlh  eines  gewis- 
sen Intervalls  befindlichen  Werth  annehmen  darf,  <!or  gleich 
einem  beliebigen  Vielfachen  irgend  eines  bestimmten  TIteilea 
der  Einheit  oder  auch  gleich  einer  beliebigen  irralioitaleii 
Or?(8»e  ist,  «tw  inn^hall»  tten  brtüglieken  hitervalht  stetig  «er- 
imiUrliche  Griinnc  genannt  wird.  Die  Werthe ,  welche  der 
Variable  innerhalb  des  zwischen  den  endlirhen  Gr'lssen  a  und  & 
aosgedehuteii  Intervalls  beigelegt  werden  küuueu,  sind  nlwlaüu 
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nicht  mehr  in  beschränkter  Anzahl  vorhanden;  denn  wie  viele 
Werthe  auch  ein  Mal  angenommen  sein  mögen,  ein  zweites  Mal 
kann  die  Anzahl  beliebig  vergrössert  werden.  Auch  giebt  es 
alsdann,  wie  in  §  1  erwähnt,  keine  so  kleine  Grösse,  dass 
nicht  in  dem  gegebenen  Intervall  die  Differenz  zwischen  zwei 
Werthen  der  Variable  numerisch  noch  kleiner  als  jene  Grösse 
gemacht  werden  könnte.  Allein  es  existirt  zwischen  den 
sämmtlichen  innerhalb  des  Intervalls  zulässigen  Werthen  der 
Grösse  nach  eine  bestimmte  Reihenfolge,  weil  nach  I,  §  20 
die  Differenjg  von  zwei  bestimmten  Grössen  immer  nur  positiv 
oder  negativ  oder  gleich  Null  ist,  wie  ebenfalls  in  §  1  hervor- 
gehoben worden.  Deshalb  wendet  man  auf  die  sämmtlichen 
innerhalb  eines  gewissen  Intervalls  befindlichen  Werthe  einer 
Variable  ebenfalls  den  Ausdruck  der  Mannigfaltigkeit  an,  und 
sagt,  dass  sie  eine  concrete  oder  stetige  einfach  ausgedehnte 
MamigfaÜigkeit  darstellen.  In  gleicher  Weise  bildet  der  Inbe- 
griff aller  innerhalb  gewisser  Grenzen  eingeschlossenen  Werth- 
verbindungen  von  zwei  Variabein  eine  zweifach  ausgedehnte^  von 
«Variabein  eine  nfach  a/usgedehnte  concräe  oder  stetige  Mannig- 
fdtigkeit.  Als  benachbarte  Werthverbindungen  kann  man  jetzt 
solche  betrachten,  die  nur  in  Bezug  auf  eine  einzige  Variable 
nnd  in  Bezug  auf  diese  um  eine  beliebig  kleine  Grösse  diflfe- 
riren,  und  zählt  dann  in  einer  nfach  ausgedehnten  Mannigfaltig- 
keit zu  jeder  Werthverbindung  wieder  2n  zugehörige  benach- 
barte Werthverbindungen.  Auch  ist  leicht  einzusehen,  dass  zwei 
Werthverbindungen j  die  innerhalb  einer  nfach  ausgedehnten 
Mannigfaltigkeit  nur  in  Bezug  auf  Je  Variable  wirklich  differiren^ 
2u  einer  Mannigfaltigkeit  der  kten  Ordnung,  welche  in  der  Man- 
nigfaltigkeit der  nten  Ordnung  vorkommt,  gerechnet  werden  dür- 
fen, und  dass  überhaupt  in  jeder  stetigen  Mannigfaltigkeit  der 
nten  Ordnung  stetige  Mannigfaltigkeiten  von  allen  niedrigeren 
Ordnungen  enthalten  sind.  Durch  den  Umstand,  dass  unsere 
räumliche  Anschaming  in  der  Linie  ein  Bild  für  eine  einfach 
mgedehnte,  in  der  Fläche  für  eine  zweifach  ausgedehnte,  in  dem 
Baume  für  eine  dreifach  ausgedehnte  stetige  Mannigfaltigkeit 
darbietä,  hat  die  Entwickelung  des  BegriflFs  der  stetigen 
Mannigfaltigkeiten  den  bedeutendsten  Einfluss  erfahren. 


232  Stetige  Fuuütionoii  vou  mehreren  Variabcln.  §  48. 


§  43.    8tetlir^  Fnnotioneii  von  mehreren  Variabein. 

Die  Definition  einer  stetigen  Function  von  zwei  Variabein, 
die  in  I,  §  108  gegeben  ist,  lässt  sich  zu  der  folgenden  Defini- 
tion einer  stetigen  Function  von  beliebig  vielen  Variabein  er- 
weitem: 

Eine  für  ein  gewisses  Gebiet  von  Werthverbindungen  der  n 
Variabein  x^,  x^,...  x^  gegebene  Function  f{x^^  x^^. . .  x^)  heisst 
eine  stetige  Function  von  ar^  x^,.,.  x^y  sobald  der  absolute  Werth 
der  Differenz  von  je  zwei  in  dein  Gebiete  vorkommenden  Func- 
tionswerthen  f{B^^  j^j,  . . .  z^) — f{x^^  x^^ . ..  xj  für  hinreichend  kleine 
absolute  Werthe  der  Differenzen  der  Variabein  z^ — x^^z^—x^^..^^ — x^ 
bdiebig  klein  wird. 

Bei  dieser  Bestimmung  ist  darauf  zu  achten,  dass, '  indem 
die  Grössen  z^—x^,  •8^2--^2>  •  •  •  ^h — ^h  respective  numerisch  unter 
den  kleinen  Grössen  lo^,  co^,...  co^  liegen  oder  die  Ungleichheiten 
erfüllen 

(1)  -(o^<:z—x^<:a)^,  —  ^^2<^2"-~^2<^^2i--"-^'^<^i.— ^i.<^«» 
ftlr  die  zu  einer  bestimniten  Werthverbindung  {x^,  x^, . . .  xj 
zugehörigen  Werthverbindungen  {^,,  z,^,,..zj  ein  in  dem  ge- 
gebenen Werthgebiete  von  n  Dimensionen  befindliches  engeres 
Werthgebiet  von  ebenso  viel  Dimensionen  abgegrenzt  wird, 
innerhalb  dessen  die  letztere  Werthverbindung  Hegen  muss. 
Ebenso  gut  kann  man  auch  die  Werthverbindung  (z^^  z^, . ..  zj 

festhalten,  wobei  durch  die  Ungleichheiten  (1)  ein  engeres  Werth- 
gebiet von  n  Dimensionen  bestimmt  wird,  innerhalb  dessen  die 
zugehörigen  Werthverbindungen  (^^  a-j, . . .  a?J  eingeschlossen 
sind,  und  zwar  hat  jede  der  Variabein  bei  der  ersten  und  der 
zweiten  engeren  Begrenzung  beziehungsweise  einen  ebenso  gros- 
sen Spielraum.  Bedient  man  sich  tlir  eine  Variable,  flir  zwei 
und  drei  Variabein  der  im  vorigen  §  angewendeten  räum- 
lichen Anschauung,  so  wird  das  in  Rede  stehende  engere  Ge- 
biet bei  einer  Variable  durch  ein  gewisses  Stück  einer  geraden 
Linie,  ferner  bei  zwei  Variabein  durch  einen  Theil  einer  Ebene, 
der  die  Gestalt  eines  gewissen  Uechtocks  besitzt,   endlich    bei 
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drei  Variabein   durch  einen  Theii  des  Raumes  vertreten,  der 
einem  gewissen  rechtwinkligen  Parallelepipedon  gleich  ist. 

Auf  gleiche  Weise,  wie  in  I,  §  108  gezeigt  worden,  dass 
jede  rationale  ganze  Function  einer  Variable  für  jeden  Umfang 
der  letztem  eine  stetige  Function  derselben,  und  dass  jede 
rationale  ganze  Function  von  zwei  Variabein  flir  jede  Aus- 
dehnung beider  Variabein  eine  stetige  Function  von  diesen  ist, 
ergiebt  sich  auch,  dass  jede  rationale  ganze  Function  von  be- 
liebig vielen  Variabein  für  jede  Ausdehnung  der  einzelnen  Va- 
riabeln  die  Bedingungen  einer  stetigen  Function  derselben  er- 
füllt. Man  kann  jedoch  das  betreffende  Resultat  noch  anders 
begründen.  Eine  gegebene  rationale  ganze  Function  von  be- 
liebig vielen  Variabein  lässt  sich  als  das  Aggregat  einer  be- 
schränkten Anzahl  von  Gliedern  darstellen,  deren  jedes  durch 
Mnltiplication  von  einem  constanten  Coefficienten  mit  den 
ganzen  positiven  Potenzen  der  einzelnen  Variabein  gebildet  ist. 
Wir  denken  uns  die  verschiedenen  constanten  Coefficienten  in 
Zahlen  gegeben  und  unterscheiden  bei  jedem  einzelnen,  ob  der- 
selbe gleich  einer  rationalen  oder  irrationalen  Grösse  ist.  Wo 
das  letztere  der  Fall  ist,  substituiren  wir  statt  des  Coefficienten 
ein  neues  variables  Element,  nehmen  an,  dass  demselben  der 
betreffende  irrationale  Werth  beigelegt  sei,  und  verwandeln  da- 
durch die  gegebene  rationale  ganze  Function  in  eine  andere 
rationale  ganze  Function  von  einer  grösseren  Anzahl  von  Va- 
riabein ajj,  ajg, . . .  x^,  bei  der  die  sämmtlicheu  Coefficienten  ra- 
tionale Grössen  sind.  Die  neu  entstandene  Function,  mit  der 
wir  es  jetzt  allein  zu  thun  haben ,  ist  nun  zunächst ,  da 
die  Operationen  des  Addirens,  Subtrahirens  und  Multiplicirens 
ursprünglich  für  rationale  Brüche  definirt  sind,  für  alle  Werth- 
verbindungen  (x^,  x^,..,  xj  bestimmt,  bei  denen  die  einzelnen 
Variabein  gleich  irgend  welchen  rationalen  Brüchen  sind.  In- 
dem man  sich  vorsetzt,  für  die  einzelnen  Variabein  nur  solche 
rationale  Brüche  anzuwenden,  die  den  Ungleichheiten 

genfigen  und  deren  sämmtliche  Nenner  Theiler  einer  bestimmten 
Zahl  Jf  sind,  stellen  die  sämmtlicheu  Combinationen  (x^,  x^, . , .  xj 
diejenige  discrete  Mannigfaltigkeit  der  wten  Ordnung  dar,  welche 
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im  vorigen  §  betrachtet  wordeu  ist.  Aucb  bleibt  sie  eine  dis- 
crete  Manuigfsitigkeit,  wenn  man  mehrere  Male  nach  einander 
statt  der  ZabI  M  andere  grössere  Zahlen  setzt,  um  dagegen 
den  Werth  der  Function  ttlr  eine  stetige  Mannigfaltigkeit  ihrer 
Variabein  zu  bestimmen,  ist  die  Function  auch  ftlr  solche  Werth- 
verbindungen  zu  de&niren,  bei  denen  einzelne  Variabeln  gleich 
irrationalen  Grössen  sind,  und  dazu  muss  festgestellt  werden, 
was  die  Addition,  Subtractiou,  MultipHeation  von  irrationalen 
Grtlssen  bedeuten  solle.  Dies  ist  t'iir  die  in  Rede  stehenden 
drei  Operationen  und  auch  lllr  die  Division  in  I,  §  16  ge- 
schehen; es  kann  der  [nbnlt  der  dort  gegebenen  Detinitio- 
nen  in  der  jetzt  eingeführten  -Sprache  so  ausgedrückt  werden, 
daes  die  aus  gegebenen  Elementen  durch  die  vier  Grundopera- 
tionen gebildeten  Functionen  steHge  Fimetionen  det-  Elemente 
sein  sollen.  Die  rationalen  ganzen  Functionen  von  beliebig 
vielen  Variabein  sind  also  darum  stetige  Functionen  der  letztern, 
weil  die  genannten  Functionen  durch  eine  hescbränkte  Anzahl 
von  Anwendungen  der  drei  ersten  Grundoperationen  erhalten 
werden,  und  weil  die  allgemeine  Definition  dieser  Grundopera- 
tionen den  Begrirt'  der  Stetigkeit  in  sich   schliesst. 


S  44.   ToUit&ndlgs  nnd  partielle  Differenzen  von  Fnnotlonen 
mehrerer  Variabein. 

L'nter  der  Difterenz  cinor  Function  von  n  Variabein  wird 
die  Differenz  von  zwei  Functionswerthen  verstanden,  die  zwei 
verschiedenen  Werthsystemen  x,,  x^, ■  ■  ■•>',  und  a^J",  x^l\ . . . »"' 
entsprechen.  Indem  man  sowohl  die  Di9ercn/.en  der  einzelnen 
Variabein  wie  auch  die  Differenz  der  Function /"(a;,,  ^r^, ...  a:,) 
durch  das  Zeichen  _/  ausdruckt,  ergiebt  .sich  die  Darstellung 

'  (2)     t'(^^-¥JXj,  j:.,+  J2j,...j^^+JxJ—f{x,,x^,...X^) 

=  Jf{x^,  x„... z,). 

Wir  werden  jetzt  eine  Umformung  der  Differenz  Jf{x^,  x^,.  .«J 

ausfuhren,  welche  dazu  geeignet  ist,  dieselbe  unter  der  Voraoe- 

Retznng,  dass  die   Differenzen    Jx„  Jx^, tx^  kleine  Grossen 

von  einer  und  derselben  Ordnung  sind,  mit  der  diesen  Orttsseo 
entsprechenden  Genauigkeit  zu  bestimmea. 
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Es  sei  die  Function  f{x^j  x^,\.,x^)  zuerst  gleich  einem 
Produet  von  Factoren,  von  denen  jeder  nur  eine  der  Variabein 
enthält 

(3)  f(x,,  a:^, . . .  xj  =  y,  (x,)  (f^  {x.,) (f^  (xj. 

Vermittelst  der  Bezeichnungen 

(4)  ^1  {x^  4-  Jx^)  —  (f^  (a;,)  =  Jcp^  (x^), . . . 

folgt  dann  aus  der  Definition  (2)  die  Bestimmung 

(5)  J(g)j  (x^)  ff^ (ic,) . . .  (jr„  (a; J) 

Man  kann  nun  das  erste  Produet  der  rechten  Seite  so  ent- 
wickeln, dass  der  erste  Bestandtheil  gleich  dem  Produet  der 
ersten  Summanden  der  n  Factoren  wird  und  daher  mit  dem 
zu  subtrahirenden  Produet  übereinstimmt.,  dass  der  zweite 
Bestandtheil  die  Glieder  enthält,  welche  in  je  eine  der  Diffe- 
renzen Jx^t  Jx^y .  . .  Jx^  der  dritte  Bestandtheil  die  Glieder, 
welche  in  die  Producte  von  je  zwei  verschiedenen  Differenzen 
multiplicirt  sind,  u.  s.  f.,  und  dass  das  Produet  der  sämmtlichen 
Differenzen  den  Schluss  bildet.    So  entsteht  die  Darstellung 

(6)  J{(p^{x;)(p^{x^),..ip^{x^;)) 

4-  J(p^  (a;,)  /qp^C^a)  •  •  •  T«  K)  +  •  •  • 

+  ... 

+  Jq>^{x^  -J^M^  •  •  •  ^V'n  (^J- 
Jeder  hier   vorkommende  Summand   lässt   sich   hervorbringen, 
indem  man  die  Operation  des  Diflferenznehmens  auf  die  Func- 
tion (p^{x^)  (p^{x^,,.(pjxj  in  der  Weise  anwendet,    dass   ein- 
zelne Variable  als  verUnderlich,  die  Übrigen  als  unveränderlich 
gelten.    Wird   nur   die  Variable  x^  um  Jx^,  jedoch  keine  der 
öbrigen    Variabein    geändert,   so   entsteht   der  erste  Summand, 
nnd  auf  dieselbe  Weise  durch  die  entsprechende  Aenderung  der 
einzelnen  Variabein  je    ein  Summand   der   ersten  Zeile.    Eine 
Differenz,  bei  der  nur  die  Variable  x^  mw.Jx^  und  ausser  dieser 
keine  Variable  geändert    wird,   wo  a   irgend   eine   der  Zahlen 
1,  2, ...  n  bezeichnet,   heisst  eine  in  JBejsug  auf  die  Variable  x 
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genommene  partielle  Diff'erem  und  kann  lolgenderiiiassen  dareli 
AnhänguDg  der  betreffendeu  Variable  an  das  Zeicheu  _/  ange- 
deutet werden,  ^^h 

(7)        A^p  ■  ■  -  -^^  +  J^,,  -  ■  ■  ^J  -  A^„ ...  3;,, ...  :r.)  ^M 

Das  Zeichen  /  bleibt  dann  fllr  die  Bildung  derjenigen  Diffe- 
renzen, bei  denen  alle  Variabeln  geUndert  werden  und  die  voll- 
ständige oder  totale  Dijfereneen  genannt  werden.  Demnach  sind 
die  einzelnen  Sumniandeii  der  ersten  Zeile  der  rechten  Seite 
von  (6)  gleich  den  nach  den  bezttgliclien  einzelnen  Variahein  ge- 
nommenen partiellen  Differenzen  der  Function  Tit^j'^jC^j).  •?',{*,)■ 
Die  einzelnen  Summanden  der  zweiten  Zeile  sind  Prodncte  von  n 
Factoren,  unter  denen  je  zwei  mit  den  gleichnamigen  Differenzen 
der  Functionen  i/ij  [x^),  q>^  (x^)  ■■  .'p^  (a-,).  dien  —  2  tlbrigen  mit  den 
Hbrigen  Functionen  selbst  Übereinstimmen.  Der  erste  Summand 
Jq'^i.r^)  .Jif^^iXj) .  ..if^(xj  läBHt  sich  entweder  erzeugen,  indem 
von  dem  ersten  Summauden  der  ersten  Zeile  die  partielle  Dif- 
ferenz nach  x^,  oder  indem  von  dem  zweiten  Summanden  der 
ersten  Zeile  die  partielle  Differenz  nach  .r,  genommen  wird; 
eine  entsprechende  doppelte  ErzeuguagHart  hat  man  fllr  die 
übrigen  Summanden  der  zweiten  Zeile.  Genau  ebenso  entsprin- 
gen die  Summanden  jeder  nenen  Zeile  der  rechten  Seite  von  (6) 
dadurch,  dass  auf  einen  Summanden  der  vorhergehenden  Zeile 
die  Operation  des  partiellen  Differenznehmens  naeh  einer  Va- 
riable nnsgelUhrt  wird,  die  in  dem  Summanden  bis  dahin  un- 
geUndert  geblieben  war;  es  leuchtet  ein,  dass  hier  jeder 
Summand  der  Iten  Zeile  auf  ao  viele  verseüiedene  Weisen  her- 
vorgebracht werden  kann  als  es  verschiedene  Permutatiouen  fUr 
^Elemente  giebt,  nAmlich  1.2.3.2  oder  I!,  wie  in  I,t;40  aus- 
einander gesetzt  ist. 

Wir  können  also  die  einzelnen  Summanden  der  auf  der 
rechten  Seite  von  (6)  belindlichen  Entwickelnng  nh  Kesoltate 
der  wiederholten  Operation  des  partiellen  Differenznehmen»  auf- 
fassen. Hierauf  wird  »ich  auch  die  vorzunehmende  Umformang 
der  vollständigen  Differenz  tfix^,  x,,...sj  Rir  eine  beliebige 
Function  fix^,  x^,...xj  gründen;  um  jenen  Process  kennen  zu 
lernen,  lassen  wir  die  Zahl  n  der  Variabcln  von  dem  Werthe  zwei 
an  nach  und  nach  zunehmen. 
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Ftir  n=2  giebt  die  Fonnel  (7)  die  beiden  partiellen  nach 
x^  und  x^  genommenen  Differenzen 

(8)  f{x,  +  Jx^,  x^)  -  f{x^,  x^)  =  J^^  f{x^,  x^ 

Wenn  man  jetzt  von  J^  f(Xy^  x^  die  partielle  Differenz  nach 
x^  bildet,  so  kommt 

(9)  f[x^+Jx^,  x^^rJx^—fix^,  x^+Jx^)  —({x^+Jx^  x^-^f{x^,  x^ 

Nimmt  man  ferner  von  J^J(x^^  x^)  die  partielle  Differenz  nach 
x„  so  findet  sich 

(10)  f{x^  4-  Jx^,  x^ + Jx^)  —  f{x^ + zfe, ,  x^)  —f(x^,  x^ + Jx^  +  A^i j  ^2) 

=  4r,K/(^l»    ^2))- 

Die  linken  Seiten  von  (9)  und  (10)  sind  nur  in  Betreff  der  An- 
ordnung der  Glieder  verschieden  und  haben  denselben  Werth. 
Mithin  gilt  die  Gleichung 

In  Uebereinstimmung  mit  dem  Sprachgebrauch,  der  in  §  15 
ftr  Differenzen  von  Functionen  einer  Variable  angewendet  ist, 
^ird  das  Ergebniss  der  zweifachen,  dreifachen,  p  fachen  Wie- 
derholung des  Differenznehmens  eine  Differenjs  der  isweiten^  drü- 
^  pten   Ordnung  genannt    Demnach   enthält   die  Gleichung 

(11)  den  folgenden  Satz: 

(1)  Die  partielle  Differenis  der  zweiten  Ordnung^  welche  von 
^  Function  zweier  Variabein  zuerst  nach  der  ersten,  dann 
*öci  der  zweiten  Variable  genommen  wird^  ist  gleich  derjenigen 
Wiäkn  Differenz  der  zweiten  Ordnung,  welche  zuerst  nach  der 
^v^eUen,  dann  nach  der  ersten  Variable  genommen  wird. 

Bei  der  vorhin  erörterten  speciellen  Voraussetzung  (3) 
haben  wir  bemerkt,  dass  die  in  Bezug  auf  zwei  verschiedene 
Variabein  nach  einander  genommenen  partiellen  Differenzen  der 
zweiten  Ordnung  gleich  den  Summanden  der  zweiten  Zeile  der 
^hten  Seite  von  (6)  sind.  Ftir  den  Fall  n=:2  giebt  es  nur 
das  eine  Glied 

(12)  J<pA^.)^V>,M, 

durch  welches  die  linke  Seite  von  (9)  oder  (10)  als  ein  Product 
dargestellt  wird.    Ohne   die  bezeichnete  Voraussetzung  hat  die 
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nach  X,  uod  a:,  genommene  partielle  zweite  Differeiiy.  der  Func- 
tion f{x„  xj  diese  BeecliaH'enheit  niciit.  fiobald  aber  in  (12) 
die  Differenzen  vollständig  hingeschrieben  werden,  wodurch  der 
Ansdrnck 

(12*)  {q>,ix,  +  Jx,)-  q',(x,])  {<f^{x,+  .Jx^)-f,{x,)), 
entsteht,  so  kann  man  die  nscli  r,  tiud  x,  genommene  partielle 
zweite  Differenz  der  Function  f{x^,x^)  erbalten,  indem  man 
in  (12*)  die  MultipHcation  der  beiden  Faetoren  anefUhrt  nnd 
hierauf  jeden  Werth  des  Products  ^,(1,)  <f,(f,)  durch  den 
filr  die  gleiche  Verbindung  der  Variabein  gebildeten  Werth 
der  Function  /"(f,  .f,)  ersetzt.  Das  IVoduct  q",  (s,)  7^,  (^,) 
wird  dadurch  an  Symhol  des  Functionsu-ertlie.i  f{$„  i,).  Ver- 
mittelst dieses  Princijjs  liefert  der  Ausdruck  (12)  eine  symiio- 
lische  Darstellung  der  nach  x,  und  x,  genommenen  partidUn 
gweiten  fHfferejie  der  Function  /"(»,,«,).  Aueii  erkeimt  man,  daas 
ebenso  die  Ausdrücke  Jtf^  (a^)  v,(a;,)i  ff, iß',)  -/fiC^t)  respeetive 
die  nach  j,  und  x^  genommenen  partiellen  Differenzen  der  ersten 
Ordnung  (8)  symbolisch  darstellen. 

In  dem  Falle  n  =  if  existiren  die  drei  partiellen  DiffcrenKen 
der  ersten  Ordnung  in  Bezug  auf  x,,  x^,  x,  J^^f 

(13)        fixi+Jx,,Xj^x,)  -f{x,,x„x^)  =  J^/(Xj^x^x^    ^^M 
fix,,  x^+  Jx^,  x^)  -  /■(«„  X.,,  *,)  =  J,^  fix,,  X„  X,)    ^^ 

Was  die  anf  zwei  Tcrsehiedene  Variable  bezüglichen  Differenzen 
der  zweiten  Ordnung  anlangt,  so  folgt  schon  aus  dem  Vorigen, 
dass  ihr  Werth  von  der  Vertanschung  der  Reihenfolge  der 
beiden  Variabein  unabhängig  sein  muss;  denn  der  Satz  (1)  ist 
filr  Functionen  von  zwei  Variabein  bewiesen  und  kann  durch 
das  Vorhandensein  einer  dritten  Variable,  die  bei  der  jedesmal 
auszufahrenden  Did'erenzenhildung  ungeändert  bleibt,  nicht  uio- 
dificirt  werden.  Mau  hat  demnach,  um  eine  dieser  Differenzen 
wirklich  aufzustellen, 
(U)      f(x,,X^-¥  Ja:^,x.,+  .h:,)  -  fix„X.,+ Jx^^x,) 

-f(X„Xj,X^+r/Xg)+f{X^, 

=  J^,JJix„x„x^. 
Eh  mitgen  nun  wieder  unter  der  Annahme  n  =  3  die  einzelnen 
Bestjuidtheile  der  rechten  Seite  vou  (6)  verglichen  werden.    Die 
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erste  Zeile  enthält  die  Summanden 

die  zweite  Zeile  die  Summanden 

(16)  ^y  1  (x^)  J(p^  (x^)  9)3  (x^),    J(p ,  (x^ )  (f^  (x^)  Jcp^  {x^, 

(Pi{x^)J(Pe,ix^,)  JcPsix^l 
die  dritte  Zeile  das  eine  Glied 

(17)  Jqf^  ^)  J(p^{x^)  ^7)3(^3). 

In  derselben  Weise  wie  früher  zeigt  sich,  dass,  wenn  die 
Differenzen  --/^^(arj,  .J(f^{x^)j  J(f^{x^)  durch  die  zugehörigen 
Functionswerthe  explicite  ausgedrückt,  die  angedeuteten  Mul- 
tiplicationen  vollzogen  werden,  und  wenn  dann  jeder  Werth  des 
Products  yi(^i)g^a(ls)<r8(^8)  durch  den  mit  den  gleichen  Va- 
riabeln  gebildeten  Werth  der  Function  f{^^^  ^5,,  l^)  ersetzt  wird, 
die  Ausdrücke  (15)  respective  in  die  partiellen  Differenzen  der 
ersten  Ordnung  (13),  die  Ausdrücke  (16)  in  die  partiellen  Dif- 
ferenzen der  zweiten  Ordnung  nach  x^^  und  x^,  nach  x^  und  x^^ 
Bach  Xj  und  x^  übergehen,  deren  letzte  in  (14)  hingeschrieben  ist. 

Wir  bilden  jetzt  die  partielle  Differenz  von  (14)  in  Bezug 
auf  die  Variable  ir^.  Zu  diesem  Ende  nehmen  wir  diejenigen 
vier  Glieder,  welche  aus  den  vier  mit  ihren  Vorzeichen  verse- 
henen Gliedern  von  (14)  entstehen,  indem  x^  in  x^  -f-  Jx^  ver- 
wandelt wird,  und  subtrahiren  von  diesen  die  genannten  vier 
Glieder  von  (14).  Nun  hat  sich  ergeben,  dass  durch  das  einge- 
führte Substitutionsprincip  aus  der  Verbindung 

Vi  (^1)  (<P%  (^2  +  ^^2)  —  <!P2  (^2))  (y 8  (^8  +  -^^8)  —  ^z  (^3)) 
dag  Aggregat  (14)  hervorgeht.  Die  vier  Glieder,  bei  denen  x^  in 

«i  +  z/ar^  verwandelt  worden  ist,  entstehen  also  durch  dasselbe 

Prineip  aus  der  Verbindung 

f»(a:,-f  Jx^)  {(p^{x^-^  Jx^)  -  (f^ix^))  {(p^  {x^  + JxJ  -  (p^x^))- 

Die  nach  ar^  zu  nehmende  partielle  Differenz  von  (14)  geht  daher 

aus  dem  Ausdrucke 

(?»(«,+ z/a;J—qp,(a;,))  {(pAi^^-h  Jx^)-fp^(x^))  (q^^ix^-h  JxJ '- (p^(x^)) 

hervor,  der  durch  Subtraction  der  vorletzten  von  der  letzten 
Verbindung  abgeleitet  ist  und  mit  dem  obigen  Ausdruck  (17) 
naammenfällt.  Hiermit  ist  bewiesen,  dass,  wenn  man  das  Pro- 
ducty^d,)  ^2(^2)  </'8(^«)  ^'^  einem  Symbol  des  Functionswerthes 
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A^ii  ^f  la)  macht,  die  partiellen  ersten  Differenzen  der  Function 
f(x„  X,,  y,)  in  (15),  die  nacli  je  zwei  verschiedenen  Varialieln 
^nommenen  partiellen  zweiten  Dilt'ereuzeu  in  (lij),  die  Differenz 
J^  Jj  J,  f^x^,XJ,x^)  in  (17)  symboliscli  dargestellt  sind.  Sobald 
bei  der  Bildung  der  dritten  Differenz  der  Function  fix^,  x^,x^) 
die  Reihenfolge  der  partiellen  Operationen  geändert  wird,  80 
erhält  mau  statt  (17)  einen  Ausdruck,  bei  dem  die  Reihen- 
folge der  Factoren  ../<p{x,),  _/y(ar,),  Jtfix,)  auf  entsprechende 
Weise  geändert  ist.  Nun  bleibt  der  Ausdruck  (17)  ale  Produet 
bei  jeder  Aenderung  der  Reihenfolge  »einer  Factoren  nnge- 
ändert.  Weil  aber  das  anzuwendende  Substitationspriucjp 
dasselbe  ist,  so  folgt  ftfr  die  partielle  dritte  nach  den  drei 
Variabebi  x^,x.i,x^  genommene  Differeu:?  der  Function /"(«,,  j-,,x,) 
die  Eigenschaft ,  von  der  Reihenfolge  der  Operationen  des 
partiellen  Differenznehmeus  unabhängig  zu  sein. 

Offenbar  lässt  sich  die  für  Functionen  von  Kwei  und 
drei  Variahein  angestellte  Betrachtung  fortsetzen,  indem  man 
immer  von  einer  gewissen  Anzahl  Variabeln  zu  der  um  eine 
Einheit  grösseren  Anzahl  llbergelit.  So  entsteht  der  folgende 
allgemeine  Satz; 

(2)  Die  partielle  Diß'eiftie  der  llen  Ordnung  einer  f\inction 
von  n  Variabein  f(x^  x^,  .  .  xj,  welche  nach  de»  l  VatiiAdn 
*«'  *b)  ■  ■  •  glommen  werden  soll,  wird  erhcäte»,  itideni  man  in 
einem  Produet  von  nFactoren  (Piix^)  f.jix.^) .  ■ .  fp^ix^)  die  eu  deti 
Zagem  a,b,..  geimrenden  IFactoren  m  die  respedive»  Differensen 
J%{xJ  =  q-^{x^  +  .Jx^)—  tp^{x^),  Jifi^(x^)=(f^(x^  +  Jx^)  —  <f^ixJ,.. 
verwandet,  die  übrigen  Factoren  ungeandert  lässt,  und  hierauf 
in  dem  entwielelten  Produet  statt  jedes  Ausdrucks 

den  eugehörigen  Funciiotiswcrlh  /'(^,,  i„.. .  |,)  substitiiirt.  Aus 
diesei-  Darstellung  folgt,  dass  die  beeeiehnete  partielle  Differetu 
der  Iten  Ordnung  bei  keiner  Vertauschung  der  angewendete» 
Operationen  des  partiellen  DlfferemneJintens  geändert  wird. 

Es  sind  somit  für  die  Function  /'(a;,,  x^,...  xj  die  sämntt- 
lichen  partiellen  Differenzen  aller  Ordnungen,  von  der  ersten 
bis  zn  der  nten,  die  sich  auf  irgend  eine  Gombination  ver- 
schiedeuer  Variabein    unter   den  n  Variabein  x.,  x„  .  .  .x    be- 
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ziehen,  der  Reihe  nach  durch  die  anf  einander  folgenden 
Summanden  der  rechten  Seite  von  (6)  symbolisch  dargestellt. 
Bei  der  Addition  dieser  Summanden  heben  sich  die  sämmt- 
lichen  Functionswerthe  des  Products  9',(?,)qp.i(^«).  .•9>„(?J  fort, 
80  dass  nur  die  auf  der  linken  Seite  von  (6)  angegebene 
Differenz 
(18)  (f^  {x,  +  Jx,)  (f^  (x^  +  Jx,^) . . .  y«  (ic^  +  ^a; J-  q)^(x,)  cp^  (arj . . .  g)„  (a; J 
ttbrig  bleibt.  Wenn  man  nun  in  jedem  einzelnen  Summanden 
statt emes  Products  ^^i^^fp^i^  •••flPnC^«)  ™Dtier  den  entsprechen- 
den Functionswerth  f{^^y  f„ . .  ^^)  substituirt  und  dadurch  den 
betreffenden  Summanden  zu  der  correspondirenden  partiellen 
Differenz  der  Function  t\x^^ x^,. . , xj  macht,  so  mtlssen  sich 
die  auftretenden  Functionswerthe  genau  wie  vorher  gegenseitig 
zeretören;  es  kann  also  nur  die  Diflferenz  der  beiden  Func- 
tionswerthe 

erhalten  bleiben,  welche  bei  dem  angewendeten  Substitutions- 
princip  aus  der  Differenz  (18)  hervorgeht.  Die  Differenz  (19) 
ist  aber  gerade  die  vollständige  Differenz  der  ersten  Ordnung 
-^fi^D^^y  "Xj;  die  Uebereinstimmung  derselben  mit  dem 
zw  bildenden  Aggregat  von  partiellen  Differenzen  liefert  die 
gesuchte  Umformung,  deren  Inhalt  wir  in  dem  folgenden  Satze 
»Msprechen: 

(3)  Die  vollständige  Differenz  der  ersten  Ordnung  einer 
FtmcHm  von  bdidng  vielen  Variahdn  ist  gleich  dem  Aggregat 
«»  allen  von  der  Function  in  Bezug  auf  die  einzelnen  Varidbeln 
Wmmenen  partiellen  Diifereneen  der  ersten  Ordnung,  aus  allen 
PorHdien  Differenzen  der  zweiten  Ordnung  in  Bezug  auf  alle 
^^onibinaiionen  von  je  zwei  verschiedenen  Variabein,  und  so  fort, 
ios  heissi  gleich  dem  Aggregat  aus  allen  partiellen  Differenzen 
itr  Iten  Ordnung  in  Bezug  auf  alle  CombincUionen  von  je  l  ver- 
f^Menen  Varidbeln,  für  alle  ZcMen  von  Z  =  l  bis  l=n, 

Dass  die  vollständige  Differenz  der  ersten  Ordnung  der 
Function   f{x^, x^,... xj   vermittelst    des    gebrauchten   Substi- 

tntionsprincips  durch  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (6)  sym- 
bdisch  dargestellt  wird,  ist  nur  ein  anderer  Ausdruck  der 
Ableitung    des   vorstehenden   Satzes.     Eine    bemerkenswerthe 
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Eigenscbaft  der  mit^etheilten  Entwiokeluug  scheint  alter  tlie  xu 
sein,  (iaas  in  dem  Ausdrucke  der  vollständige»  Differenz  der 
ersten  Ordnung  einer  Function  von  mehreren  Variabein  partielle 
Differenzen  von  höheren  Ordnungen  auftreten,  deren  Ordniiug»- 
zahl  bis  zu  der  Anzahl  der  in  die  Fuuctiou  eingehenden 
Variabeln  steigt. 


I  45.    Differential«  von  Fimotloneii  mehT«rer  Variabeln. 
Partlalla  DUbrentUJqnotlentfla. 

Bei  der  Ausdehnung  der  Differential rechiniiig  anf  Functionen 
mehrerer  Variabein  kann  man  entweder,  wie  hei  den  Functionen 
einer  Variable  geschehen  ist,  mit  dem  Begriffe  de»  Differeiitial- 
quotienten  beginnen  und  zu  dem  den  Differentials  übergehen, 
oder  den  umgekehrten  Weg  einschlagen,  den  wir  jetzt  wählen. 
Einer  im  vorigen  §  enthaltenen  Andeutung  entsprechend  be- 
trachten wir  eine  für  ein  gewisses  Gebiet  der  n  unabhängigen 
Variabein  a;,,  x„... x^  gegebene  stetige  Function  f{x^,  x^,... x^\ 
hcbenzweivergehiedene  Werth8y8teme3rp3-j,..j^.nndj;',",4'*,..2;*" 
heraus  und  nehmen  an,  daas  die  Differenzen  der  einzelnen  Va- 
riabein 

(1)  a^''  -x,  =  Jx„  xf-x^  =  Jx^, . . .  «•„"—  x_  =  Jx, 
kleine  Grössen  von  einer  und  derselben  Ordnuni/  sind.  Dieser 
Ausdruck  bedeutet  im  Einklang  mit  dem  in  §  40  eingeführ- 
ten Sprachgebrauch,  dass  die  absoluten  Werthe  der  VerhÄlt- 
nisse  aller  ti  (Irfissen  zu  einer  unter  denselben  beliebig  ge- 
wählten Grtisse  innerhalb  endlicher  Grenzen  bleiben,  während 
die  absoluten  Werthe  der  einicelneu  Grössen  selbst  beliebig  klein 
werden.  Indem  die  Differenzen  Ja^,,  Jx^,...  Jx^  als  kleine 
Grüssen  der  ersten  Ordnung  gelten,  kann  man  verlangen,  die 
entsprechende  vollständige  Differenz  der  Function  f{x„  x^,... xj 
bis  auf  kleine  Grössen  der  ersten  Ordnung  genau,  das  heisst 
nach  §  40,  so  darzustellen,  dass  der  dabei  erlaubte  Fehler  eine  , 
kleine  Grösse  von  höherer  als  der  ersten  Ordnung  ist.  IJittfr 
der  erwähnten  Vorattsaeteung  werden  die  Differemen  der  unab- 
hängigen Variabeln  respective  die  Differentiale  der  unahhänffiffer» 
Variabein  x„  x^, . . .  x^  genannt  und  mit  den  Zeichen 
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(2)  dx^,  dx.y  ...dx^ 

heMeichnet;  gleichzeitig  heisst  die  bis  auf  die  Ordnung  dieser  Ueinen 
Grössen  genaue  Darsküung  der  jmgehörigen  Differenz  der  Function 
f(x^j  x.^j  •  • .  ^«)  das  Differential  (ter  Function  f(x^y  a;.„  . . .  ^„)  und 
mi  durch  das  Zeichen 

(3)  dfix^j  x^,.,. x„) 

ausgeärücJci, 

Nach  dem  Satze  (3)  des  vorigen  §  ist  die  vollständige 
Differenz  Jf(x^,  x^,, . ,  xj  gleich  einem  Aggregat,  das  aus  den 
sämmtlichen  nach  den  einzelnen  Variabein  genommenen  partiellen 
Differenzen  der  ersten  Ordnung  und  aus  den  dort  angegebenen 
partiellen  Differenzen  von  höheren  Ordnungen  zusammengesetzt 
wird.  Wenn  nun  f(x^,  x^,  --  '^„)  ^^Is  eine  Summe  von  einzelnen 
Functionen  gegeben  ist,  so  lässt  sich  jede  partielle  Differenz 
der  Function  f(x^,  x^,..,  x^)  von  einer  bestimmten  Ordnung  als 
die  Summe  der  gleichnamigen  partiellen  Differenzen  der  einzel- 
nen Functionen  auffassen,  weil  die  auszutllhrenden  Opera- 
tionen nur  Additionen  und  Subtractionen  sind.  Sobald  ferner 
eine  Function  gleich  einem  Product  von  Factoren  ist,  deren 
jeder  nur  eine  einzige  Variable  enthält,  so  wird  die  vollständige 
Differenz  der  Function,  die  wieder  mit  rf ,  (xj  rp^  (x,^) . . .  ^„  {xj 
fcczeichnet  werden  möge,  in  der  Gleichung  (6)  des  vorigen  § 
angegeben.  Hier  zeigt  sich,  dass,  wofern  /.r^,  ix^^.,.Jx^^ 
kleine  Grössen  der  ersten  Ordnung  sind,  jede  partielle  Differenz 
von  höherer  als  der  ersten  Ordnung  durch  das  Product  der  ein- 
gehenden Differenzen  zu  einer  kleinen  Grösse  von  derselben, 
abo  ebenfalls  von  höherer  als  der  ersten  Ordnung  wird.  Bei 
oiner  Function,  die  gleich  einer  Summe  von  Produeten  ist,  deren 
einzelne  Factoren  Functionen  der  einzelnen  Varial>eln  sind,  muss 
daher  unter  der  gleichen  Voraussetzung  eine  partielle  Differenz 
von  höherer  als  der  ersten  Ordnung  ebenfalls  eine  kleine  Grösse 
▼on  höherer  als  der  ersten  Ordnung  sein.  Demnach  wird  für 
alle  Functionen  von  dieser  Beschaffenheit  die  vollständige  Diffe- 
i«ni  Jf{Xyj  a?2, . . .  x^)  bis  auf  kleine  Grössen  von  der  Ordnung 

der  Differenzen  Jx^^  Jx^ Jx^  genau   durch   das  Aggregat 

der  sämmtlichen  in  Bezug  auf  die  einzelnen  Variabein  ge- 
nommenen partiellen  Differenzen  der  ersten  Ordnung  dargestellt, 
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während  die  auftreteudeii  partiellen  DilTereuzen  von  höheren 
Ordnungen  als  kleine  Griissen  von  huheren  Ordnungen  weg- 
fallen. Alle  rationalen  ganzen  Functionen  der  »Variabein 
«,,  .Tj,  ...a-,,  haben  die  in  Rede  stehende  ReRobatfenheit,  gleich 
Summen  von  Produeten  ta  sein,  die  ausser  einem  constanten 
Coefficienten  die  ganzen  positiven  Potenzen  der  einzelnen  Va- 
riabeln  enthalten.  Daher  gilt  die  gemachte  Aussage  unzweifel- 
haft füT  alle  rationalen  ganzen  Functioneu.  'Sie  gilt  Überhaupt 
vermöge  des  Satzes  (3)  des  vorigen  g  fllr  jede  Fnnetion  von 
beliebig  vielen  Variahein,  welche  so  geartet  iHt,  dass  die  nach 
mehreren  verschiedenen  Variabein  genommene  partielle  Differenz 
der  Function,  wenn  die  DifTercnzen  der  Variabein  als  kleine 
Grössen  der  ersten  Ordnung  angesehen  werden,  gleich  einer 
kleinen  Grösse  wird,  deren  Ordnungszahl  mit  der  Ordnungs- 
zahl der  Differenz  selbst  Ubereinetimnit.  Man  betrachtet  aber 
alle  Functionen  von  beliebig  vielen  Variabein,  die  dieser  Be- 
dingung geniigen,  als  regelmässig,  diejenigen,  welche  ihr  nicht 
genügen,  als  Ausnahmen.  Auf  diese  Weise  giebt  man  der  in 
Bede  stehenden  Aussage  eine  allgemeine  Gültigkeit  und  bildet 
den  Satz,  dass  die  volhländige  Di/fcrem  riner  Funetion  von 
n  Variahein  Jf(x„  x^, ...  *„)  bis  auf  kleine  Grössen  von  der  Ord- 
nung der  JHffereneen  Jx^,  Jx,^, . . .  Jx^  geiiaii  durch  das  Aggre- 
gat der  sämtntlicken  in  Beeug  auf  die  einzelnen  Variabdn  ge- 
nomtnenen  partiellen  Differenzen  der  ersten  Ordnung  dargestetlt 
teird. 

Es  bleibt  jetzt  noch  die  Aufgabe,  die  partielle  Differenz 
der  Function /"(a;,,  aTj,.. -J-^)  in  Bezug  auf  eine  beliebig  ge- 
wählte Variable  x^  bis  auf  kleine  Grössen  der  ersten  Ordnung 
genau  auszudrücken.  In  dieser  Differenz 
(4j  flx^,...x^+  Jx^,...xJ  —  f(x^,...x^,...x^)  =  J^  f{x^,...x,} 
behalten  die  sämmtlichen  Variabein  mit  Ausnahme  der  einen  x 
ihre  ursprünglichen  Wertbe;  man  hat  also  die  Differenz  der 
Fnnctionswerihe,  welche  zu  der  Differenz  Ix^  der  Variable  x^ 
gehört,  bis  auf  kleine  Gröi^sen  der  Ordnung  Jx^  darzustellen. 
Das  heisst  aber  nichts  andereti  als  das  Differential  der- 
jenigen Function  der  einzigen  Variable  x^  bilden,  welche  ans 
der  Function  f{x^,  x^,...  xj  entsteht,  indem  nur  das  Element  *, 
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ab  veränderlich,  jedes  andere  Element  als  constant  betrachtet 
wird.  Demnach  wird  hier  nnr  verlang,  das  Differential  einer 
Function  einer  einzigen  Variable  aufzubtellen,  was  nach  den 
bisher  entwickelten  Regeln  geschehen  kann. 

Das  Differential  einer  Function  einer  einzigen  Variable, 
darch  das  Differential  der  letztem  dividirt,  bringt  nach  §  41 
den  Differentialqnotienten  der  Function  hervor,  und  umgekehrt 
ist  das  Differential  einer  Function  einer  einzigen  Variable  gleich 
dem  Prodnct  des  Differentialquotienten  und  des  Differentials  der 
Variable.  In  demselben  Sinne  ist  auch  das  Differential  der 
Function  der  einzigen  Variable  x^y  in  welche  die  Function 
/"(«,,  x^j.,  ,xj  dnrch  Constantsetzen  der  tlbrigen  Elemente  ver- 
wandelt ist,  gleich  dem  Product  des  unter  der  bezüglichen  Vor- 
aussetzung nach  der  Variable  x^  genommenen  Differentialquo- 
tienten und  des  Differentials  der  Variable  x^.  Man  heaeichnet 
<fen  Differentialquotienten  einer  Function  von  mehreren  Variabein 
f(x^,  x^,.., xj,  welcher  in  Bezug  auf  die  einzige  Variable  x^ 
gdnldä  ufirdj  wahrend'  die  übrigen  Variabdn  ungeändert  bleiben, 
<ib  den  nach  der  Variable  x^  genommenen  partidlen  Differential- 
V^iÜenien,  und  notirt  denselben  nach  dem  Vorgange  Jacobis  mit 
^  Differentiaizeichen  d,  wie  folgt, 

(5)  ^/"(^i,  ^r"'^n)  ^ 

dx^ 

Vermöge  dieses  Begriffs  ergiebt  sich  für  die  partielle  Differenz 
(<)  der  bis  auf  kleine  Grössen  der  Ordnung  Jx^  genaue  Ausdruck 

(6)  ^^S^ry-L'l'lj^^ 

Im  Gegensatze  zu  den  partiellen  Differentialquotienten  einer 
Function  mehrerer  Variabein  werden  die  Differentialquotienten 
einer  Function  von  einer  Variable  gewöhnliche  DifferentiaiquO' 
dienten  genannt. 

Nach  dem  vorhin  angeführten  Satze  wird  die  vollständige 
Differenz  Jfx^,  x^^,. .  xj  bis  auf  kleine  Grössen  von  der  Ord- 
nung der  Differenzen  Jx^,  Jx^, /x^  genau  durch  die  Summe 

der  partiellen  Differenzen  dargestellt,  welche  aus  (4)  hervor- 
S^hen,  indem  der  Zeiger  a  successive  die  sämmtlichen  Werthe 
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1,  2, ...  w  erhält.  Ersetzt  man  jede  partielle  Differenz  (4)  dnrch 
den  zugehörigen  Ausdruck  (6),  so  entsteht  die  in  derselben  Be- 
deutung geltende  Gleichung 

Ö  J  \ß^\^  i2?rtj  ...  *^f,j 
(  '  )  -'fi^V  *^2'  •  •  •  *^n)  ^^  ^  -^*^l  +  •  •  • 

.      .     .      "1"  r  J  U/      m 

Indem  hier  statt  der  Differenzen  Jx^  beziehungsweise  diu  Diffe- 
rentiale d  x^  eingeführt  werden,  verwandelt  sich  die  linke  Seite 
in  das  vollständige  Differential  df(x^y  x.^^ , . .  x^).  Mithin  wird 
das  vollständige  Differential  einer  Function  f(x^y  x,,,.,,xj  von 
beliebig  vielen  Variabein  durch  den  Ausdruck  dargestellt 

i8)  df'iXy  .<*2,  • . .  ^J  =  -  .  dx^  +  ... 

G  X. 
.    .   .    "T"   "  ^■~  "     ■    (IX, 

Das  vollständige  Differential  einer  Function  von  mehreren 

Variabein   ist   gleich    der    Summe   der    Producte,    die    erhalten 

werden,  indem  der  in  Bezug  auf  jede  einzelne  Variable  genommene 

partielle  Differentialquotiefit  mit  dem  Differential  der  betreffenden 

Variable  multiplicirt  wird. 

Aus  der  Definition  eines  partiellen  Differentialquotienten 
geht,  wie  schon  erwähnt  worden,  hervor,  dass  zu  seiner  Bildung 
die  Regeln  für  die  Differentiation  von  Functionen  einer  ein- 
zigen Variable  ausreichen.  Die  fehlerfreie  praktische  Aus- 
führung von  partiellen  Differentiationen  verlangt  indessen  eine 
gewisse  besondere  Uebung. 

Der  in  (8)  aufgestellte  Ausdruck  für  das  vollständige 
Differential  einer  Function  von  mehreren  Variabein  erlaubt  ttlr 
den  Fall,  dass  jede  dieser  Variabein  als  Function  einer  einzigen 
Variable  t  betrachtet  wird,  den  Differentialquotienten  der  Func- 
tion in  Bezug  auf  die  letztere  zu  bilden.  Die  Gleichung  (8) 
gilt  mit  Zulassung  eines  Fehlers,  der  von  hiiherer  Ordnung  ist 
als  die  Differentiale  dx^,dx^,...dx^^.  Durch  die  angenommene 
Abhängigkeit  der  bis  dahin  unabhängigen  Varial>eln  von  der 
Varialilo   /    werden  die  Differentiale  du\jdx,^j. .  .dx^   vim  dem 
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Differential  dt  der  Variable  t  so  abhängig,  dasH  die  Division 
derselben  durch  d^  als  Grenzwerthe  respective  die  Differential- 

dx^     dx.^         dx^ 
Quotienten  —z-tj    -tt  >  •  •     , .    liefert.     Sobald  man  daher  das 

in  Rede  stehende  Differential  df{x^,x^,.,.xj  durch  das  Diffe- 
rential dt  dividirt,  erhält  man  nach  den  im  vorigen  Gapitel 
entwickelten  Grundsätzen  für  den  gesuchten  Differentialquo- 
tienten  die  folgende  Bestimmung 

/g.  dfjx^j  J?a>'"  ^n)  _  Sfi^v  ^v'"^„)    dXi 

dt  da^  dt 

Sf{x^^  j?y  ..  ,x^)    dx^ 
dx„  dt 

Der  auf  diese  Weise  gebildete  Differentialquotient  der  Function 
A*i,a?j, ...a;J  wird  der  nach  der  unabhängigen  Variable  t  ge- 
nommene vollständige  Differentialquotient  genannt,  und,  wie  so 
eben  geschehen,  zum  Unterschiede  von  den  partiellen  Diffe- 
rentialqnotienten  mit  dem  Differentialzeichen  d  bezeichnet. 

Aus  der  Definition  des  vollständigen  Differentials  einer 
Function  von  mehreren  Variabein  kann  man  leicht  erkennen, 
d«8s,  wenn  zwei  Functionen  mehrerer  Variabein  vorliegen, 
Differential  der  Summe,  der  Differenz,  des  Products  und 
Quotienten  der  beiden  Functionen  nach  denselben  Regeln 
gebildet  werden,  die  in  den  Gleichungen  (4)  bis  (6)  des  §  41 
ftr  Differentiale  von  zwei  Functionen  einer  Variable  mitge- 
teilt sind.  Wir  schreiben  dieselben  mit  Weglassung  der 
Argnoiente  x^^ x^^. . . x^  folg^nderniassen 

(10)  d(f-\-g)  =  df+dg 

(11)  d(f-g)  =  df-dg 

(12)  d(fg)  =  df.g+f,dg 

(13)  d(f]='^^'^~^''^^, 

und  bemerken  ausdrücklich,  dass,  wenn  die  linke  und  rechte 
Seite  nach  (8)  vollständig  ausgeführt  werden,  die  Factoren  der 
gleichen  Differentiale  links  und  rechts  einander  gleich  sind. 
Mit  Hülfe  von  (9)  erhält  man  aus  denselben  die  Bestimmung 
der  entsprechenden  vollständigen  Differentialquotienten. 


Anwendung  auf  ralionak  guuiu  Fuiictioiion, 


8  46.    Partiell«  DUhrmtlalqnotleiiten  von  ratlonaUii  gaiix«!! 

Fnnotlonen  mehr«r«r  Vaiiabsln.    Enlcr'aoher  Satx  von 

den  ganzen  homogenen  Fnnctlones-    Volletündigee 

Differential  einer  Determinante. 

Algebra  und  Intinitegimalrechimiig  »telien  unter  einander 
in  einer  solchen  Wechselwirkung,  dass  eine  gewisse  Eol- 
wtckelung  der  Algebra  vorhanden  sein  inuss,  damit  die  Infini- 
tesimalrechnung fortechreiten  kann,  und  dass  umgekehrt  die 
Fortschritte  der  letztern  eine  weitere  Entwickelung  der  eratem 
herbeifllhren.  Daher  konnte  es  nicht  vermieden  werden,  bei 
der  im  ersten  Bande  gegebenen  Darstellung  der  Elemente  der 
Algebra  einige  Begriffe,  die  allgemeiner  gefasst  der  Infini- 
tesimalrechnung angehören,  durch  »pooielle  Definitionen  zu 
anticipiren.  Wir  haben  dort  bei  den  rationalen  ganzen  Fanc- 
tionen  einer  Variable  die  aufeinander  folgenden  Ableitungen 
betrachtet,  welche  später  als  die  auf  einander  folgenden  nach 
der  Variable  genommenen  Differentialquotienten  der  Function 
erschienen  sind.  In  Bezng  auf  die  rationalen  ganzen  Func- 
tionen mehrerer  Variabelu  lässt  sich  jetzt  eine  entsprechende 
Ergänzung  hinzufligen. 

In  I,  g  81  ist  eine  beliebige  ganze  homogene  Fanelion  des 
«weiten  Grades  oder  quadratische  Form  mit  beliebig  vielen 
Variabein,  wie  folgt,  dargestellt 
(1)  f\x„  Xj,...xJ=^a^j  x^  +  2a„  j;,  j;^  +  ...  4 


bei  der  Notation  der  Coefficienten  h„,  . .  wurde  bemerkt, 

Oj  =a^,^  sein  soll.     Alsdann  wurden  in  demselben  §  unter  (8) 

die  «  Functionen  des  ersten  Grades  gebildet  


v^)  =  a,^x,  +  Oj,  a;. 


fM,^ 


•  ^J  ==  "^-i ^1  +  "ni ■'^s  +  . ..  +  a 
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mit  deren  Hülfe  sich  der  unter  (11)  mitgetheilte  Aasdrnck  der 
orsprUnglichen  Function  ergab, 
(3)  f{x^,  x^,... arj 

=  /i  (P^v  ^^2, . . .  a;J  a?!  +  . . .  +  f^Xx,,  x^, . . .  a:J  x^. 

Die  Functionen  /;  {x^,  x,^, . . .  a: J,/;  (x^ ,  o:^, . . . x^\ . . .  /;  (x^,  a?,, . . .  .tr J 
sind  aber  gleich  den  halbgcnommenen  Werthen  der  in  Bezug 
auf  die  respectiyen  Variabein  gebildeten  partiellen  Diflferential- 
qnotienten  der  gegebenen  Function  f{x^^x^^.,.x^).  Bei  der 
partiellen  Diflferentiation  nach  einer  bestimmten  Variable,  etwa 
J?i,  liefert  das  Glied  a^^x^  den  Beitrag  2aj,a;„  jedes  Glied,  in 
dem  das  Product  von  x^  und  einer  der  andern  Variabein  auf- 
tritt, wie  z.  B.  2a^^x^x^^  einen  Beitrag  von  der  Gestalt  2a^^x^^ 
während  alle  diejenigen  Glieder,  welche  die  Variable  Xi  nicht 
enthalten,  gar  keinen  Beitrag  geben.  Hieraus  folgt  die  Rich- 
tigkeit der  behaupteten  Gleichungen 

ö  T  \X     X         X  1 
^^^  "gl;-  -  =2a„a.,  +  2a,,x,  +  ...  +  2a,,x, 

O  T  1*1 «   Xm  •  .  .  X  ) 

-sf^ =  2o.,a:,  +  2a^,s,  +  ...  +  2a,.  a;,. 

Durch  dieselben  verwandelt  sich  obige  Gleichung  (3),  nachdem 
BIG  mit  der  Zahl  2  multiplicirt  ist,  in  die  folgende 


I^r  auf  der  rechten  Seite  befindliche  Ausdruck  geht  aus  dem 
^^  (8)  des  vorigen  §  angegebenen  vollständigen  Differential  der 
f^ction  f(x^j  x^, . ,.  xj  hervor,  sobald  jedes  einzelne  Diflferential 
^«,  durch  die  zugehörige  Variable  x^  ersetzt  wird.  Mithin  hat 
iie  Gleichung  (4.)  den  Inhalt,  dass  durch  die  Anwendung  des 
^  eben  bezeichneten  Verfahrens  auf  eine  ganze  homogene 
Pttnction  des  zweiten  Grades  von  den  n Variabein  rr,, x^^, . . x^ 
iw  doppelte    Werth    dieser   Function    hervorgeht.     Die   An- 
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Wendung  den  gleichen  VerfahrenB  auf  eine  ganze  homogene 
Function  eines  beliebig  hohen  Grades  liefert  einen  Ar  die 
Lehre  dieser  Functionen  fundamentalen  8atz,  der  von  Eider 
herstanmit  und  nach  demselben  genannt  wird. 

Da  das  vollständige  Differential  einer  Summe  von  zwei 
Functionen  nach  (10)  des  vorigen  §  gleich  der  Summe  der 
vollständigen  Differentiale  der  beiden  Functionen  ist,  und  zwar 
so,  dass  die  Factoren  der  einzelnen  Differentiale  respective 
einander  gleich  sind,  so  darf  man  in  der  Gleichung 

wo  bei  der  Bezeichnung  der  partiellen  Differentialquotienten  die 
Argumente  der  Functionen  fortgelassen  sind,  auf  beiden  Seiten 
statt  jedes  einzelnen  Differentials  einer  unabhängigen  Variable 
eine  beliebige  Grösse,  mithin  auch  die  betreffende  Variable 
selbst  einsetzen.  Durch  diese  Substitution  entsteht  die  Glei- 
chung 

(0)  ^if±9)  Hf  +  9)      ^___^Hf+9)^ 

d.r,  *  d  Jb\^         ^  dJü^ 

_  Bf  df  dg  dg     ^ 

^  iT.    "T    .  .   .    "T"      ^  X     "T~      ^  3/.   "T"    •   .  .  "7"     -.-  U 

üx^     '  üx^     "        c?.rj      '  ^.r^     * 

Nun  hat  eine  ganze  homogene  Function  des  pten  Grades  vod    « 
den  M Variabein  XpX.„...x*^  die  Gestalt 

(7 )         f{x^, X,, ...x^)  =  Mx[^  x^ . .  .a:/-4-  J/'Xj  ^  ar.^ *-* . . ..<|^ "+...; 

die  Coefticieuten  J/,  A[\  . . .  sind  von  den  Variabein  unabhängig*^ 
und    die    Summe    der    ganzen   Potenzexponenten    eines  jedi 
Gliedes  ist  gleich   der  Zahl  p.    Um  für  die  Function  (7)  dei 


N 


Ausdruck    ^    x,  +  . . .  +  ^    x    zu  erhalten,  braucht  man  nur  ai 


CJ'^"  C  .1* 


Grund  von  ((>;  flir  die  einzelnen  Summanden  den   entsprechec 
den  Ausdruck  zu  bihlen  und  von  den  Uesultaten  die  Sunrnie 
iK'hnicn.     Ks  ist  aber  für  den  ersten  Summanden 
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folglich   durch   Addition,   weil   A, +A.y-f  ...A^    gleich   der   Zahl 

p    H 

(8)        _^ — I ?L^^  +...^.  A..J  ^.^±.jc^jpMx\\,.x[\ 

Das  mit  dem  ersten  Summanden  vorgenommene  Verfahren 
erzeugt  also  den  jp fachen  Werth  desselben;  da  fllr  jeden  folgen- 
den Summanden'  das  entsprechende  gilt,  so  wird  die  Summe 
der  bezüglichen  Resultate  gleich  dem  j9 fachen  Werthe  derFuno- 
tion  /(iCj,  Xj, . . .  x^.  Es  gilt  daher  für  jede  ganze  homogene 
^^^u:tion  des  p  ten  Grades  von  den  n  Variabein  x^,  x^,,..  x^ 
die    Gleichung 

(9)  ^f  ^^^.^t^^^,,^^.K..^=pf^ 

ax^     '        dx^    ^  dx^     "      ^ 

deren  Inhalt  den  in  Rede  stehenden  Euler  sehen  Satz  ausmacht. 
Der  Begriff  der  partiellen  I)ifferentialquotient)en  hat  auch 
^^  die  Lehre  der  Determinanten,  deren  Principien  in  I,  Cap.  IV 
auseinander  gesetzt  sind,  eine  grosse  Bedeutung.  Es  ist  daselbst 
*"    §  74  hervorgehoben,  dass  die  aus  den  n*  Elementen 

^*^>  K  ft»  •  •  •  K 

•  •  •     ■     •  • 

•  •  •     •     ■  • 

ß^*>ilflete  Determinante  B  in  Bezug  auf  die  sämmtlichen  m*  Ele- 
niente  eine  ganze  homogene  Function  des  nten  Grades  ist,  dass 
dieselbe    aber    fllr  jede    in    einer    Horizontalreihe    befindliche 
^^Ppe  von  Elementen 

^**^^     homogene  Function    des   ersten  Grades,  für  jede  in  einer 
^^ikalreihe  des  Schemas  befindliche  Gruppe  von  Elementen 

^^nfalU   eine    homogene  Function    des    ersten   Grades    bildet. 

^^^icbnet  man  die  Verbindungen  von  Fllementen,  die  in  I,  g  75 

*'^  die  adjtingirten  Elemente  des  Systrtns  eingefllhrt  sind  wie  in 

'  *^  mit  B.  ,  so  gilt  lUr  jeden  Werth  /.  die  in  der  Gleichung 

v^)  des  g  74  enthaltene  Darstellung  der  Determinante 
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(13)  R=l>,,B,,  +  b,,B,,+  ..b,,B^. 

Da  die  VerbiDdangcn  Bj^^j  B^^^  . . .  JS^^  von  den  Elementen 
^ip  ^iv  '"^xn  vollkommen  frei  sind,  kann  hieraas  geschlosHen 
werden,  dass,  wenn  die  Determinante  -K  als  Function  der  n"  Ele- 
mente (10)  betrachtet  wird,  der  partielle  DifFerentialqaotient 
von  JR  nach  ft^j  gleich  J?^„  nach  6^^  gleich  2^^2,  und  allgemein 
nach  h^^^  gleich  B.  sein  muss.  Das  beliebig  gewählte  CK^fungirie 
Elenwftt  B.  ist  also  gleich  deni  nach  deni  zugehörigen  Element 
b.  genommenen  partiellefi  Dijferenticdqtwtienten  der  DetemU" 
nante  li^ 

Weil  der  nach  einer  bestimmten  Variable  genommene  par- 
tielle Differentialquotient  einer  Function  mehrerer  Variabein  gar 
nicht  davon  berührt  wird,  ob  man  die  übrigen  Variabein  oder 
einen  Theil  derselben  später  ändert  oder  nicht  ändert,  so  gilt 
die  Oleichnng  (14)  auch  fUr  den  Fall,  dass  die  Determinante 
nnr  als  eine  Function  der  n  Elemente  (11)  aufgefasst  wird;  in 
Bezug  auf  diese  ist  sie  aber,  wie  bemerkt,  eine  homogene  Func- 
tion des  ersten  Grades,  und  darum  verwandelt  sich  anter  dem 
gegenwärtigen  Gesichtspunkt  der  JSwZar'sche  Satz  (9)  in  die 
Gleichung  (13)  selbst.  Weil  ferner  R  zugleich  eine  homogene 
Function  der  Elemente  (12)  ist,  so  kann  der  J^tiler'sche  Satz 
auch  für  diese  Auffassung  gebildet  werden  und  liefert  dann  die 
Gleichung 

(15)  Ä  =  ^.£,.+  6..  J^,.+  ...+  ^.  ^., 

die  in  I,  §  74  unter  (7)  angetUhrt  ist.  Das  in  Bezug  anf  die 
n*  Elemente  (10)  genommene  vollständige  Differential  der  De- 
tenninante  R  hat  ferner  nach  der  Bestimmung  (14)  den  Aus- 
druck der  Doppelsumme 

(16)  dJt^^^^'2:  B    db 


i  47.  Oeometrisohe  Dentmii^  de«  Differentlala  «bier 

iweier  Variabeln. 

Wenn   für  ein   gewisses  Gebiet  zweier  unabhängigen  Vt 
riabelu  x  und  y  eine   stetige   Function  f{xj  y)  gegeben  ist, 
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kann  eine  Verbindung  der  Variabein  x  ,  ff  gewählt  und  die 
Frage  nach  allen  denjenigen  Verbindungen  x,  y  aufgeworfen  wer- 
den, für  welche  die  Function  denselben  Werth  /'(a:^^\  y^ )  behält, 
oder  welche  die  Gleichung  zwischen  den  Unbekannten  x  und  y 

erfiUlen.  Es  ist  möglich,  dass  hier  ausser  x^ ,  y^  kein  anderes 

Werthsystem,   oder  nur   eine   beschränkte   Anzahl  von  Werth- 

systemen  genügt.    Diese  Fälle  betrachten  wir  als  Ausnahmen 

and  setzen  als  Regel  voraus,   dass   die  Gleichung  (1)  in   der 

Weise  befriedigt  werden  könne,  dass  die  eine  Variable  in  einem 

bestimmten  Intervall  nach   der  Stetigkeit  geändert  wird    und 

d3*1)ei  diß  zugehörige  andere  Variable  eine  oder  mehrere  Beihen 

von  stetig   zusammenhängenden  Werthen  durchläuft.    Alsdann 

is't  die   zweite  Variable   von  der  erstercn  abhängig;  innerhalb 

^^^w  zweifach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  der  x,  y  bilden  die 

^^^erlhsysiemej  welche  die  Gleichung  (l)  erfUüen,  eine  einfach  aus- 

S^^^dmie  Mannigfaltigkeit^   die  unter  Umständen   aus  mehreren 

^^-mdcen  besteJä.   Sobald  x,  y  als  die  rechtwinkligen  Coordinaten 

lies  Punktes   einer  Ebene   gedeutet  werden,   so  erscheint  die 

rch  die  Gleichung  (1)  bestimmte  einfach  ausgedehnte  Mannig- 

^^^Itigkeit   als  eine  Linie,  was  in  §  2  auf  andere  Weise  ausge- 

•^^'ÄUckt  worden  ist. 

Setzt  man  in  der  Gleichung  (1)  an  die  Stelle  vou  x^^ ,  y^ 

ccessive  andere  Verbindungen  a:    ,  y^'\  . .,  so  werden  dadurch 

^ter  der  gleichen  Voraussetzung  andere  und  andere  Mannig- 

_  ^^tigkeiten   der  ersten  Ordnung  characterisirt,  in  denen  bezie- 

"•nigsweise  die  Function  f{x,  y)  constant  ist,  oder  der  betreffende 

erth  derselben  herrscht.    Statt  den  Werth  der  Function  fest- 

^"^»etzen,  kann  man  auch  bei  der  Differenz  der  Function 

C2)  jf(x,  y)  =  f(x  +  Jx,y  +  Jy)  -  f{x,  y) 

^'ö  bestimmtes  Werthsystem  (x^  y)  auswählen,    und   alle   die- 

J^iiigen  Werthsysteme  {x+Jx,  y+Jy)  betrachten,  fttr   welche 

^^^  Differenz  den  für  ein  gewisses  Werthsystem  eintretenden 

^«rth  beibehält.    Unter  diesem  Gesichtspunkt  soll  die  Differenz 

^^)  geometrisch  gedeutet  werden.    Um  die  hier  auftretenden  Be- 

^Hfle  zunächst  an  einem  Beispiel  anschaulich  zu  machen,  nehmen 

^ir  flir  (1)  die  mit  den  Constanten  a,  b  und  e  gebildete  Function 


2Ö4 


T)outuiig  der  Difft'ri'nx 


(5) 


des  ersten  Grades 

(3)  a^  +  by  +  e. 

Es  wird  vorausgesetzt,  dans  a  und  b  nicht  (jleichxeitig  )t;leicb 
Nall  aiiid,  da  sonst  die  Function  (3)  gleit^li  einer  Coiistante  sein 
würde.  Für  diese  Function  erhält  die  zugehörige  Differenz  (2) 
die  Gestalt 

(4)  a  Jx  +  h  Jy. 

Wir  sehen  wieder  die  Werthe  x,  y  als  fest,  die  Differenzen 
Jx  und  Jy  als   unahhängig  veränderlich  an,  und  denken  uns 

0,  ''  als  die  relativen  Coordinaten  eines  in  der  Ebene  hefind- 
lichen  Punctes  S  in  Bezug  auf  den  Punkt  (x,y)  oder  0,  wRbrcnd 
Jx,  Jy  die  relativen  Coordinaten  des  Punktes  {j:+  ix,  //+  ly) 
oder  1  in  Bezug  auf  denselben  Punkt  0  sind. 

Es  seien  nun  q  und  i  positive  Grüasen,  tu  und  </   bostimmtu' 
Winkel,  ftlr  welehe  wie  in  §  2  die  Gleiuliungen 

)  j'o '  +  i*        =  p,         a= p  cosc»,        7i  =  e  sin  m  -^^m 

\ )' Jar*  +   iy*  — /,       /a-— /eos(f,        /y=/Rin^  ^^H 

gölten.    Dann  erhält  die  Differenz  (4)  den  Ausdruck  ^^H 

(6)  p(  ( «08 w  608^1+  eine»  siny)  =  qtcn%y(f  —  <j). 

Sie  ist  also  gleich  dem  Producl  aus  der  Länge  p  der  Linie  OS. 
ans  der  Länge  t  der  Linie  0  T  und  dem  Cosinus  des  Neigungs- 
winkels SO  7'  oder  ff  —  to,  und  hat  demnach  das  positive  oder 
negative  Vorzeichen,  je  nachdem  der  betreffende  Winkel  spitx 
oder  stumpf  ist.  Wenn  von  dem  Punkte  7' auf  die  unbegrenzt  ver- 
längerte Linie  OS  ein  Loth  herabgelassen  wird,  so  trifft  der  Fuss- 
punkt  desselben  U  je  nach  den  beiden  unterschiedenen  Fällen 
entweder  auf  dieselbe  Seite  von  0,  auf  der  S  liegt,  oder  anf 
die  entgegengesetzte.  Die  Länge  der  Linie  OIJ,  im  ersten  Falle 
positiv,    im    zweiten    negativ  genommen,    beisat  mit  einem  in 

1.  §1^  geiirauchteu  Ausdrucke  die  Projcction  der  Link  OT  in 
Bexug  auf  die  Linie  OS,  und  hat  nach  dem  Obigen  den 
Werth  (cosl^'  — (ui.  Mithin  kann  die  Differenz  (4)  als  das  Pro- 
duct  aus  der  Länge  OS  und  der  genannten  Projcftion  aufge- 
fiaast  werden.  Die  Differenz  (4)  bleibt  daher  filr  diejenigen 
Punkte  (x  +  Jx,  y+Jy)  oder  7"  eonstaut,  ftlr  welche  die  unge- 
hörige Proje<ition    den    gleieben  AVerth   behält  oder  der  betref- 
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fende  Fnsspiinkt  des  Lothes  U  derselbe  bleibt.  Dies  geschieht 
inolfe»  denjenigen  geraden  Linien^  welche  auf  der  Linie  OS  senkrecht 
sidm.  Die  Werthe  der  Differenz  (4)  ändern  sich  mit  der  Lage  des 
Fuesponktes  17  auf  der  unbegrenzten  Linie  0&'  und  bilden  eine  nach 
ihrer  algebraischen  Grösse  geordnete  Reihe,  wobei  die  positiven 
Weräie  derjenigen  Seite,  auf  welcher  sich  der  Punkt  S  befindet, 
die  negativen  Werthe  der  entgegengesetzten  Seite  entsprechen, 
der  Werth  Null  aber  zu  dem  Punkte  0  selbst  gehört.  Nach  einer 
vorUn  gemachten  Bemerkung  sind  die  auf  der  Linie  OS  senk- 
rechten geraden  Linien  zugleich  diejenigen,  in  denen  die  Func- 
Um  az-k-by-^e  einen  canstanten  Werth  hat,  was  auf  andere 
Weise  auch  ans  §  2  hervorgeht.  Vermöge  dieser  Eigenschaft 
wird  eine  ganze  rationale  Function  des  ersten  Grades  von  zwei 
Variabein  eine  lineare  Function  von  zwei  Variahein  genannt,  und 
dieselbe  Bezeichnung  auch  auf  ganze  rationale  Functionen  von 
mehreren  Variabein  übertragen. 

Das  vollständige  Differential  der  Function  (3)  entsteht  aus 
der  Differenz  derselben  (4),  in  dem  statt  der  Differenzen  ^a:,  Jy 
r«8pective  die  Differentiale  dx^  dy  gesetzt  werden,  also  nur  die 
Schreibweise  geändert  wird.  Für  das  vollständige  Differential 
^ioer  beliebigen  Function  f{x^  y)  hat  man  aber  nach  §  45  den 
A^sdnick 

(7)  df(x,y)  =  ^^^dx  +  ^f^dy. 

ax  dfj 

Auch  hier  denken  wir  uns  das  Werthsystem  {x,  y)  als  beliebig 
S^wählt  und  festgehalten,  die  Differentiale  dx  und  dy  dagegen 
^  unabhängig  veränderlich.  Ihrem  absoluten  Werthe  nach  sind 
dieselben  von  gewissen  kleinen  Grössen  eingeschlossen,  inner- 
"•Ib  dieser  Grenzen  kann  aber  jede  für  sich  einen  beliebigen 
^erth  erhalten,  so  dass  der  Inbegriff  ihrer  Werthverbindungen 
^h  einer  in  §  43  ausgesprochenen  Bemerkung  «ine  Mannig- 
^tigkeit  der  zweiten  Ordnung  bildet.  In  diesem  engeren  Bezirk 
'teilt  das  Differential  df{x^  y)  die  Differenz  der  zugehörigen 
'unctionswerthe  bis  auf  kleine  Grössen  von  der  Ordnung  der 
^erentiale  dx  und  dy  genau  dar;  dasselbe  ist  jedoch  gleich 
*u»r  linearen  Function  der  Differentiale  dx  und  dy.  Bei 
^  angenoDQjnenen  geometrischen  Deutung  entspricht  dem 
'^^egriff  der  Verbindungen   der   Differentiale   dx  und  dy   ein 


2Gff        I)L>iilun){  den  DifTerentinls 


r  Functinn  i 


kleiner  Tlieil  der  Ebene,  in  ivelchoni  sich  der  feste  Pnnfct  (; 
befindet:  in  diesem  Stück  der  Ebene  hat  aber  das  Differei 
df{.x,y)  in  Bezug  auf  die  Differentiale  dx  und  dy  dieselbe 
atalt,  wie  die  so  eben  eriirterte  Differenz  (4)  in  Bezog  anf 
Differenzen  Jx  und  Jy,  wesbalb  die  Über  die  DiffereoK  (4) 
gestellten  ßetrachtniigen  unmittelbar  angewendet  werden  kOn 
An  die  Stelle  der  Constanten  a,  b  treten  beziehungawei« 

'     ^^ 

ebenfalls   angenonimeii    wird ,    dass    sie    nicht  zusammen 
sobwinden.    Iü  Folge  dessen  erliält  nach  der  ersten  Gleicl 
(5)  die  Grösse  e=\'a*+b'  den  von  Nnll  verschiedenen  W 


partiellen  Differentialquotienten  - 


d< 


Man  ziehe  nun  von  dem  Punkte  {x,  y)  oder  0  nach  dem  Pui 
S,  dessen   relative  Coordinaten  in  Bezug  anf  den  Punkt  0 


Werthe 


i>nx,y) 


und 


ßf(^,!/l 


haben,  eine  gerade  Linie,  und  < 


gleichen  von  dem  Punkte  0  nach  einem  Punkte  (x+rfar,  y+ 
oder  T.  Dann  ist  das  Differential  (7)  gleich  dem  Product 
positiven  Grüsse  (8)  and  der  in  Bezug  auf  dio  Linie  OS 
nomraenen  Projection  der  Linie  OT.  Da«  Differential  (7) 
hält  für  diejenigen  geraden  Linien,  welche  auf  OS  senkp 
stehen,  einen  ungeänderten  Werth;  einen  positiven  für  diejenii 
welche  OS  anf  der  Seite  des  Punktes  0,  auf  der  S  11 
treffen,  einen  negativen  lür  diejenigen,  welche  OS  anf  der 
gegengesetzten  Seite  treffen,  den  Werth  Null  fitr  die  S( 
reckte,  welche  durch  den  Punkt  0  hindurchgeht. 

Hieraus  folgt,  das«  flir  eine  durch  den  Punkt  0  gezof 
Linie,  die  nicbt  auf  OS  senkrecht  steht,  das  Differential  <!/'(. 
anf  der  einen  Seite  von  0  einen  negativen,  anf  der  andi 
einen  positiven  von  Null  verschiedenen  Werth  haben  n 
während  dasBelbe  ftir  die  auf  OS  senkrechte  Gerade  gleich 
ist.  Die  Differenz  f(x+dx,  y  +  dy>  —  fix,y)  ist  daher  auf 
zuletzt  genannten  Geraden  bis  auf  kleine  GrOssen  von  der< 
nung  dx  und  dy  gleich  Null,  auf  den  übrigen  durch  den  Pi 
0  gebenden  Geraden,  den  Pnnkt  0  selbst  ausgenommen,  n 
gleich  Null.    Aus  diesem  Grunde  stellt  die  anf  OS  senkre 
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Gerade  fttr  diejenige  Linie,    in  welcher  die  gegebene  Function 
den  in  dem  Punkte  0  vorhandenen  Werth  behält,  die  berührende 
Gerade  dar.    Die  gerade  Linie  OS  ist  nach  der  in  §  37  gege- 
benen  Definition   die  Normale   der   in  Rede   stehenden   Linie 
oder  Curve. 

Wenn  eine  Curve  und  die  in  einem  Punkte  derselben  be- 

rflhrende  Gerade  gezeichnet  vorliegen,  so  kann  die  Normale  von 

dem  Punkte   aus   auf  der   einen  oder  der  anderen   Seite  der 

^-'urve  gezogen  werden.  In  der  obigen  Untersuchung  wird  zuerst 

dio  Normale  OS  und   darnach  die  berührende  Gerade  als  auf 

^GT-  ersten  senkrecht  stehend  bestimmt.  Man  darf  daher  fragen, 

Wodurch   die  Seite   der  Curve  kenntlich  sei,  nach  welcher  die 

Normale  OS  gerichtet  ist.    Die  Antwort  ergiebt  sich  durch  die 

Betrachtung  des  Differentials  df{x,y).    Offenbar  wird  das  Vor- 

zeiehen,  welches  das  Differential  für  zwei  bestimmte  zusammen- 

ö*^^<3rige  Werthe  dx  und  dy  annimmt,   nicht  geändert,  wofern 

'**^'^     jeden   von    ihnen  mit  derselben    positiven   Grösse   multi- 

P^ioirt,   oder,   in   der  Sprache   der  Geometrie,   das  Vorzeichen 

^^*"cl    nicht  geändert,   wenn   man    von    dem  Punkte  {x^y)  oder 

^    *U8   auf  derselben  geraden  Linie  stets   in   demselben  Sinne 

lortschreitet    Man  findet  daher  das  Vorzeichen   des  Differen- 

tials    df{x,y),   welches   dem    Fortschreiten    auf   der   Normale 

^^  entspricht,   indem   man   statt  der  Differentiale  dx  und  dy 

^^Bpeetive  die  in  Bezug  auf  den  Punkt  0  genommenen  relativen 

^ordinaten  des  Punktes  S,  nämlich  die  Grössen  -^^^'-^^  und 

•"*«>  Auadrnck 

^^    &l8  eine  Summe  von  moei  Quadraten  stets  positiv  ist.    Bei 
***»»   Fortocbreiten  auf  der  entgegengesetzt  gerichteten  Normale 

""*^  statt  dx  und  dy  die  entgegengesetzten  Grössen ^^' 

CJ  X 

^^^ l^^lKL  20  sabstituiren,  wodurch  nothwendig  ein  nega- 

dy 

^^^^a  Besultat  entsteht.   Die  Normale  OS  ist  demnach  nach  der- 


^Tt''  substituirt.    Auf  diese  Weise   verwandelt   sich  (7)  in 


\ 
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r  Variabeln,       §  49, 


jenigen  Seite    der  Curve   gerichtet,   auf  welcher  das  Differential 
'Jf^^t  Jf)  einen  positiven   Werth  bat. 

Man  kann  die  gegebene  Entsclieidung  auch  foIgendermaHsen 
anssprecheii.  Durch  die  Linie,  in  welclier  die  Function  f{x,y) 
den  coiistaoten  Werth  fix  ,  y"  )  Ifchält,  werden  die  Theile  der 
Ebene,  in  welchen  f(x,y)>-f{x  ,  y  )  ist,  von  denen  getrennt, 
in  welchen /"(Xjp)  <;/■(! " ,  y  )  iet.  Die  Normale,  roin  Punkte 
(3:,  y)  nach  demjenigen  Punkte  gezogen,  dessen  relative  Coordina- 

nach    derjenigen    Seite   der   betreffenden    Linie  gerichtet ,   anf 
welflier  die  Function  f{x,  y)  im  algebraischen  Sinne  znnimint. 

AU  Beispiel  möge  die  Function 
(10)  f{x,y)  =  x'+y* 

dienen.  Eine  Linie,  in  welcher  die  Function  ihren  Werth  festhält, 


t«n  in  Bezng  auf  {x,  y)  die  Werthe  - 


-  haheii,  ist 


ist  ein  Kreis,  dessen  Centram  in  dem  Anfangspunkte  der  Conr- 
dinaten  liegt.  Jede  solche  Kreislinie  trennt  denTheil  der  Ebene, 
t'llr  desBcn  Punkte  daa  Quadrat  der  Entfernung  griisser  als  das 
Quadrat  des«  Kreisradius  ist,  von  demjeni^n  Theil,  filr  dessen 
Punkte  das  Umgekehrte  statttiudet.  Der  erste  Theil  ist  aasser- 
halh,  der  zweite  innerhallj  der  betreffenden  Kreislinie  gelegen. 
Die  im  Pnnkte  {x,  y)  fUr  die  zugehflrige  Kreislinie  coDStmirtc 
Normale,  nach  demjeuigen  Punkte  gezogen,  welcher  in  Bezug 
auf  (x,  y)  die  durch  partielle  Ditt'erentiation  der  Function  (lOj 
entstehenden  relativen  Coordinatcn  2x  und  2y  hat,  ist  mi^ 
nach  der  äusseren  Seite  der  Kreislinie  gerichtet. 


§  48.    Bestlmiiiiuie:  der  Ebene,  von  welcher  ein«  FlKOl 
In  einem  gsB'ebenen  Paukte  berttbrt  wird. 

Am  Schlüsse  des  §  42  ist  darauf  hingewiesen,  das9  eine 
im  Räume  gegebene  Fläche  eine  zweifach  ausgedehnte  »tetige 
Mannigfaltigkeit  von  Punkten  bilde,  die  sich  in  einer  dreifach 
ausgedehnten  stetigen  Mannigfaltigkeit  befindet.  Innerhalb  der 
Mannigfaltigkeit  der  drei  Varialieln  x,  y,  z  wird  eine  zweiCwl*- 
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ansgedehnte  Mannigfaltigkeit  bestimmt,  indem  man  Yorschreibt, 
da88  eine  Variable  z  gleich  einer  Function  der  beiden  anderen 
A^>y)  *6i-  Bedeuten  nun  a;,  y,  z  die  rechtwinkligen  Coordi- 
naten  eines  Punktes  im  Räume,  so  stellt  demgemäss  die  Glei- 
chung 

(1)  ^=f{x,y) 

das  Gesetz  einer  Fläche,  oder,  wie  man  meistens  sagt,  eine 
Fläche  dar.  Insofern  f{x^  y)  für  ein  gewisses  Gebiet  der  Va- 
riabein Xj  y,  das  heisst  ftlr  einen  Theil  der  Coordinatenebene 
der  X  y  gegeben  ist,  wird  fttr  jeden  in  demselben  enthaltenen 
Punkt  (jr,  y)  durch  das  Vorzeichen  und  den  absoluten  Werth 
der  Grösse  e  die  Richtung  und  die  Länge  eines  auf  der  Ebene 
2n  coQstruirenden  Lothes  bezeichnet;  dann  bildet  der  Inbegriff 
der  Endpunkte  der  zugehörigen  Lothe  die  bezügliche  Fläche. 
Die  Differenz  von  zwei  Functionswerthen,  die  respective  den 
Verbmdungen  x,  y  und  x  -h  z/a?,  y-^Jy  entsprechen,  giebt  die 
Differenz  der  betreffenden  e  Coordinaten 

(2)  Jz  =  f(x  +  Jx,y  +  Jy)  —  f{x,  y). 

Es  leuchtet  ein,  dass,  wenn  die  Werthe  der  Variabein  x,  y 
^trachtet  werden,  die  einer  einfach  ausgedehnten  Mannigfaltig- 
^^ii  oder  einer  gewissen  Linie  angehören,  die  coiTespondirenden 
pQBkte  der  Fläche  ebenfalls  eine  einfach  ausgedehnte  Mannig- 
f^tigkeit  oder  eine  Linie  ausmachen.  Sobald  ein  bestimmtes 
v^erthgjstem  x,  y  beliebig  angenommen  und  über  die  Differenzen 
^«t  Jy  so  verfügt  wird,  dass  ihr  Verhältniss  ungeändert  bleibt, 
80  beschreibt  der  Punkt  {x  +  Jx,  y  +  Jy)  in  der  x  y  Ebene  eine 
dorch  den  Punkt  (a;,  y)  gehende  gerade  Linie ;  die  in  den  Punk- 
ten derselben  auf  der  Ebene  errichteten  Perpendikel  bilden  eine 
m  der  X  y  Ebene  senkrechte  Ebene,  von  welcher  die  gegebene 
Flüche  in  einer  ebenen  Curve  geschnitten  wird.  Hierher  gehören 
öÄDuentlich  auch  die  Fälle,  in  denen  entweder  nur  die  eine  Va- 
riable X  oder  nur  die  andere  y  geändert  wird,  für  welche  also 
^  Punkt  (x+Jx,  y  +  Jy\  je  nachdem  Jy=0  oder  Jx=^0 
^  eine  Parallele  zu  der  x  Axe  oder  zu  der  y  Axe  beschreibt. 

Für  die  im  vorigen  §  erörterte  Function  (3)  wird  aus  der 
«Wgen  Gleichung  (1)  die  Gleichung 

x^*)  e^^ax-^-by  +  e, 


Burühmidi'  Ebene 


[■  FlSulif. 


mithin  erhält  die  Differenz  .In  den  Ansdrack  ^^H 

(3)  Je  =  a  Ix^-  hJy.  ^H 
Die  Beseliaffeubeit  der  in  (1.)  dargestellten  Fläche  ergieirt  Si^^ 
durch  Betrachtung  der  Liuien,  welche  einer  partiellen  Aende- 
rung  von  x  und  von  i;  entsprecbeu.  Es  sei  zuerst  Ji/:=*i,  so 
zeigt  die  Gleichung  Je  =  aJx  an,  dass  die  Fläche  in  dem 
Punkte  {x;  y,  e)  durch  eine  zu  der  xm  Ebene  parallele  Ebene 
in  einer  geraden  Linie  gCBchnitten  wird,  welche  mit  der  Pa- 
rallele zur  positiven  xAse  einen  Winkel  bildet,  dessen  trign- 
nomelrisclie  Tangente  den  Werth  a  bat.  Indem  hierauf  ./x  =  n 
gesetzt  wird,  lehrt  die  Gleichung  le^=h  Jy,  dass  die  Flache 
in  dem  Punkte  {x,  y,  e)  durch  eine  zu  der  ye  Ebene  parallele 
Ebene  in  einer  geraden  Linie  geschnitten  wird,  die  mit  der 
Parallele  zur  positiven  y  Axe  einen  Winkel  Inldet,  dessen  tri- 
gonometrist'bc  Tangente  den  Werth  h  besitzt.  Es  gehilren  nun 
zu  den  drei  Punkten  der  xy  Ebene 

(4)  (X,  y),     (x  +  Jx,  y  i,     (x,  y  +  Jy) 

drei  Punkte  der  Fläche,  iUr  welche  die  mit  Rücksicht  auf  den 
ersten  Punkt  genommene  Dilterenz  der  z  Coordinate  respective 
die  Werthe 

(5)  0,     a  Ix,     hJy 

annimmt.  Wenn  man  jetzt  einen  Punkt  eonstruirt,  flir  welchen 
die  mit  Bezug  auf  den  ersten  Punkt  genommene  Differenz 
der  e  Coordinate  gleich  der  algebraischen  Summe  aJx+h  ty 
ist,  so  bildet  derselbe  die  dem  ersten  Punkt  gegenüber  liegende 
vierte  BV^ke  des  Parallelogramms,  dessen  zweite  und  dritte  Ecke 
der  zweite  und  dritte  Punkt  sind.  Vermöge  der  Gleichung  (3) 
ist  aber  der  bezeichnete  vierte  Punkt  derjenige  Punkt  der  in 
Rede  stehenden  Fläche,  welcher  xn  dem  Punkte  {x+  Jx,  y+  Jy) 
der  xy  Ebene  gehört;  dieser  letztere  bildet  mit  den  in  (4l 
charaeterisirten  Punkten  ein  Rechteck,  und  liegt  dem  Panktc 
(^7^'  gegenüber.  Weil  sich  also  der  vierte  Punkt  der  Fläche  mit 
den  drei  ersten  stets  in  der  gleichen  Ebene  befindet,  der  zweite 
und  dritte  aber  stets  in  zwei  durch  den  ersten  Punkt  laufenden 
vollkommen  bestimmten  geraden  Linien  liegen,  so  gehört  der 
vierte  Punkt  nothwendig  einer  und  derselben  Ebene  an,  und  diese 
Ebene  ist  es,  welche  durch  die  Gleichung  (]«)  dargestelU  wird. 
Auch  sieht  mau  leicht  ein,  datts  die  Gleichung  jeder  El>eue,  dt« 
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nicht  zu  der  icy  Ebene  senkrecht  steht,  in  der  Form  (U)  ent- 
halten ist,  und  dass  jede  andere  Ebene  durch  eine  Gleichung 
aa; +  6y  +  c=0  ausgedrückt  wird.  Dieselben  Ergebnisse  lassen 
sich  yermittelst  der   in  I,  §  86    angestellten   Ueberlegung  ab- 

leiten. 

Bei  der  allgemeinen  Gleichung  (1)  wird  die  Differenz  der 
z  Coordinaten  bis  auf  kleine  Grössen  von  der  Ordnung  der  Dif- 
ferentiale dx  und  d^  genau  durch  das  vollständige  Differential 
^f(^jy)  ausgedrückt,  so  dass  statt  (2)  die  Gleichung 

(6)  ds  =  -^f^dx+^-(^dy 

dx  dy 

erscheint.  Für  einen  durch  den  Punkt  (x,  y,  z)  geführten  mit 
der  xz  Ebene  parallelen  Schnitt  ist  dy  gleich  Null,  dx  unab- 
hängig veränderlich,  fttr  einen  mit  der  yz  Ebene  parallelen 
Schnitt  dx  gleich  Null,  dy  unabhängig  veränderlich,  so  dass 
sich  (6)  beziehungsweise  in  je  eine  der  Gleichungen 

(ö.)  de  =  ^^^dx, 

dx 

(6,)  a,  =  ^^  dy 

dy 

verwandelt.  Ihre  Bedeutung  folgt  aus  demjenigen,  was  über 
die  Construction  der  berührenden  Linie  für  ebene  Curven  mit- 
geteilt ist.  Die  erste  Gleichung  sagt  aus,  dass  die  berührende 
Linie  der  Schnittcurve  in  der  mit  der  xjs;  Ebene  parallelen 
Ebene  gegen  die  Parallele  zur  x  Axe  einen  Winkel  a,  die  zweite 
Gleichung,  dass  die  berührende  Linie  der  Schnittcurve  in  der 
D»it  der  y/g  Ebene  parallelen  Ebene  gegen  die  Parallele  zur  y  Axe 
einen  Winkel /i?  macht,  deren  trigonometrischen  Tangenten  durch 
die  partiellen  Differentialquotienten  der  Function  f(x,y)  in  der 
folgenden  Weise  ausgedrückt  werden 

(7)  tg«  =  -^-%i^.    tg^=^^(,^'^^ 

^  dx  ^  dy 

^eil  nun  die  allgemeine  Gleichung  (6)  aus  der  Gleichung  (2>) 
entsteht,  indem  Jx^    Jy^  Jz^  a,  h  respective  durch  dx^  dy,  da, 

^~^-  -    I  -  ^~       ersetzt   werden,   so   schliesst  man,  dass  ein 

*irch  die  Gleichung  (6)  bestimmter  Punkt  von  den  Coordinaten 
*+da:,  y+dy,  ß  +  da   in   derjenigen  Ebene   liegt,  welche  die 


Berührende  Linie 


§48. 


beiden  GleichangtD 


nicht    erfüllt 


beideD  darch  (7)  bestimmten  berührenden  Linien  enthält.  Der 
Unterschied  der  m  Coordinaten,  welche  bei  demselben  Punkte 
der  si/ Ebene  \^x+dx,y-¥dy)  /.u  der  durch  (1)  gegebenen  Fläche 
und  2U  der  so  eben  detinirten  Ebene  gehören,  ist  gleich  dem 
Uaterschiede  zwischen  der  Differenz  f{x-¥dx,  y  +  dy) — fi^p) 
Dnd  dem  in  Rede  stehenden  Werthe  von  de,  nnd  moss  eine 
kleine  Grösse  von  biSberer  Ordnung  als  die  Grössen  dx  und  dy 
sein.  Würde  durch  den  Funkt  {x,  y,  s)  der  Fläche  eine  andere 
Ebene  hindurch  gelegt,  so  hätte  man  für  diese  nach  dem  Obigen 
die  Gleichung  «  ^  a,  a;  +  6,y  +  e, ,  wo  wenigstens  eine  der 
.Y(x,y)  _  S_f{m,y)  . 

wäre;  demnach  mUsste  der  Unterschied  zwischen  der  Differenz 
f{x-¥dx,  y  +  dyi—f(x,y)  und  dem  Werthe  a,dz  +  6,dtf  aoth- 
wendig  eine  kleine  Gri'/sc  der  ersten  Ordnung  sein.  Aus  diesem 
Grunde  kommt  die  mit  Hülfe  von  (7)  bestimmte  Ebene  der  ge- 
gebeuen  Fläche  näher  als  jede  andere  durch  den  I^nkt  (x,  y,  t) 
gelegte  Ebene;  die  crstere  ist  daher  eine  Ebene,  von  welcher  die 
gegebene  Fläche  in  dem  betreffenden  Punkte  berührt  teird.  Wenn 
durch  den  Punkt  der  Fläche  (x,  y,  e)  eine  beliebige  auf  der 
xy  Ebene  senkrechte  Scbnittebeue  gelegt  wird,  und  die  Dif- 
ferentiale dx,  dy  so  geändert  werden,  dass  ihr  gegenseitiges 
Verhältniss  dasselbe  bleibt,  so  erhält  mau  die  t\ir  die  Hchnitt- 
cnr\'e  aufzasnclicnde  berührende  Linie  als  Uurcbscbnttt  der 
coustruirteu  berührenden  Ebene  mit  der  genannten  Ebene. 
Han  darf  daher  auch  sagen,  dass  die  berührende  Elbene  den 
Inbegriff  der  berührenden  Linien  jener  sämmtlichcn  Öchnittcurven 
bildet. 

Die  im  vorigen  tj  angestellten  Erörterungen  über  die  Be- 
dingungen, unter  denen  das  Differential  df'{x,y)  einen  puiiitiven, 
negativen  oder  verschwindenden  Werth  annimmt,  gewinnen  ge- 
genwärtig dadurch  eine  andere  GeKlalt,  dass  »tatt  df{x,y)  da« 
I>ifrerential  der  e  Coordinate  angewendet  werden  darf.  Zu  den 
in  der  xy  Ebene  dureh  den  Punkt  13;,  y)  gehenden  Linien,  lUr 
welche  df{x,  y)  positiv,  negativ  oder  gleich  Null  ist,  gehören 
Linien  in  der  berührenden  Ebene  der  gegeljenen  Fläche,  für 
welche  beziehungsweise  der  Werth  der  e  Coordinate  im  alge- 
braischen .Sinne  steigt  oder  lUlit,  oder  sich  gleich  bleibt.  Hierbei 


\ 
/ 
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können  statt  der  Anfangselemente  der  in  der  berührenden  Ebene 
befindlichen  Linien  auch  die  Anfangselemente  der  entsprechenden 
Linien  genommen  werden,  die  in  der  gegebenen  Fläche  selbst 
liegen. 


§  48.   Dlffireatlatlon  «|]i«r  durch  «in«  QMohiini^  gegebenen 

Function  einer  Variable. 

Es  begegnet  oft,  dass  Fragen  der  Analysis  nicht  in  dem- 
jenigen Gebiete,  in  dem  sie  ihren  Ursprung  haben,  sondern  erst 
in  einem  höheren  Gebiet  ihre  Erledigung  finden.  So  lässt  sich 
die  Angabe  der  Differentiation  einer  Function  einer  Variable 
fiir  den  Fall,  dass  die  Function  mit  der  Variable  durch  eine 
noch  ao&ulösende  Gleichung  verknüpft  ist,  nur  mit  Hülfe  der 
Differentiation  von  Functionen  zweier  Variabein  allgemein  be- 
antworten. Die  Bestimmung  der  Abhängigkeit  einer  Variable  y 
von  einer  Variable  x  durch  eine  Gleichung  kommt  auf  die  For- 
demng  hinaas,  dass  eine  gewisse  mit  den  beiden  Variabein  zu 
bildende  Function  f(x^  y)  den  Werth  Null  annehme.    Soll  die 

Forderung  erfüllbar  sein,  so  muss  ein  Werthsystem  a;  ,  y  ^  existi- 
J^D,  welches  derselben  genügt.  Dann  darf*  man  aber  die  For- 
^rung  dnrch  die  Gleichung 

(1)  fix,  y)  =  fix'\  r) 

^wetzen,  welche  in  §  47  erörtert  ist  und  auf  die  wir  jetzt 
znrttckgehen.  Wie  dort  wird  angenommen,  dass,  wenn  eine  der 
beiden  Variabein,  etwaa;,  ausgewählt  und  von  einem  bestimmten 

Werthe  x     an  stetig  geändert  wird,  die  entsprechende  zweite 

Variable  sich  von  einem  gewissen  Werthe  y  an  ebenfalls  stetig 
ändere.  Hierbei  ist  die  Möglichkeit  zugelassen,  dass  zu  dem- 
selben X  ausser  y  noch  andere  Werthe  yf\  ^2  »•••  gehören 
^nd  wird  vorausgesetzt,  dass  in  Folge  der  stetigen  Aende- 
^^  der  ersten  Variable  die  zweite  Variable  von  jedem  jener 
Werthe  aus  sich  ebenfalls  stetig  ändere.  Die  auf  diese  Weise 
entstehenden  Reihen  zusammengehöriger  Werthsysteme  oder 
StQcke  von  ein&ch  ausgedehnten  Mannigfaltigkeiten  müssen  aber 
^  der  Betrachtung  strenge  von  einander  gesondert  werden. 
Kt  einem  anderen  Ausdrucke  lässt  sich  sagen,  dass  durch  die 
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Gleichung  (1)  die  Variable  y  als  eine  ein-  oder  mehrdeutige 
Function  der  Variable  x  bestimmt  sein  kann^  dass  aber  in  dem 
letztern  Falle  die  einzelnen  Zweige  von  einander  unterschie- 
den werden  müssen,  und  die  Function  in  jedem  einzelnen 
Zweige  als  eine  eindeutige  aufgefasst  wird.  Die  Frage  nach 
der  Bestimmung  des  von  der  Function  y  in  Bezug  auf  die  Va- 
riable X  genommenen  Differentialquotienten  bezieht  sich  noth- 
wendig  auf  einen  einzelnen  Zweig  der  Function.  Unter  dieser 
Voraussetzung  kommt  es  darauf  an,  die  Variabein  von  einem 
bestimmten  Werthsystem  Xj  y  ausgehend  um  solche  Differenzen 
zunehmen  zu  lassen,  dass  die  Gleichung  (1)  befriedigt  bleibt 
Weil  aber  die  Grenze  des  Verhältnisses  der  gleichzeitig  abneh- 
menden Differenzen  gesucht  wird,  so  darf  man  statt  der  Glei- 
chung (1)  die  Forderung  substituiren,  dass  das  mit  den  Diffe- 
rentialen dx  und  dy  gebildete  Differential  der  Function  f(Xy  y) 
▼erschwinde,  oder  dass 

(2)  i4^da:-h^*^?)dy  =  0 

sei.  Hieraus  folgt  der  gesuchte  Differentialquotient  als  der  Werth 
des  Quotienten  der  betreffenden  Differentiale,  wofern  nur  die 
Bedingung  erfdllt   ist,   dass  ftlr   das  angewendete  Werthsystem 

^  fix  V ) 
X,  y    der    partielle    Differentialquotient    —^~--—    nicht    gleich 

Null  sei, 

(3)  ''^  =         ^"^      . 
^^  dx  Of(x,y) 

dy 
Auf  gleiche  Art  kann  die  Variable  x  als  Function  der  Variable 
aufgefasst  und  der  Differentialquotient 

dx  dy 


(4) 


dy  clfix.y) 


ilx 


bestimmt  werden,  sobald  tllr  das  angewendete  Werthsystem  x, 
der  partielle  Differentialquotient      ^  ''      nicht  gleich  Null  ist. 

dx 

Nunmehr  wird  auch  der   Zusammenhang   einleuchtend,  welchei 
zwischen   der  in  §  47  und   der  in  §  \  gegebenen  Coustructioi 
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der   berührenden  Linie   an   eine  Curve  besteht.    Der  Umstand, 

du  du 

dass    die  für  -j^  in  (8)  und  für     .*     in  (4)  aufgestellten  Aus- 

ax  dy 

drttoke  einander  reciprok  sind,  entspricht  der  in  §  11  bespro- 
chenen Beziehung  zwischen  den  DiflFerentialquotienten  zweier 
Functionen,  von  denen  die  eine  die  umgekehrte  Function  der 
andern  ist. 

Durch  das  so  eben  entwickelte  Verfahren  wird  auch  die 
am  Schlüsse  des  §  9  erwähnte  Aufgabe  gelöst,  den  Differen- 
ti3.1quotienten  einer  algebraischen  Function  einer  Variable  x  zu 
l>il<ien,  welche  Function  als  die  Wurzel  einer  algebraischen 
G'leichung  gegeben  ist,  deren  Coefficienten  rationale  Functio- 
nen der  Variable  x  sind.  An  jener  Stelle  sind  mit  den  Con- 
»tanten  ^^.o»  ^, ,, . . .  Ä^^^, . . .  A^,,  4^^, .  . .  A^„^^  die  Functionen 
von    X 

(•">  )  Ä,  =  A,,  r^'^'H-  A,^  x"^-'  +  . . .  +  A,^,^^ 


gebildet,  welche  die  Coefficienten  der  nach  den  Potenzen  vony 
ß^^i'dneten  rationalen  ganzen  Function  f{x,  y)  ausmachen, 

^®>         m  y)  =  A  y"  +  A  y""'  +  •  •  •  +  ^n-i  y  +  ^»; 

^^nn  lautet  die   betreffende  Gleichung,   deren  Coefficienten  re- 
*PtiC5tive  gleich  den  rationalen  Functionen  — *  >  -j*»"    ;"   sind, 

Aq        Ao  A^^ 

(Ö  f[x,y)  =  0. 

Man  darf  hier  voraussetzen,  dass  es  keine  ganze  Function 

^^^^>t:,  welche  ein  gemeinsamer  Theiler  von  jeder  der  Functionen 

'  •>   -*4,,...-4^  ist.    Jedoch  dUrfen  die  Werthe  von  x,  für  welche 

^^xt  noch   die  Function  A^  versehwindet,  nicht  von  der  ße- 

^^^litung  ausgeschlossen  werden.  Ein  beliebig  gewählter  Werth 

-^  jc    ist  somit  der  Reihe  nach   in  die  Functionen  -4^,  -4,,... 

*^    ^iibstituiren,   und   hierauf  die  erste  derselben  A^  herauszu- 

"^beii,   welche  nicht  verschwindet.    Sollten  alle  verschwinden, 

^    tnttssten   sie   sämmtlich   nach    I,  §  43  durch   die  Differenz 
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X  --  X  algebraisch  aufgehen,  mithin  der  Voraussetzung  entge- 
gen diese  Differenz  zum  gemeinsamen  Theiler  haben.  Es  giebt 

daher  einen  Coefficienten  4^,  welcher  für  a:  =  a:     nicht  gleich 

Null  ist.  Demnach  wird  die  Gleichung  (7)  fllr  a;  =  a;  zu  einer 
algebraischen  Gleichung  des  n  —  vi^n  Grades  in  Bezug  auf  die 
Grösse  y,  und  liefert  nach  I,  §  67  für  y  genau  n — v  reelle  oder 
complexe  Wurzeln.  Bei  der  gegenwärtigen  Betrachtung  muss 
ermittelt  werden,  ob  es  unter  denselben  reelle  giebt;  falls  solche 

vorhanden    sind,    stellen   sie    die    zu    x^   gehörenden  Werthe 

y    ,  y^  ,...  dar,  unter  denen  ein  beliebiger  y     auszuwählen  ist 

Nun  bestimmt  sich  der  Werth   des  Differentialquotienten    -- 

dx 

auf  die  angegebene  Weise  mit  Hülfe  der  partiellen  Differential- 
quotienten 

.o.    Sf{x,  y)  _  dA,  dA^  dA^__,  dA^ 

^^^    dx  ■-  dx y  ^-dx^  ^"'-^-dx  y^-dx' 

wobei  vorausgesetzt  wird,  dass    -  ~       für  die  einzusetzenden 

dy 

Werthe  x^^ ,  y^^  nicht  den  Werth  Null  bekomme.  Weil  dieser 
Ausdruck  die  ttlr  ein  ungeändertes  x  in  Bezug  auf  y  genom- 
mene erste  Ableitung  der  Function  f{Xy  y)  bezeichnet,  und  weil 

dieselbe  vermöge  I,  §  49  für  y  =  y     dann  und  nur  dann  ver^ 

schwindet,   wenn    unter    den   angeführten  Wurzeln  y  ,  y^  , 

noch  eine  zweite  vorkommt,  die  gleich  y     ist,   so  fällt  die  i 
Rede  stehende  Voraussetzung  mit  der  Bedingung  zusammen,  d 

keine  der  übrigen  Wurzeln  y,  ,..*.   gleich  der  gewählten  Wur^" 

,      (0) 

zel  y     sei. 

§  60.    Ooometrilohe  l>eatiiBi^  dos  XMlÜNreiitlals  «laer 

Function  von  drei  Variaboln. 

Bei  der  Betrachtung  der  Functionen  von  drei  Variab^B-^ 
fiXyy^e)  gewährt  die  Auffassung  der  drei  Variabein  als  red»^^ 
winklige    Coordinaten    eines    im    Räume    befindlichen    Punkt-^^ 
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ähnliche  Vortheile,   wie  in  §  47  für  Functionen  von  zwei  Va- 
riabein darch  Beziehung  anf  die  Ebene  gewonnen  sind.  Die  Er- 
OrteniDg  einer  mit  den  Constanten  a,  h,  c,  e  gebildeten  linearen 
Function,  mit  der  wir  wieder  beginnen, 
(1)  f{x,  y,J8)  =  ax  -^hy  -¥  ce  +  e 

litest  sich  hier  kürzer  zasammenfassen,   da  der  vorige  §  daran 
erinnert  hat,  dass  die  Flächen,   in  welchen  die  Function  einen 
constanten  Werth  behält,   leicht  zu  construirende  Ebenen  sind. 
Die  zu  den  Werthsystemen  x,  y,  a  und  x  +  Jx,  y  +  Jy^  e  +  Je 
gehörende  Differenz  der  Function  (1)  hat  den  Ausdruck 

(2)  aJx+bJy+cJz. 

ßs  wird  hierbei  vorausgesetzt,   dass  wenigstens  eine  der  drei 

C?oiigtanten   a,  6,c  einen  von   Null  verschiedenen  Werth  habe, 

^^^   andernfalls  die   Function  (1)  gleich  einer  Gonstante  wäre. 

*-^^r  Punkt  mit  den  beliebig  gewählten  und  dann  festgehaltenen 

C?ciordinaten  x^y^e  heisse  wieder  0;  der  Punkt,  dessen  in  Bezug 

fll^'^i  0  genommene  relative  Goordinaten  die  Werthe  a,  6,  c  haben, 

^     der  Punkt  mit  den  Goordinaten  x  +  Jxj  y  +  Jy,  e  +  Je  sei 

'^     Alsdann  stellt  der  Ausdruck  (2)  nach  I,  §  86  das  Product 

8  der  Länge   OS,   der   Länge    OT  und   dem  Gosinus   des 

inkels  80 T  dar,  und  zwar  ist 

OT^=Jx^  +  Jy^  +  Je\ 

cos  (5020=  ,__-___^f-^t|^t,^ 


Product  der  Länge  OT  und  des  Gosinus  des  Winkels  SOT 

die  von  der  Linie  OT  in  Bezug  auf  die  Linie  OS  ge- 
^mmene  Projection;  jenachdem  der  Fusspunkt  U  des  Lothes, 

von  T  auf  die  unbegrenzt  verlängerte  Linie  0  S  herabge- 
wird,  auf  dieselbe  Seite  von  0  wie  der  Punkt  8  oder  auf 
ie  ^tgegengesetzte  fällt,  hat  die  betreffende  Projection  ein 
Oßitives  oder  negatives  Vorzeichen,  während  ihr  absoluter 
erth  durch  die  Länge  QU  gemessen  wird.  Nun  bleibt  der 
'iisspunkt  U  so  lange  und  nur  so  lange  ungeändert,  als  sich 
«zugehörige  Punkt  T  auf  derselben  gegen  OS  senkrechten 

ne  befindet.  Mithin  hat  die  Differenz  (2),  welche  gleich 
^  Product  der  positiven  unveränderlichen  Grösse  OS  und  der 
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bezeichneten  Projeetion  ist,  für  alle  Punkte  einer  gegen  OS 
senkrechten  Ebene  einen  constanten  Werth.  der  positiv,  negatir 
oder  gleich  Null  ist,  jeuachdem  der  zugehörige  Punkt  U,  von 
dem  Punkte  0  aus  betrachtet,  auf  derselben  Seite  wie  der 
Punkt  S,  auf  der  entgegengesetzten  Seite  oder  in  dem  Pankte 
0  selbst  liegt.  Die  Ebenen,  in  welchen  die  Differenz  (2)  ihren 
Werth  behält,  sind  zugleich  diejenigen,  in  denen  die  Function 
(1)  constant  ist;  insofern  die  construirte  Linie  OS  auf  der  be- 
züglichen durch  den  Punkt  0  gehenden  Ebene  senkrecht  steht, 
wird  OS  die  in  den^  Punkte  0  errichtete  Normale  der  Ebene 
genannt. 

Ftlr  das  vollständige  Differential  einer  beliebigen  Function 
von  drei  Variabein 

(4)      df(x,y,e)  =    - y/'- dx  +     '  y^^' -  dy  +  -'-  yj-  -^ dB 

ergiebt  sich  durch  Vergleichung  mit  der  Differenz  (2)  die  fol- 
gende geometrische  Deutung.  Von  dem  Punkte  {x^y^B)  oder  0 
aus  ziehe  man  nach  dem  Punkte  S>,  dessen  in  Bezug  auf  0 
genommene  relative  Coordinaten  die  Werthe 

()x  dy  Sz 

haben,   eine  gerade  Linie.    Vermöge  der  Annahme,   dass  niei 
jeder  der  drei  angegebenen  Werthe  gleich  Null  sein  darf,  mu 
der  Punkt  S  von  dem  Punkte  0  verschieden   sein.    Es  we 
ferner  von    dem   Punkte   0  aus  eine  gerade  Linie  nach  d 
Punkte    mit    den    Coordinaten   x  4-  dx^  y-^-dy^B-h  dB,   oder 
gezogen;    dann  ist  der  Werth  des  Differentials  (4)  gleich  d 
Product  der  positiven  Quadratwurzel 


(5)       yn  =  f  pÄ.^'  ^'Y  +  ^-^-^  ^'  ^''Y  +  P^^^'-i^^^Y 

und  der   von   der  Linie  OT  in   Bezug  aut  die  Linie  OS 
nommeneu  Projeetion.    Die  zweifach  ausgedehnte  Manuig&Ltri^** 
keit   von  Punkten,    für    welche    die  Function  f{x,y,B}  den     ii» 

einem  Funkte  x    ,y^^\z^   vorhandenen  Werth   behält  oder   die 
(fleichung 

(0)  t^'V,y,z)  =  f(x    ,  y    ,  z    i 
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befriedigt,  bildet  eine  Fläche   im  Räume.    Wählt  man   einen 

Punkt  x^  y,  e  derselben    beliebig  aus,   der    fest    bleibe,    und 

legt  den  Differentialen  dx^  dy,  de  veränderliche  Werthe  bei,  so 

gehört    ein   Punkt   {x-^-  dx,  y  •\-  dy^  e  -\-  dz) ^    für    welchen    das 

Differential  df{Xy  y,  e)  gleich  Null  ist,    wie  sich  aus  den  mitge- 

theilten  Ausführungen   schliessen   lässt,   derjenigen   Ebene  an, 

ron  welcher  die   bezeichnete  Fläche    in   dem  Punkte   {x,y,js) 

berührt  wird.    Die  von  dem  Punkte  0  ausgehende  Linie  OÄ, 

ftir  welche   die  Cosinus  der  mit  den  Parallelen  zu  der  x,y,e 

Arsit  gebildeten  Neigungswinkel  respective  die  Werthe 

^^i^fl'^^        ^J^^llll).        i/_(^?!j^Lf) 

/y^  dx  dy  dz 


-  j 


YQ  fQ  ]^Q 

"^len,  und  welche  auf  der  berührenden  Ebene  senkrecht  steht, 
"^isst  die  in  dem  Punkte  {Xyy^z)  errichtete  Normale  der  Fläche, 
^^^n  kann  eine  Normale  nach  den  beiden  Seiten  der  be- 
^  ^^lirenden  Ebene  gerichtet  sein;  es  ist  also  wieder  eine  Un- 
^^:wcheidung  zu  treffen.  Wenn  man  ftir  dx^dyjdz  bezie- 
*  ^^ÄJigsweise  drei  Grössen  substituirt,  die  aus  der  Multiplication 
^*^r  drei  Ausdrücke  (7)  mit  dem  Differential  du  einer  unab- 
ngigen  Grösse  u  entstehen,  so  gehört  zu  einem  positiven  du 


18  Fortsehreiten  von  0  nach  S,   zu  einem  negativen  du  das 
*^   ^rtschreiten  auf  derselben  Linie  in  entgegengesetztem  Sinne. 


"^i  der  Anwendung   dieser   Werthe   von   dx^  dy,  dz  auf  das 
ifferential  (4)  verwandelt  sich  das  letztere  in  den  Ausdruck 

0  iQ  du, 

elcher    wegen    des    positiven   Vorzeichens   von   fQ   dasselbe 

orzeichen  wie  das  Differential  du  annimmt.    Daher  wird  die 

-Normale  der  Fläche,  welche  den  drei  in  (7)  angegebenen  Cosi- 

^^  entspricht,   dadurch    bestimmt,    dass    für   einen   von   dem 

-Punkte  x^y^e  der  Fläche   auf  dieser  Normale  fortschreitenden 

-^önkt  das  Differential  der  Function  f{x,y,z)  positiv  ist.    Die 

^wch  die  Gleichung  (6)  dargestellte  Fläche  sondert  Theile  des 

^^^imes,  in  denen  die  Function  den  vorgeschriebenen  coustanten 

^erth  algebraisch  übertrifft  von  Theilen,  in  denen  das  Umge- 

^^krte  Statt  findet;  mithin  ist  die  in  einem  Punkte  der  Fläche 

^  auf  die  angegebene  Weise  construirte  Normale  aus  den  erwähn- 
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ten  Gründen  nach  derjenigen  Seite  der  Fläche  gerichtet,  anf 
welcher  die  Function  f{x,  y,  e)  algebraisch  grüsser  wird. 

Die  als  Beispiel  gewählte  Function 
(9)  f(.x,y,s)  =  x--  +  {/'+«' 

bedeutet  das  Quadrat  der  Entfernung  des  Punktes  (a',  y,  ^1  vom 
Anfangspunkte  der  Coordinateo,  nnd  ist  deshalb  auf  jeder  um 
den  letztern  besehriebenen  Kugelfläcbe  eonstant.  Jede  Kngel- 
fläche  scheidet  die  I'nnkte  des  Raumes,  für  welche  das  Quadrat 
der  Entfernung  grösser  als  das  Quadrat  des  Kugelradius,  von 
den  Punkten,  fllr  welche  das  Quadrat  der  Entfernung  kleiner 
ist,  so  dasa  der  erste  Theil  ausserhalb,  der  zweite  Theil  inner- 
halb der  betreffenden  Kngelrtäche  liegt.  Üie  in  einem  Punkte 
{x,y,e)  fUr  die  gewählte  Kugelüliche  nach  der  gegebenen  Vor- 
schrift zn  errichtende  Normale  wird  nach  demjenigen  Punkte 
gezogen,  der  als  relative^  Ooordinaten  in  Bezug  auf  den  Punkt 
{x,y,ii)  die  partiellen  Differentialquotienten  der  Function  (9i 
2x,  2y,  2e  hat;  die  Richtung  dieser  Normale  geht  vermöge  der 
antgestellteo  Regel  nach  der  äusseren  Seite  der  Kugelfläche, 

FUr  die  D»utung  des  in  (4)  dargestellten  vollständigen 
Differentials  gilt  die  selbstverständliche  Voraussetzung,  dass  die 
drei  partiellen  Differentialquotienten  der  Function  fix,  y,  e)  ftlr 
das  betrachtete  Werthsysteni  {x,  y,  tj  nicht  gleichzeitig  ver- 
schwinden. Ein  solcher  Fall  tritt  bei  der  Fnncfion  x*  +  y*  —  *' 
für  da«  Werthsysteni  a;=0,  y=0,  ^=0  ein,  und  kommt  daher 
bei  der  Gleichung  a;' -f-y"  — .e'^0  vor.  Diese  Gleichung  stellt 
eine  Kegelfläche  dar,  deren  Spitze  sich  in  dem  Punkte 
x^O,  »/=0,  e=i)  befindet;  fUr  diesen  verlieren  die  Formeln 
(7)  ihre  Bedeutung,  während  gleichzeitig  der  Begriff  einer  ein- 
deutig bestimmten  Tangentialebene  aufhört.  Mit  der  Be- 
trachtung der  singulären  Punkte  einer  Fläche,  in  denen  keine 
Tangentialebene  existirt,  werden  wir  uns  nicht  l)eschäftigen, 
and  schliessen  deshalb  das  gleichzeitige  Verachwindea  roa 
Bf  Bf  Bf 
dx    By     de 
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I BL   Analyttsoher  Aiudmok  der  Begrmimig  «Iner  mehr- 
fttoh  aiugedehnteii  Mannigfaltigkeit. 

Die  aufgestellte  Definition  einer  Function  von  einer  und 
TOD  mehreren  Yariabeln  setzt  yorans,  dass  der  Inbegriff  der 
Werthsysteme  der  unabhängigen  Variabein,  auf  welchen  sieh 
die  Fanction  bezieht  und  der  eine  stetige  Mannigfaltigkeit  von 
einer  mit  der  Anzahl  der  unabhängigen  Variabein  gleichnamigen 
Ordnung  bildet,  genau  bestimmt  sei.  Für  die  einfach  ausge- 
dehnte stetige  Mannigfaltigkeit  einer  Variable  x  kann  die 
Bestimmung  nur  auf  die  Art  erfolgen,  dass  die  Variable  x 
&Ue  zwischen  zwei  gegebenen  Werthen  a  und  6,  oder  ausserdem 

ÄÜe  zwischen  zwei  gegebenen  Werthen  o^^  und  b  befindlichen 
Werthe  erhalten  darf,  und  so  fort  in  beliebiger  Wiederholung. 
Man  hat  hier  entweder  ein  Intervall  oder  eine  Folge  von  voll- 
ständig getrennten  Intervallen,  so  dass  es  bisher  genügte, 
immer  nur  ein  Intervall  der  unabhängigen  Variable  ins  Auge  zu 
&88en.  Bei  der  nfach  ausgedehnten  stetigen  Mannigfaltigkeit 
der  n  Variabein  x^, x^,... x^  wurde  in  §  42  angenommen,  dass 
jede  einzelne  Variable  eine  durch  gewisse  Werthe  abgeschlossene 
^tige  Ausdehnung  bekomme,  was  vermittelst  der  Ungleich- 
heiten 

(1)  <h^^\^ *i»  ^2 5> ^2 :^ *2> •  •  •  o« ^ ^» ^ K 

^^sgedrückt  wird.  Wir  haben  aber  schon  an  der  angeführten 
Stelle  I,  §  108  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  ein  Gebiet 
^on  zwei  Variabein  oder  eine  zweifach  ausgedehnte  Mannig- 
Wtigkeit  auch  in  anderer  Weise  bestimmbar  sei.  In  der  dort 
*Dgewendeten  geometrischen  Ausdrucksweise  wurde  gesagt,  dass 
die  Function  von  zwei  Variabein  x  und  y  fttr  einen  Theil  der 
ß^e  oder  für  Theile  der  Ebene  gegeben  sein  könne;  femer 
^rde  ausser  der  Bestimmung,  die  den  Ungleichheiten  (1) 
^tgpricht  und  zu  einem  Rechteck  gehört,  das  Beispiel  erwähnt, 
d*88  eine  Function  fUr  alle  Werthverbindungen  Xj  y,  bei  denen 
die  Quadratsumme  a;"  +  y"  kleiner  als  eine  Grösse  12'  ist,  das 
Zeigst  für  alle  Punkte  innerhalb  eines  Kreises  gegeben  sei, 
^^  in  der  Ebene  um  den  Goordinatenanfangspunkt  mit  dem 
^ins  R   beschrieben   ist.     Alsdann   bildet    die    durch   die 


Gleicbang  a.*+j*=;R*  bestimintt;  Kreislinie  die  Begrenzung 
des  in  Rede  stt^henden  Ttieilä  der  Ebene;  jenachdem  hei  der 
Ungleichheit 

(2)  *  X'  +  .V'  <  fl» 

der  Fall  der  Gleichheit  ausgeschlossen  oder  mit  eingeschlossen 
wird,  sind  die  Punkte  der  Kreislinie  als  ausgeschloHsen  oder 
mit  eiDgeschlosaen  zu  betrachten. 

Man  sieht,  dass  das  TOTliegende  Beispiel  sich  auf  dieselbe 
Function  bezieht,  von  der  am  Schlüsse  des  §  47  gesprochen  ist, 
und  dass  die  allgenieinen  daselbst  angestellten  Erörterunge» 
ebenfalls  benutzt  werden  kUnoen.  In  der  zweiEach  ausgedebuten 
Mannigfaltigkeit  der  Variabelu  x,  y  bilden  hiernach  die  Wcrth- 
verbindungen,  für  welche  eine  Function  t\^,y)  den  constanten 
Werth  /"(ar'"',y"')  behält,  eine  einfach  ausgedehnte  Maunigfaltig- 
keit.  welche  die  Werthverbindungen,  für  die /'(a;,y)<:/'(j;'''*,y'°'j, 
von  denjenigen  trennt,  fUr  die  f\x,  y}>-f{x°*,  j/-"^)  ist.  Das  ana- 
lytische Mittel,  um  den  einen  wie  den  andern  Theil  der  iwei- 
fach  aasgedehnten  Mannigfaltigkeit  zu  bezeichnen,  igt  die  An- 
wendung roQ  einer  der  zugehörigen  Ungleichheiten  ^^  j 

(3)  fix,  yXftx^'^  /■']:  fix,y)>f'2r\  /'),  ^dj 
während  die  Gleichung  ^^^ 

(4)  r(',S)  =  f  >:".«'"< 

die  fUr  beide  Theile  vorhandene  Begrenzung  ausdruckt. 

In  dem  angeführten  Beispiel  ist  die  Function  x"  +  y''  fllr 
alle  Werthverbindungen  x.y  überhaupt  definirt,  wobei  auch 
solche  Verbindungen  zugelassen  sind,  für  welche  eine  der  Va-  - 
nabeln  oder  beide  numerische  Werthe  erhalten,  die  jede  ge-  - 
gebene  Grösse  ühertretVeu  oder  unendlich  gross  werden;  durchs 
die  Ungleichheiten  x' -)-ii''<R»  und  a:'  +  y'>ß*  wird  die  Ge-  - 
sammtheit  aller  Werthverbindungen  in  zwei  Theile  gesondert — « 
Wenn  eine  Function  /\:K,y)  Itlr  alle  Werthverhindnngen  o-,  jr^ 
deßnirt  ist,  so  bewirkt  man  mit  Hülfe  der  Ungleichheiten  (3jtf 
eine  ebensolche  Sonderung.  Uie  zweifach  ausgedehnte  Manuig — 
faltigkeit,  welche  durch  eine  der  beiden  Ungleichheiten  (3)  -^ 
etwa  die  erste  bestimmt  ist,  lässt  sich  dann  vermittelst  de'^ 
EinfUhrnng  einer  neuen  Function  g[x,y)  durch  die  Ungleielk.  — ' 
heiten  ., 
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(5)  9  {X,  yXg  (x^'\  y^'h ;  g  {x,  y)  >  g  (x^'\  y^'^) 

weiter  zerlegen.    Die  Function  g  (o:,  y)  braucht  dann  nur  für  die- 
jenige Mannigfaltigkeit  definirt  zu  sein,  iUr  welche  sie  zur  An- 
wendung kommt.     In  dieser  Weise  kann  fortgefahren  und  der 
Umfang  einer  Mannigfaltigkeit  der  zweiten  Ordnung  analytisch 
äasgedrttckt  werden,   indem  man   vermittelst   einer  Folge   von 
Functionen  der  unabhängigen  Variabein  eine  bestimmte  Folge 
von  Ungleichheiten   aufstellt.    Es  bleibt  hierauf  übrig,  für  den 
einzehien  Fall  zu   entscheiden,   wie   sich  die  Begrenzung   aus 
den  durch  verschiedene  Gleichungen  dargestellten  Mannigfaltig- 
keiten der   ersten  Ordnung  zusammensetze,   wozu   die   geome- 
trische Deutung  nützlich  aber   nicht   unentbehrlich   ist.    Fügt 
'^'Wn  beispielsweise  zu   der   obigen  Ungleichheit  (2)  eine  Un- 
gleichheit 

C2*)  lx  +  my<:() 

*^*fi*u,  wo  {  und  m  Constanten  bezeichnen,  so  wird  der  Theil 
d^8  Innern  der  Kreisfläche  herausgehoben,  der  auf  einer  be- 
®^immten  Seite  einer  durch  den  Mittelpunkt  laufenden  geraden 
-^^nie  liegt;  die  Begrenzung  besteht  daher  aus  einem  gewissen 
***lbkreise  und  aus  dem  Durchmesser,  welcher  die  Endpunkte 
^^s  Halbkreises  mit  einander  verbindet.  Auch  die  in  (1)  ent- 
*^^ltene  Beschränkung  jeder  der  beiden  Variabein  auf  ein  ge- 
^^  Joses  Intervall  wird  durch  ein  System  von  Ungleichheiten 
^^rgestellt,  bei  denen  die  Variabein  selbst  die  Rolle  von  Func- 
^^ouen  übernehmen,  die  unterhalb  oder  oberhalb  von  gewissen 
^^sten  Werthen  dieselben  bleiben  müssen. 

Alles,  was  über  die  Begrenzung  von  Mannigfaltigkeiten  der 

^"^eiten  Ordnung  mitgetheilt  ist,  lässt  sich   in   gleicher  Weise 

^^f  die  Begrenzung  von  Mannigfaltigkeiten  der  dritten  und  einer 

^Uebig  hohen  Ordnung  übertragen.    Daher  reicht  es  aus,  nur 

^on  Mannigfaltigkeiten  der  dritten  Ordnung  zu  sprechen.    Mit 

*lttlfe  einer  Function  f{x,  y,  e\  die  fllr  jedes  Werthsystem  der 

^i^i  Variabein  ar,  y,  b  gegeben   ist,   kann    der   Inbegriff  aller 

Werthverbindungen  durch   die  mit  einem  festen  Werthsystem 

»y^^fj^r^^  gebildeten  Ungleichheiten 
^n  zwei  Theile  zerlegt  werden,  deren  gemeinsame  Begrenzung 
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welche    der 


die    Mannigfaltigkeit    der    zweiten    Ordtiiing 
Gleichung 

(7)  ■   f(z,y,,)  =  nx'',/",,'"') 

entspricht  Für  einen  der  abgesonderten  Tbeile,  zum  BeiB]>iel 
den  znerst  bezeichneten,  liefert  eine  in  Uezog  auf  den&elbca 
deünirte  Function  g(x,jf,s)  eine  neue  Zerlegung,  sobald  mau 
mit  einem  festen  Werthsyatem  ar''',  j/''V'''  die  Ungleichheiten 

(8)  ff  {«,  !/,*)<?  (^'\  '/\  r'");  ff  ix,  y,  s!)>gf  x'",  f\  i'"'! 
anfstellt.  Hiernach  ergiebt  sich  der  analytische  Ausdruck  fiir 
die  Ausdehnung  einer  Mannigfaltigkeit  der  dritten  Ordnung  uU 
eine  mit  einer  Anzahl  von  Functionen  der  unabhängigen  Va- 
riabein gebildete  Folge  von  Ungleichheiten.  Ebenso  gilt  aach 
hier  die  Bemerkung,  Am»  die  in  (1)  enthaltene  Heütimmung,  bei 
welcher  jede  etnzelue  Variable  innerhalb  gegebener  Grenzen 
veränderliefa  ist,  mit  einem  System  von  Ungleichheiten  zusani- 
menfällt,  in  denen  die  Variabein  selbst  die  Fnnctioneo  ersetzen, 
welche  unterhalb  oder  oberhalb  von  gewissen  festen  Wertheo 
bleiben  mUsaen. 

Bei  den  Mannigfaltigkeiten  der  dritten  Ordnung  ist  noch 
der  Vortheil    der   geometrischen   Deutung   vorhanden,    der    bei 
den  Maunigfaltigkeiten  der  höheren  Ordnungen  verloren  geht 
Die  nach  dem  Muster  von  (1)  gebildeten  Uugleichlieiten 
(!•)  a<.x<zA,  6<j/<:ß,  c<j<C' 

drucken  aus.  das»  der  auf  rechtwinklige  Coordinalen  bezogene 
Punkt  {x,  y,  js)  innerhalb  eines  rechteckigen  FaraIk'lepi|>edons 
gelegen  sei,  bei  welchem  die  drei  Paare  von  [laralteleu  Ebenen 
respective  den  Coordinatenebeuen  parallel  sind  und  dnrch  di« 
Gleichungen  x^a,  x^A;  |»=i,  .v=5;  *=c,  ?=Cben!iclin^ 
werden.  Nehmen  wir  als  zweites  Beispiel  die  beiden  Ungleich 
heiten 

(9)  i*  +  y'  +  *'<j'°'' +/'*  +  /'"',  /x  +  mj/  +  f.r<:0, 

wo  l,  m,  n  Constanten  sind;  dann  stellt  nach  dem  vorigun  §  ^B 
erstere  den  im  Innern  einer  Kugelfläche  befindlichen  Raum 
während  die  zweite  Ungleichheit  den  Theil  heransnimmt,  welcl 


auf  einer  bestimmten  Seile  einer  gewissen  durch  den  Kng  *^' 
mittelpunkt  gehenden  Ebene  liegt  Die  Begrenzimg  des  ^^mf 
diese  ^eisc  bestimmten  Raunios  wird   daher   durch  eine  ha  -Mie 
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I  £ngelfläche  und  dnrcli  das  von  dem  entsprechenden  grösten 
V  Kreise  eingeschlossene  Stück  einer  Ebene  gebildet.  Man  erhält 
den  analytischen  Ausdruck  der  beiden  Theile  der  Begrenitung, 
indem  in  (9)  zuerst  nur  das  erste  Zeichen  der  Ungleichheit, 
hierauf  nur  das  zweite  Zeicheu  der  Ungleichheit  durch  ein 
Gleichbeitezeicben  ersetzt  wird. 


isa. 


Partiell«  Differsnien  and  Differ«iiti»liiaotlant«ii 
VBraohledener  Ordnniig;en. 


Durch  die  in  §  44  auj^estelltc  Betrachtung  der  ^^ollständi- 

gen  Differenz  einer  Function  mehrerer  Variabein  ergaben  sich 

tlie  Begriffe   der   in   Bezug  auf  eine  einzelne  Variable   und  anf 

loelirere  Variabein  genommenen   partiellen  Differenzen.     Da  für 

jede  Variable    immer    nur  eine   einmalige  Differenz    gebildet 

^^Orde,    waren  die  nach   einer  einzelnen  Variable  genommenen 

/►artiellen  Differenzen  von   der  ersten,   die  nach  mehreren  Va- 

*~i«I>elu  genommenen  Differenzen  von  einer  mit  der  Anzahl  der 

*"  a-riabeln  gleichen  Ordnung. 

Bei  der  in  §  45   mitgetheilten  Darstellung  des  vollständi- 
gen Differentials  einer  Function  kamen  jedoch  nur  solche  par- 
^*lle  Differentialquotienten   vor,    die  nach   einer  einzelnen  Va- 
*^bie   genommen  sind.     Man  kann   nun   die  Bildung   der    par- 
*«llen  Differenzen  und  der  partiellen  Ditfereutialquotienten  auf 
^*->e    Weise  wiederholen,    dass    man    zuerst    mit    einer  Variable, 
^■IsdaTin     mit    einer    anderen    und    wieder    mit    einer    anderen 
ariable  mehrfach  operirt,  und  hierauf  zu  einer  oder  zu  mehrern 
**-6r  früher  angewendeten  Variabein  zurllckkelirt;  die'  Ordnungs- 
^^*i>l  ist  hierbei  gleich  der  Anzahl    der   sämmtlichcu    einzelneu 
Vorgenommenen  Operationen.    Ohne  die  ho  erzeugten  partiellen 
"^Differenzen  verschiedener  Ordnungen  speciell  zu  erfirtern,  fllhren 
^*ir  den  Satz  an,   dass  der  Werth   einer  aus  einer  bestimmten 
Reihenfolge  von  einzelnen  Differenzenformationen  hervorgegan- 
genen partiellen  Differenz  sich  bei  einer  beliebigen  Vertauschung 
**er  einzelnen  Differenzenformationen  nicht  ändert.    Dieser  Satz, 
Welcher  in  §  44  für  die  daselbst  auftretenden  Differenzen  mehr- 
'«<jher  Ordnung  bewiesen  ist,  lässt  sieh  mit  Hülfe  des  gleichen 
'  erfabreus  allgemein  beweiscu.     Von  den  partiellen  Differential- 
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qaotienten  der  verschiedenen  Ordnungen  wird  dagegen  ansttihr- 
licher  zu  sprechen  sein. 

Wir  beginnen  wie  in  §  43  mit  einer  Function,  die  durch 
Multiplication  yon  lauter  Functionen  der  einzelnen  Variabeln 
a:,,  x^^..,x^  entsteht, 

(1)  f  {x,,  a;^, . . .  a; J  =  cp^  {x,)  (f^  (a:,) . . .  y.  (a; J. 

Es  möge  nun  f{x^y  x^y...xj  in  der  folgenden  Anordnung  par- 
tiell differentürt  werden:  zuerst  l^  mal  nach  a:^  dann  A,  mal 
nach  a:^, . . .  ^^  mal  nach  x^,  hierauf  //,  mal  nach  x^,  /a^  mal  nach 
a;^, . . .  Hn  ™*'  ^^^  ^n*  ^^  J®^®  partielle  Differentiation  immer 
nur  einen  Factor  des  Products  berührt,  so  bekommt  man  nach^ 
einander  die  Ausdrücke 


(2) 


da: 


^ 


Ta  (^2)  •  •  •  y«  (^1.)» 


A 


rf.r. 


^ 


^a?.. 


J  V/>,  (a:,) 


(ia?! 


a. 


^^^  y.  (-^  j 


^'■'"V.r-,) 


'^''r,  (•'•.)       '''" '/.  <>.) 


(/a; 


1 


dx. 


dJ; 


-  } 


^^'>2  0^^.)  <7'^^/^«k) 


Ja? 


*i+."i 


dx. 


^+/'i 


—  •  • 


/■^"V.C^,)   '?''-"'V,(.r,) 


'''"'""y.  W 


Ja; 


^1+^1 


Jx 


^+  ."s 


fla? 


Es  muss  der  letzte  Ausdruck  stets  derselbe  bleiben,  wie  auc  ^ 
die  Reihenfolge  der  successiven  partiellen  Differentiationen  abge^ 
ändert  werde,  weil  die  Aj  +  i/,  nach  x^  zu  yollziehende^ 
Differentiationen  nur  den  ersten  Factor,  die  A^  -f-jri,  nach  x^  z^ 
vollziehenden  Differentiationen  nur  den  zweiten  Factor  angehed^ 
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a.s.f.,   und  weil  sich  das  zu  bildende  Endproduct  immer  aus 
denselben  Factoren  zusammensetzt. 

Der  in  der  Formel  (10)  des  §  45  enthaltene  Satz,  dass  der 
nach  einer  einzelnen  Variable  genommene  partielle  Differential- 
quotient einer  Summe  von  Functionen  gleich   der  Summe  der 
betreffenden     partiellen    Differeutialquotienten     der    einzelnen 
Snmmanden  ist,   zieht  den  Satz  nach  sich,    dass,   um  den  par- 
tiellen Differentialquotienten    einer  Summe    nach   mehreren   in 
einer  bestimmten  Reihenfolge  gegebenen  Variabein  zu  bilden, 
ftir  die    einzelnen   Summanden    das   entsprechende   Verfahren 
»Hszuftlhren  und  von  den  so  entstandenen  partiellen  Differeu- 
tialquotienten die  Summe  zu  nehmen  ist    Für  eine  Summe  von 
^rodncten,    bei    denen  jeder   Factor   nur   von   einer   einzigen 
*^ariable  abhängt,  wird  daher  ein  auf  eine  bestimmte  Reihenfolge 
^'on  Variabein  bezüglicher  partieller  Differentialquotient  hervorge- 
bracht, indem  man  jeden  Summanden  wie  die  obige  Function  (1) 
'-^o handelt.    Es  hat  sich  aber  herausgestellt,  dass  die  so  erzeug- 
^^n    einzelnen  partiellen  Differentialquotienten  bei  einer  belie- 
^^gen  Vertauschung  der  erforderlichen  partiellen  Differentiationen 
'^'<5ht  geändert  werden;  diese  Eigenschaft  geht  auf  die  Summe 
^  ^^n   mehreren  partiellen  Differentialquotienten  über.    Mithin  ist 
Werth  des   partiellen  Differeutialquotienten  einer  Summe, 


\^i*en  Summanden  Producte  aus  Functionen  der  einzelnen  Va- 

*  ^beln  sind,  •  von  der  Vertauschung  der  Ordnung  der  einzelnen 

y^^rtiellen    Differentiationen    unabhängig.      Hierauf   darf    man, 

*^Olich    wie    in  §   45,    den   Schluss   gründen,    dass    bei   allen 

^tionalen  ganzen  Functionen  mehrerer   Variabein  die  sämmt- 

^^hen  partiellen  Differentiahiuotienten   die  Eigenschaft  haben, 

^n   der  Reihenfolge  der  eiuzehien  partiellen  Differentiationen 

^J^ubhängig  zu   sein,    und  kann  alle  Functionen  mehrerer  Va- 

^H.beln,  welche  an  dieser  Eigenschaft  Theil  nehmen,   als  regel- 

ssige   erklären.     Indessen  lUsst   sich    auch    ein  System   von 

^^Sondern   Voraussetzungen   der   Stetigkeit   aufstellen,  die   für 

^^Uen   weiten  Inbegriff  von  Functionen   die   in  Rede  stehende 

'^^^genschaft  zur  Folge  haben. 

Die  Reihenfolge,  in  welcher  bei  einer  gegebenen  Function 
^ ^^j, x^, . . xj   die  successiven  partiellen  Differentiationen  aus- 

^^flhren   sind,   sei    durch    die    Reihenfolge    der    betreffenden 
"^nabeln  bezeichnet. 
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8  S2, 


(3)  «.,  «j,  »,,  a^,  *„.... 

wo  die  anK  der  Reilie  von  I  bis  n  {^enonimeneu  Zci(;or  in 
beliebigen  Wiederholungeu  aaftreteii  dürfen.  Diircli  irgt!nd  uiin; 
Vertauschang  der  Zeiger  entstehe  die  Anordnung 

(4)  a;„,,  x^.,  Xj.,  x,^.,  x^ ; 

es  kommt  nun  darauf  an,  die  zn  den  Anordnungen  (3)  und 
(4)  gehörenden  partiellen  Differentialquotientcn  lu  vergleichen 
nnd  deren  Uebereinstimniung  xu  begründen.  Zunilchät  läfet 
sich  zeigen,  dass  jede  Pemintation  erhalten  werden  kann, 
indem  eiue  hinreichende  Anzahl  von  Mulcn  immer  nur  solche 
Elemente  unter  einander  vertauscht  werden,  die  neben  ein- 
ander stehen.  Nach  I,  g  73  ist  es  möglich,  jede  gegebene 
Permutation  durch  lauter  gegenseitige  Vertanschungen  von  je 
zwei  Zeigern  her>-orzubringen ;  man  hat  daher  nur  noch  den 
Beweis  zu  führen,  dass  jede  gegenseitige  Vertanschung  von 
zwei  Zeigern  durch  eine  Aumhl  von  Vertauschnngen  neben 
einaudersteh ender  Zeiger  erzengt  werden  kann.  Ein  zu  diesem 
Zwecke  geeignetes  Verfahren  mlJge  an  einem  Beißpiel  ansein- 
andcTgesetzt  werden.  Um  in  (3)  die  Elemente  x^  nnd  *,  mit 
einander  zu  vertauschen,  lassen  sich  die  folgenden  I'ermata- 
tionen  von  der  vorgeschriebenen  Beschaffenheit  benutzen,  bei 
denen  die  vor  x^  und  nach  x^  vorkommenden  Elemente  nnge- 
ändert  bleiben  und  deshalb  nicht  notirt  werden, 

z^  x^  x^  x^ 

JC(  a:^  a:^  x^ 

X,    X.    X.    X, 


x^  x,   x^  x^. 

Die  Anzahl  von  Permutationen  benaehbarter  Elemente, 
welühe  gebraucht  wird,  um  das  Element  x^  von  der  ersten 
Stelle  der  aus  4  Elementen  bestehenden  tiruppe  an  die  letzte 
Stelle  zu  bringen,  beträgt  3;  die  Anzahl,  welche  ferner  noch, 
nöthig  ist,  um  a,  an  die  erste  Htelle  und  die  mittleren  Element© 
an  ihre  urspünglichen  Plätze  zu  rücken,  beträgt  2,  so  das»  im 
ganzen  5  Permutatiouen  benachbarter  Elemente  zur  Auwendims  , 


§  52.     Yertauschnng  der  Reihenfolge  der  partiellen  Dififerentiationen.      279 

kommen.  Damit  zwei  Elemente  gegenseitig  ihre  Platze  ver- 
tauschen, die  das  erste  und  letzte  Element  einer  Gruppe  von 
q  auf  einander  folgenden  Individuen  ausmachen,  hat  man  für 
den  ersten  der  beschriebenen  Processe  die  Anzahl  q — 1,  für 
den  zweiten  die  Anzahl  q — 2  von  Vertauschungen  neben  ein- 
anderstehender  Elemente  zu  benutzen,  womit  die  aufgestellte 
Behauptung  vollständig  erwiesen  ist.  Wenn  man  daher  von 
der  Anordnung  (3)  zu  der  Anordnung  (4)  durch  eine  Folge  von 
Permntationen  je  zweier  benachbarter  Elemente  übergeht,  und 
für  die  sämmtlichen  aufgestellten  Anordnungen  die  zugehörigen 
partiellen  Diflferentialquotienten  der  Function  f{x^j  ar^, . . .  x^ 
bildet,  so  genügt  der  Nachweis,  dass  jedes  Mal  zwei  partielle 
Differentialquotienten  einander  gleich  werden,  bei  denen  die 
nach  zwei  benachbarten  Elementen  genommenen  Differentia- 
tionen vertauscht  sind,  um  das  allgemeine  Resultat  abzuleiten, 
dass  die  auf  die  Anordnungen  (3)  und  (4)  bezüglichen  partiel- 
len Differentialquotienten  einander  gleich  werden.  In  letzter 
Instanz  sind  also  immer  nur  zwei  Elemente  x  und  y  zu  be- 
trachten und  die  Bedingungen  aufzusuchen,  unter  denen  eine 
Function   g(x,y)   derselben  die   Eigenschaft  besitzt,  dass  der 

nach  y  genommene  partielle  Differentialquotient  von     ^^^  ^ 

0  X 

dem  nach  x  genommenen  partiellen  Differentialquotienten  von 
-  ^  '    •  gleich  wird. 

Des  bequemem  Ausdrucks  wegen  setze  man 

Für  das  einmal  gewählte  Werthsystem  x,  y  möge  die  Variable  x 
das  Increment  A,  die  Variable  y  das  Increment  k  erhalten,  und 
es  werde  von  der  Function  g  (o?,  y)  wie  in  (9)  und  (10)  des 
§  44  die  auf  beide  Variabein  bezügliche  partielle  Differenz  der 
zweiten  Ordnung  gebildet 

(6)      g(x4-h,  y  +  k)  —  g{x,y  +  k)  -  g{x  +  ä, y)  +  g{x,y); 
dieselbe   ist  sowohl  gleich   der   nach  y  genommenen  Differenz 
der  Differenz 

(7)       .  y{^'^Ky)'-g{^>y) 

wie  auch  gleich  der  nach  x  genommenen  Differenz  der  Differenz 
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(8)  9(^jV  +  ^)  —  9(^fV)' 

Der  Ausdruck  (7)  hat,  als  Function   der   einzigen  Variable  y 

aufgetasst,  den  nach  y  genommenen  DifTerentialqnotienten 

der  Ausdruck  (8),  als  Function  der  einzigen  Variable  x  betrach- 
tet, den  nach  x  genommenen  Differentialquotienten 

(10)  ^,(^,y+*)  — ^,(^,y). 

Nun  enthalten  die  §§  24  u.  f.  Hülfsmittel,  um  die  Differenz  einer 
Function  einer  Variable  2^  (-s^  +  f)  —  2^ (-8r)  vermittelst  des  nach  jg 
genommenen  Differentialquotienten  F'  (z)  auszudrücken.  Wenn 
die  Function  F'(^)  flir  das  von'L*=-8f  bis  l.*=-8r  +  /  ausgedehnte 
Intervall  eindeutig,  endlich  und  stetig  ist,  so  wird  die  bezeich- 
nete Differenz  nach  (IG)  des  §  24  durch  das  folgende  bestimmte 
Integral  dargestellt 

(11)  JP(^  +  0  -  Fiz)  ^fP'Q  d':. 

Sobald  ferner  die  Function  F'  (l)  in  dem  genannten  Inter- 
vall nur  eine  beschränkte  Anzahl  von  Malen  vom  Wachsen  zum 
Abnehmen  ttbergeht  und  in  der  Weise  stetig  ist,  dass  bei  der 
Einschaltung   einer  Folge   von  Werthen   z,  ^j,  i^, . . .  r„_„ -y  +  I, 

bei  der  je  zwei  auf  einanderfolgende  Werthe  um  weniger  als  eine 
kleine  Grösse  d  differiren,  die  entsprechenden  Differenzen  der 
Werthe  der  Function  F'(l)  numerisch  kleiner  als  dieselbe  be- 
liebige kleine  Grösse  /  ausfallen,  dann  lässt  sich  nach  §  2G  die 
rechte  Seite  der  obigen  Gleichung  (11)  durcli  das  Product  der 
Grosse  l  und  eines  Mittel werthes  der  Function  F'('^)  ersetzen, 
so  dass  die  Gleichung 

(12)  FU  +  1)-  F{js)  =  lF'[js  +  Hl) 

entsteht,  in  der  ß  einen  positiven  echten  Bruch  bedeutet.  Unter 
der  Voraussetzung,  dass  der  Ausdruck  (91  als  Function  von  y 
und  der  Ausdruck  (10)  als  Function  von  ./  die  für  die  Functioa 
F'CC)  vorgeschriebenen  Bedingungen  erfüllt,  folgt  also,  indem. 
ß^  und  ß^  positive  echte  Brüche  !)ezeichnen,  für  die  Differenz 
(6)  die  zweifache  Darstellung 

(13)  (j(x+h,y'hk)  —  g(x,i/  +  l)  —  g{r'\-h,y)  +  y{x,y) 

=  f^'{gi(X'{-h,y  +  ßJ:)  —  f/^(x,y+ß^k)), 

(14)  y(x+h,y+k)  —  ff(x,y+k)  -gix-hh.y)  +  f/ix,y)' 

=  Itlg,  {x  +  ff,  A,  y-f /. )  -   //,  (x  +  «,  A,  y)). 
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Dividirt  man  beide  Ausdrücke  durch  das  Produkt  hk  und  setzt 
sie   einander  gleich,  so  kommt 

h 

_  g^{a  +  Oifh  y  +  k)  —  g^jx-^  e^h,  y) 

~  k 

Der  Quotient  links  difFerirt  fUr  einen  beliebig  kleinen  Werth  h 
unrm     beliebig   wenig   von   dem  partiellen  Differentialquotienten 

^J^-^f  bei  dem   das   erste   Argument   gleich  x,   das  zweite 

Ai-gnment  gleich  y  +  S^k  ist,   der  Quotient  rechts  ftlr  einen  be- 
liebig kleinen  Werth  k  um  beliebig  wenig  von  dem  partiellen 

w^^  •  (J  ff    ix   1j) 

Differentialquotienten  -^*  -^^,   bei   dem   das   erste  Argument 

{gleich  x-hß^h,  das  zweite  Argument  gleich  y  ist.  Es  wird  jetzt 
'''^»•ner  vorausgesetzt,  dass  sieh  der  partielle  Differentialquotient 

— =— «^Li^  stetig  mit  der  Variable  y,  und  der  partielle  Differential- 

nu€>tient  -^^'^^'^-  stetig  mit  der  Variable  x  ändere.    Dann  erhält 

^'y 

'■^i^F^  die  zu  beweisende  Gleichung 

<  if^  V  ^y^{^',y)_^yx{^,y), 

dx  (}y 

Aus  den  GUltigkeitsbedingungen  von  (16)  fliesst  das  System 
^'^^*^  Bedingungen  flir  den  allgemeinen  Satz,  dass  der  Werth 
^*>rÄ^>.jj    partiellen    Differentialquotienten    einer    beliebig    hohen 


nung  durch    keine  veränderte  Anordnung   der  zugehörigen 

^**^5^elnen   Differentiationen    verändert    wird.    Die   Anzahl   der 

^^'•^'tiellen  Differentialquotienten  einer  gewissen  Ordnung,  welche 

^^^^     einer   Function    einer   bestimmten  Anzahl   von  Variabein 

^^ •bildet    werden    können,     lässt    sich    leicht    angeben.     Bei 

^rk^ir  Function   von  n  Variabein  /'(a:„  x.^^.,.xj  existiren  die  » 

^^^^ähnten   partiellen  Differentialquotienten  der  ersten  Ordnung 

äf  df  df 

ix,  dx,,  dx^ 

*^^^  partiellen  Differentialquotienten  der  zweiten  Ordnung  wer- 

^^^  entweder  zwei  Mal  nach  derselben  Variable  oder  nach  zwei 

^^^«chiedenen  Variabein  genommen ;  von  den  ersteren  giebt  es  n, 


1 

\ 


i 
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,  j  w(w— 1)         ...      .  n(n  +  l)         „ 

von  den  andern  — --  i  mithin  im  ganzen  — >--—''-  •     Man 

^  2 

ersieht  die  übliche  Bezeichnung  au  den  folgenden  Beispielen 

dx^  da]  dx^  dx^  da^ 

WO  in  Folge  des  obigen  Satzes 

Sx^  f)x^  dx^  dx^ 
ist.  Um  die  sUmmtlichen  partiellen  Diiferentialqnotienten  der 
i^ten  Ordnung  zu  erhalten,  kann  man  dieselben  in  solche  ein- 
theilen,  die  sich  auf  eine  einzige  Variable,  auf  zwei,  auf  drei 
Variable  beziehen  u.  s.  f.  Nach  einer  einzigen  Variable  z.  B. 
x^  muss  pmal  differentiirt  werden,  es  existirt  also  nur  ein  zu- 
gehöriger partieller  Diiferentialquotient 

(17)  --f- 

In  Bezug  auf  zwei  Variable  z.  B.  x^  und  x^  hat  man  die  par- 
tiellen Differentialquotienten 

dx^  dxf^ 
wo   die   ganzen  positiven  Zahlen  a,  ß  die  Gleichung  a  +  /i=r|i 
erfüllen;    in  Bezug  auf  drei  Variable  z.  B.  x^,  x^,  x^  die  par- 
tiellen Differentialquotienten 

(19)  ä—ß y-' 

dx^  daf^  ^a?J 

wo  die  ganzen  positiven  Zahlen  a,  ß^  y  die  Gleichung  a-hß+y=2ß 
befriedigen,  u.  s.  f.    Es  ergiebt   sich  demnach  die  Anzahl  der 
partiellen  Differentialquotienten  von  jeder  der  bezeichneten  Arten 
beziehungsweise  gleich   der  Anzahl  der  Auflösungen  der  Glei- 
chungen 

(20)  o  +  ß^p,   a-^ß+y=2>j"' 

wofern  a,  ßy  y  lauter  von  der  Null  verschiedene  ganze  positive 
Zahlen  bedeuten.  Die  erste  der  Gleichungen  (20)  besitzt  ^i—l 
Auflösungen,  weil  die  Grösse  u  successive  gleich  den  Zahlen 
1.  2,  i^, ...jo  — 1  gesetzt  werden  kann,  und  die  Grösse  ß  durch 
den  Werth   von  u  vollständig   bestimmt   wird.    In  der  zweiten 
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Gleichung  (20)  darf  a  succcssive  gleich  den  Zahlen  1,  2,  3, . .  jp — 2 
genommen  werden,  während  ttir  ft  und  /  jedes  Mal  die  sämmt- 
liehen  Anflösangeu  der  Gleichung  /:?4-y  =  (p— a)  zu  bilden 
sind,  deren  Anzahl  nach  dem  Vorhergehenden  p—a  —  l  beträgt. 
Die  Anzahl  der  sämmtlichen  Auflösungen  wird  deshalb  durch 
die  Summe 

(l>— 2)  +  (p-3)  +  ...  +  l 

ansgedrttckt,  deren  Werth  gleich  ^P~^)^P~^)  igt. 

Bezeichnet  man  die  Anzahl  der  Auflösungen  der  ^tcn  Glei- 
chung (20),  in  der  ^4- 1  Summanden  vorkommen,  durch  ^^^,(p), 
80  ist  die  Anzahl  der  Auflösungen  der  (^  +  l)ten  Gleichung, 
wo  die  Grösse  «  vermöge  des  angegebenen  Verfahrens  die 
W'erthe  1,  2, ...p  —  ^  — 1  bekommen  darf,  gleich  der  Summe 

Oörch  directe  Betrachtung  hat  sich  gezeigt,  dass 
(22)  E,(p)  =p-i,  E^ip)  =  LP-MfZ^ 

18t.     Wegen   der  Gleichung   (21)   muss   die  Function  E^^ijp) 

"^i"  Diflferenzengleichung 

(2B)  E^^,  (i»  +  1)  -  E^,^,  (p)  =  E^^,  (p) 

S^Wigen,  und  nach  der  gegebenen  Definition  tlir  p=^  +  2  gleich 
tei*  Einheit  sein;  diese  Eigenschaften  enthalten  eine  voll- 
»Ändige  Bestimmung.  Es  wird  die  gesuchte  Anzahl  der  Auf- 
tesungen  der  (^  +  l)ten  Gleichung  in  (20)  oder  die  Anzahl  der- 
Jönigen  partiellen  Difierentialquotienten  derpten  Ordnung,  welche 
weh  auf  ^4-2  von  einander  verschiedene  bestimmte  Variable 
Wichen,  durch  den  Ausdruck 

(24^  TP      f^>i—   (P-1)(P— 2)--«(p  — g-1) 

dargestellt,  welcher  tlttr  ^  =  ^  +  2  gleich  der  Einheit  ist  und 
vermöge  der  Relation 

p(p— l)...(p~-p)  _  (p-l)(p^2)...(p~()-  0 
1.2.3, ,.{q+1)  1..2.3...((>4- 1) 

=.    (p-l)'(p-2)...(p-(>) 
1.2.3...P 
^^  Gleichung  (23)  befriedigt.  Wenn  man  jetzt  hinzunimmt,  was 


Aii^alil  <]ur  partit'llrn   ÜilVen-ntialqiiotie 
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in   I,  §  4ti   aaseinamlur     ^eHetzt    ittt ,     ilass    bei    »   F>leinenten 
a;,,  ;Cj,  .,.*■„  die  Anzahl  <ior  oline  Wiederliolung  gebildeten  Com- 


binatioimn   ku   einem  Element  ? 


zu  a  Eleniciitcii 


zu  zwei  Elementen  - 

±Ü1 


1.2 


beträgt,  »o  findet  uiau  für 


1  .2.,.f 

die  Gesanimtzaid   der   partiL-lleii  DiH'eicntiiih|n<itieuten  der  /iten 
Ordnung  den  Auxdruck 


(25) 


nin 


-1'/ 


-D- 


»(H-l)(n-2)  (,.-l)(p-2) 


1.2.3  1.2 

Derselbe  lässt  sieh  in  der  folgenden  Weise  /nsanimenftiosen.  Es 
möge  au  den  n  Elementen  x,,  x-^, . . .  x^  eine  zweite  Gruppe  von 
0'— 1)  neuen  Elementen  t^,t.,,...t^_^  liinzngefllgt  werden,  ao 
dass  da»  System  von  (n+p — 1)  Elementen 

x^,  X.J,  ■■■■»,;   'n  'n  ■■  ■ ',,_! 
entsteht.    Nach    dem  Obigen    ist  hier   die  Anzalil  der  i^ämml- 
liehen    »hne  Wiederholung  gebildeten  Combinatiunen  zu  p  Ele- 
menten gleieh  dem  Werth 
CytU  n(n  +  l)(n+2)...in+p-l) 

^     '  1  .  2  .  3  . . .  y 

Man  kann  aber  diese  sämmtliehen  Combinationen  aueh  da- 
dureh  hervorbringen,  dasa  man  je  ein  Element  der  ersten  Gruppe 
mit  allen  Elementen  der  zweiten  Gruppe,  hierauf  jede  Aniliu 
aus  der  ersten  mit  jeder  Cnmbination  zu  p  —2  aus  der  zweiten. 
Überhaupt  jede  Combinatiou  zu  a  Elementen  aus  der  ersten  mit 
jeder  Combination  zu  p  —  u  Elementen  aus  der  zweiten  Gruppe 
verbindet,  wobei  die  Wiederbolungen  stets  ausgesehlossen  sind. 
Xnu  siebt  mau  leicht,  dass  die  Anzahl  der  so  entstehenden 
Verbindungen  durch  den  Ausdruck  (25)  dargestellt  wird;  also 
muss  derWerih  desselben  gleich  dem  in  126)  angegebenen  Aus- 
drucke sein,  welcher  demnach  die  Gesnmnitzahl  der  partielleu 
Differentialqnotienten  durften  Ordnung  einer  Function  von  «  Va- 
riabeln  bezeichnet. 

Der  vorliegende  Gegenstand  hat  eine  nahe  Verwandtschaft 
mit  der  Lehre  von  den  rationalen  ganzen  homogenen  Functionen 
des  />ten  Gratles  von  n  Variabcln.  Jedes  Glied  einer  solchen 
Function  ist  ein  Product  von  ganzen  positiven  Potenzen  der 
einzelnen  Variabein,  wobei  die  Summe  der  Exponenten  best&n- 
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dig  den  Werth  der  Zahl  p  hat.  Sobald  daher  die  n  Variabein 
der  homogenen  Function  durch  x^^  a?j, . . .  x^  bezeichnet  werden, 
80  entspricht  jedem  der  oben  betrachteten  partiellen  Diiferen- 
tialqaotienten  ein  bestimmtes  Glied  der  erwähnten  homogenen 
Function  in  der  Weise,  dass  die  einzelnen  Variabein  hier  so  oft 
zo  einem  Product  vereinigt  sind,  als  dort  nach  ihnen  differentiirt 
wird.  Die  Anzahl  der  sämmtlichen  verschiedenen  Glieder,  die 
in  der  homogenen  Function  des  ^ten  Grades  vorkommen  können, 
Mi  deshalb  mit  der  Anzahl  der  sämmtlichen  partiellen  Diffe- 
i^ntialquotienten  der  pten  Ordnung  zusammen;  sie  ist  gleich 
der  Anzahl  aller  aus  n  Elementen  mit  Wiederholung  gebildeten 
Kombinationen  zu  p  Elementen  und  wird  durch  die  obige  For- 
»öel  (26)  ausgedrückt. 


i  BS.   Vollständige  Differentiale  und  DifliBrentialquotienten 

▼ersohiedener  Ordnungen. 

Die  Darstellung  des  vollständigen  Differentials  einer  Func- 
tiaxt  von  mehreren  Variabein  beruht,  wie  in  §  45  hervorgehoben 
^   auf  der  Voraussetzung,    dass   die  bezüglichen  Differentiale 
fl^x*  Variabein   sämmtlich    kleine  Grössen    derselben   Ordnung 
^^^d;   alsdann  ist  das  vollständige  Differential  gleich  dem   bis 
*^f  kleine  Grössen  dieser  Ordnung  genauen  Ausdruck  der  voll- 
mundigen  Diflferenz   der  Function.    In  Uebereinstimmung  mit 
i^mjenigen,   was   in  §  41  über  die  Differentiale  verschiedener 
^^t^nungen  ausgeführt  wurde,  ist  das  zweite  vollständige  Diffe- 
^ntiri  der  Function   gleich    dem   bis   auf  kleine  Grössen  der 
^!Weiten  Ordnung  genauen  Ausdruck  der  zweiten  Diflferenz  der 
^^unction,   welcher  für  die  Annahme   gebildet  wird,   dass  die 
zweiten  Differenzen  der  einzelnen  Variabein  kleine  Grössen  der 
Weiten  Ordnung  seien;  die  höheren  Differentiale  der  Function 
werden  durch    ein   entsprechend  fortschreitendes  Verfahren  de- 
finirt.  Während  die  ersten  Diflferenzen  der  Variabein  a;„  a;^»--' *^n 
*b  kleine  Grössen   der   ersten  Ordnung    die  Differentiale  der 
Otiten  Ordnung  dx^,  drr^, . . .  dx^  heissen,  werden  die  Diflferenzen 
4cr  zweiten,   dritten  Ordnung  u.  s.  f.   als  kleine  Grössen   der 
ßnt8prechenden  Ordnung  beziehungsweise   die  Differentiale  der 


i 
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zweiten,  dritten  Ordnung  n.  s.  f.  genannt,  und  mit  den  Zeicben 
(Ta^j,  d  Xj,..  rf'a:^;  tfa\,  <fx^, . .  d'»,, ,  . .  notirt.  Der  Ausdruck 
der  höheren  vollständigen  Differentiale  einer  Funetion^(3;„  x^,..xj 
gebt  aus  dem  Ausdruck  des  ersten  voll«tändigen  Differentials 


(1)     ■!/■(«„« 


".)- 


dx^  ■ 


da:,- 


dx. 


ähnlich  wie  in  §  41,  mit  Hülfe  der  Regel  hervor,  nach  welcher 
das  erste  vollständige  Differential  einer  Summe  von  I'roducten 
gebildet  wird.  Wir  halten  in  8  45  darauf  anfmerksam  gemacht, 
dass  die  Regeln  xur  Bildung  des  Differentials  einer  Summe, 
einer  Differenz,  eines  Products  und  eines  Qnotienten,  welche 
dort  von  (10)  bis  (12)  gehen,  dieselbe  Gestalt  haben,  mSgen  sie 
sich  auf  Functionen  von  einer  oder  von  mehreren  Varisbela 
bezieben.  In  g  41  wurde  aus  der  Regel  für  die  Darstellung 
des  ersten  Differentials  eines  Products  von  zwei  Functionen 
einer  Variable  der  Ausdruck  (IS)  eines  beliebig  hohen  Diffe- 
rentials desselben  Producta  abgeleitet.  Insofern  nun  flir  Func- 
tionen mehrerer  Variabein  dieselbe  Grundregel  gilt,  so  folgt 
auch  ein  entsprechendes  Endretinltat,  das  für  das  ^te  Differen- 
tial des  Products  zweier  Functionen  von  »  Variahein 

f{Xj,  x^, . . .  x^]  unif  ff(Xf,  x^, . . .  x^) 
folgendennassen  lautet 


(2)   f(fg)  =  ^f.9+^.-er'f.dg  + 


1.2 


U'-Y^9+--+f-^9- 


Hier  gilt  jedes  Differential  einer  gewissen  Ordnung  von  einer 
der  beiden  Functionen  als  eine  kleine  Orilsse  von  der  gleich- 
namigen Ordnung,  so  dass  die  rechte  Seite  ein  Aggregat  von 
kleinen  Grössen  der  pton  Ordnung,  mithin  selbst  gleich  einer 
kleinen  Grösse  der  j^ten  Ordnnng  ist.  Wird  uach  dieser  Regel 
das  (p  —  l)te  vollständige  Differential  von  jedem  Summanden 
der  rechten  Seite  von  (1)  genonmien,  indem  der  partielle  erste 
Differentialquotient  den  einen,  das  erste  Diffcrentiul  der  ent- 
sprechenden Varialiie  den  anderen  Factor  des  Products  liefert, 
ao  giebt  die  Addition  der  einzelnen  Bestandthetle  fitr  das  j^te 
vollstUndige  DiH'erential  der  Function /'(a:„  x^,...x^)  die  Be- 
etimmung 
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(3)    ffix^,  «„ . . .  a;J 


^-iw>'*'^^W^^'*-*1i'''' 


+ 
+ 


-^•{rfh-^'-r-^iB^'-^-^Pk^ 


n 
n 


die  verschiedenen  Differentiale  der  partiellen  Differentialquo- 
tienten  ^  -»  -^'  » •  •  •  -—  wie  auch  der  Variabein  x.,x^,...x^ 

sind  kleine  Grössen  von  derjenigen  Ordnung,  welche  durch  die 
Ordnnng  der  Differentiation  angezeigt  wird,  und  folglich  ist  das 
zu  bildende  Aggregat  gleich  einer  kleinen  Grösse  der  ^ten 
Ordnung. 

In  dem   Falle  p  =  2   hat   man    die  Entwiekelungen  aus- 
znfllhren 

(4)    ii .  i-  =  —  ~  ;-  dx,  +  -^ — ir—  da:,  +  ...  4-  -3 — 5—  dx^, 
\3^J  dxl  ^        dx^d.r^       2  dx^dx^      »»' 

4-^-]  ~  ^ — i—^^\  ■* 7-r-  dx^'^,,,^  -z — ~-  dx. 

\dxj       dx^dx^      1  Sx\  ^  Sx^dx^      »' 

\sxj-  ex^  ex, ^^^  ^  dx„  ex,  ^^i  +  -  +    ^x^    ^''^' 

Dud  hierauf,  nachdem  die  einzelnen  Ausdrücke  der  Reihe  nach 
mit  den  Differentialen  dx,,  dx^, . . .  dx^  multiplicirt  sind,  von  allen 
Pit)dncten  die  Summe  zu  nehmen.  Das  Ergebniss  lässt  sich  als 

e^  f 

«ine  doppelte  Summe  darstellen,   2!  2!  -j  — ( —  dx^  dx^,  bei  der 

O  X^  Cl  Xl 
a        0 

jeder  der  beiden  Zeiger  a  und  b  für  sich  allein  die  Reihe  der 
ZjÄlen  von  1  bis  n  durchläuft.  Diese  Summe  ist  eine  ganze 
komogene  Function  des  zweiten  Grades  oder  quadratische  Form 
iö  Bezug  auf  die  n  Differentiale  dx,,  dx^, . . .  dx^,  während  die 
^gehörigen  Coefficienten  die  nach  den  gleichnamigen  Variabein 
genommenen  zweiten  partiellen  Differentialquotienten  derFunc- 


BRliiidtDcr  Oi'ilrmngen. 

tion /"(.t,,,  j:.j,...xJ  sind.  Weil  die  aul' /.wei  Tersehiedene  Va- 
riabelQ  bezUgliclien  partiellen  Dilfereiitialquotieoten  Termüge 
dee  im  vorigen  §  erörterteu  Satzes  einen  von  der  Anordnung 
der  DifTerentiationen  unabhängigen  Werth  haben,  so  das»  z.  B. 

-ir — r — ^--  -  ■  iat,  ond  weit  jeder  von  zwei  solchen  par- 
dx,  fl«,        o^,  üx,        '  ■'  "^ 

tiellen  DifTerentialqnotienten  mit  dem  Prodnet  derselben  buiden 
Diflerentiale  niultiplicirt  wird,  so  treten  in  der  vorliegenden 
quadratischen  Form  die  mit  dem  Product  von  zwei  verschiede- 
nen Differentialen  multiplicirten  Glieder  doppelt  auf.  während 
die  mit  den  Quadraten  der  einzelnen  Differentiale  multiplicirten 
Glieder  nur  ein  Mal  vorkommen.  Die  (|uadratische  Form  erhält 
daher  eine  mit  I,  §iJl  Itbereinstimmende  Bezeichnung.  Indem 
man  die  mit  den  zweiten  Differentialen  der  Variabein  multipli- 
cirten Glieder  hinzufügt,  liefert  die  Gleichung  (3)  lUr  das  zweite 
vollBtäudlge  Differential  der  Function  f(Xj,  x^,...x,)  den  Ans- 
druck 

(5)  d'f{x^,x„...xj  =  °^"  ■?""^'"L" '^■■^0 ''■^6"'"  °-?'i^  ****•■ 

Wir  wollen  die  Entwickelung  der  vollständigen  Differen- 
tiale von  einer  beliebig  hohen  Ordnung  nur  unter  einer  Ein- 
schränkung durchführen,  welche  auch  bei  den  Functionen  einer 
Variable  zur  Sprache  gekommen  ist  und  darin  besteht,  diss 
für  alle  Variahein  die  ersten  Differentiale  eonstaut,  mithin  die 
Differentiale  von  höherer  als  der  ersten  Ordnung  verschwindend 
sein  sollen.  Bei  dieser  Annahme  fallen  auf  der  rechten  Seite 
von  (3)  alle  Glieder  mit  Ausuabme  derjenigen  fort,  die  in 
dx„  dx^,...dx^  multiplicirt  sind:  gleiches  gilt  fUr  die  dera- 
nächEt  zu  bildenden  {p — Ijten  Differentiale,  und  man  erhält 
demnach  das  in  Rede  stehende  pte  Differential  gleich  einer 
jjfachen  Summe,  bei  der  jeder  der  p  Zeiger  a,  b,  c, . , .  l  tlir  sich 
die  Zahlen  von  1  bis  n  durchläuft, 

(6)  d' /•(«,,  x.,..x^=Z  'i:"--.'i'"-^-  .-    '^ -.-  dx^dx...dx,. 

So  entsteht  eine  ganze  homogene  Function  oder  Fonu  des 
pten  Grades  von  den  n  Differentialen  dx„  dx^,...dx^,  bei 
welcher  jedes    aus    diesen  Differentialen  gebildete  Product  den 
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naeh  den  entsprechenden  Variabeln  genommenen  |iten  partiellen 
Differentialqnotienten  der  Function  f(x^y  ^^2»  •  •  •  ^n)  *^^  Coeffi- 
eienten  hat.  Jede  Verbindung  von  Zeigern  o,  6,  c, . . .  f  kommt 
hier  ein  Mal  und  nur  ein  Mal  vor ;  wenn  nun  zwei  solche  Ver- 
bindungen a,  b,  c, . . . !  und  o',  b',  c', . . . !',  abgesehen  von  der 
Anordnung,  einander  gleich  sind,  so  fallen  erstens  die  Producte 
ix^dx^.  ..dx^  und  dx^,  dx^, . . .  dx^,  wegen  der  Grundeigen- 
schaft eines  Products,   und  zweitens  die  partiellen  Diiferential- 

quotienten  -z — r — - — r—  und  -z ^ — 7. —  nach  dem  Satze  des 

Torigen  §  zusammen.    Es  kommt  daher  das  Glied 

— r r—  dx  dx. . . .  dx. 

ax^dx^,  .  .dx^       *       ^  ^ 

in  der  homogenen  Function  so  oft  vor,  als  verschiedene  Ver- 
bindungen von  Zeigern  a',  b', . . .  V,  abgesehen  von  der  Anord- 
nung, der  Verbindung  a,  b,  c, . . .  f  gleich  werden  können.  Die 
Anzahl  aller  möglichen  Permutationen  der  ^Elemente  a,  b,  c, . . .  f 
beträgt  1.2  .  3  . .  .  ^  oder  pl  Sobald  unter  diesen  a  gleich 
einem  bestimmten  Zeiger,  femer  ß  gleich  einem  zweiten,  und  y 
gleich  einem  dritten  Zeiger  sind  u.  s.  f.,  so  giebt  es  offenbar 
die  Anzahl  von  a!  ß\  y !...€!  Permutationen,  die  überhaupt 
keine  Veränderung  in  der  Verbindung  hervorrufen  und  deshalb 
hier  nicht  mitzurechnen  sind.  Die  Anzahl  der  Verbindungen 
^\  i',  c' . . .  I',  die  mit  der  Verbindung  a,  b,  c, . . .  f,  abgesehen 
von  der  Anordnung,  übereinstimmen,  wird  somit  gefunden,  in- 
dem man  die  Anzahl  der  sämmtlichen  Permutationen  p\  durch 
die  Anzahl  der  unwirksamen  al  ßl  yl .  ..el  dividirt;  sie  ist  da- 
her gleich  dem  Quotienten 


u\ß\yl,,,6l 

Durch  die  angestellte  Ueberlegung  leuchtet  es  ein,  dass  die 
anf  der  rechten  Seite  von  (6)  befindliche  homogene  Function 
des  pten  Grades  so  viel  verschiedene  Glieder  enthält,  als  eine 
wiche  Function  nach  der  am  Schlüsse  des  vorigen  §  gegebenen 
AugfHhrung  überhaupt  enthalten  kann.  Die  so  eben  bestimmten 
^lencoefficienten  treten  schon  bei  der  vorzugsweise  einfachen 
hwnogenen  Function  des  |>ten  Grades  hervor,  die  entsteht,  in- 

iJptthlti,  Analyaii  IL  19 


Vollatüniii^'i;  Diftürüntialc  veracliicd^m 


Urdni 


dem  die  SHmme  vo»  n  veränderlichen  Grössen  oder  das  Palpiont 
e^  +^j+  ■  ■  ■  s„  auf  diente  l'oteiiz  erliubeii  wird.  Mit  Auweiidiiiig 
der  bei  der  GleicUiing  (6)  gebrauchten  tiezeicliuuiigeii  erhält  mau, 

da  die  zu  poteiizircnde  Summe  durcb    2^  z^,  JC  ■^o -^  ^i  '"^" 

zeiohuet  werden  kann,  die  Gleicbung  J^H 

(7)     (^,  rf  y,  + . . .  +  0/  =  ]|"  '1" . . .  |i:^  s,  ^, . . .  ?,.     ^1 

Wenn  man  jetzt  diejenigen  Glieder  vereinigt,  welebe  in  dasselbe 
Prodnct  von  Potenzen  der  einzelnen  Variabelu  multiplicirt  sind, 
80  bekommt  ein  Glied  /'  ^f  /  . . .  e,  den  oben  bestimmten  i^ah- 


leneoefScienten 


tliSiy 


1  der  sich  auf  die  Einbeit  reducirt, 


wofern  nur  ein  einziger  der  Zahl  p  gleicher  Exponent  vorhan- 
den iat.  Auf  diese  Weise  entsteht  die  Entwickelung  der  pten 
Fotene  des  Polpiottts  e^  +  £^+  ..  .e^, 

(S)  {£,+£,  +  ...  +  £  f  =/.+...  +    ,  ^r^ ,  e"  /^  el  ...e'.  +  ...A 

a]ßly'....6l 

welche  unter  dem  Namen  des  polynomische}^  Lehrsaiees  bekannt 
ist,  und  ft)r  eine  Summe  von  zwei  Grössen  in  den  iu  1,  §  46 
angettlbrten  binomischen  Lehrsatz  übergeht.  Die  Zahlencaeffi- 
cienten  der  verschiedenen  Producte  von  Potenzen  der  Variabelu 
werden  Pohjtiomialcoefficienten  genannt.  Man  darf  demnach 
sagen,  dass  die  auf  der  rechten  Seite  von  (6)  befinilliebe  Form 
des  pten  Grades  als  Coefiicienten  der  verschiedenen  Verbindun- 
gen di^  dflij, . . .  dar,  Producte  enthalt,  deren  jedes  aus  dem  be- 

trefFenden  partiellen  DilTerentialquotienteu  ^ — v  — ■  ■ 
dem  zugehürigen  Polynomialcoefficienten 


and 


'lyl. 


-  gebildet 

ist  Eine  entsprechende  Darstellungsweise  lässt  sich  fUr  jede 
Form  eines  beliebigen  Grades  anwenden;  sie  ist  im  Vorher- 
gehenden für  die  quadratischen  Formen  mit  beliebig  vielen 
Variabein  benutzt  wordeu,  und  /.war  sind  die  Zahlencoeffictenten 
Eins  bei  den  Quadraten  und  die  Zahlencoeßicieuten  Zwei  bei 
den  Producteu  der  Variabein  die  aus  dem  Quadrate  eines  Poly- 
noms  stammenden   rcspcctiven   Polynomialcoefficienten.     Durch 
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das  angeführte  Princip  entsteht  auch  beispielsweise  fllr  eine  ho- 
mogene Function  des  pten  Grades  mit  zwei  Variabein  die  Dar- 
stellang 

Der  allgemeine  Begriff  des  beliebig  oft  genommenen  voll- 
ständigen Differentials  einer  Function  mehrerer  Variabein  be- 
zieht sich  auf  unabhängige  Veränderungen  der  letztern.  Denkt 
man  sich  die  n  Variabein  x^,  x^,.,.  x^  in  irgend  einer  Weise 
von  einer  Variable  t  abhängig,  so  werden  die  sämmtlichen 
nach  t  genommenen  vollständigen  Diiferentialquotienten  der 
Function  f{x^,  x^j. .  ,xj  durch  Division  des  vollständigen  Diffe- 
rentials d^fix^y  x^,...x^)  mitder^jten  Potenz  des  Differentials 
ät  ebenso  erhalten,  wie  in  §  45  der  erste  vollständige  DifTeren- 
tialqaotient  aus  dem  ersten  vollständigen  Differential  abgeleitet 
ist  Mithin  folgt  aus  (5)  für  den  zweiten  vollständigen  DifTe- 
rentialqnotienten  der  Ausdruck 

•d  t^ 

tt=i  b=i  dx^da^    dt     dt        a=i  3x^    dt* 
I)ie  Voraussetzung,  dass  die  ersten  Differentiale  der  sämmtlichen 
Variabein  constant   sind   und   alle  folgenden  Differentiale  ver- 
schwinden,  deckt  sich,   falls   die   sämmtlichen   Variabein  von 
einer  Variable  t  abhängen,  damit,  dass  die  sämmtlichen  Differen- 

d  X         d  X  d  X 

tialquotienten  -^>     -,/'•••     ,/    constante    Werthe    haben. 

ät         dt  dt 

Dies  geschieht  aber  nur  dann,  wenn  jede  Variable  x^  in  Bezug 

*ttf  t  eine  Function  des  ersten  Grades  ist.    Für  diese  Annahme 

^olgt  aus  (6)  die  Gleichung 

(10)     ^JV^s^^  •  f «)_ 

df 
asM  b=Ä       f=ii  qP  f  dx^dx^         d  X^ 


0=1  b=i       \=z\  d  x^d  x^, ,  *  B  x^    dt     dt  dt 

die  im  nächsten  Capitel  benutzt  werden  wird. 


Taylor'acher  SatK  für  Fimctir.inon  mehrerer  Varialwln. 


Capitel  VI. 

EntwickeloDg  von  Fanctioneii  niehrerer  VariabelaJ 
in  Potenzreihen. 

%  64.    Anidehnonff  d«i  Taylor'ioben  Satxes  auf 
FnnDtlonsn  mehrerer  Variabein. 


Die  Änt'gabe,  den  Werth  einer  Fiinction  einer  Vari&bl 
f(x  +  h)  in  eine  nach  den  ganzen  positiven  Potenzen  der  Grimse 
k  geordnete  Reihe  zn  entwickeln,  ist  in  §  27  durch  den  Tat/- 
lor'achea  Satz  gelüst  worden.  Bei  Functionen  von  mehreren 
Variabelu  f  (x^,  x^,...x^)  kann  man  .jede  Variable  durch  einen 
zweigliedrigen  Ausdruck  ersetzen  und  jene  Aufgabe  dabin  er- 
weitem, dasa  der  Wcrth  f{x^+h^,  x^  +  h.^, . .  .x^  +  hj  in  eine 
Reihe  entwickelt  werden  soll,  die  nach  den  ganzen  positireo 
Potenzen  und  den  Prodacten  aus  den  ganzen  positiven  Potenzen 
der  Grössen  A„  h^,...h^  fortschreitet;  eine  solche  Reihe  wird 
ebenfalls  eine  Potenzreihe  genannt.  Es  lässt  sich  aber  die  zweite 
Aufgabe  dadurch  auf  die  erste  zurückführen,  dass  man  mit  Hülfe 
einer  neuen  unabbäugigen  Variable  t,  welche  die  Wertbe  von 
der  Null  bis  zu  der  positiven  Einheit  zu  durchlaufen  hat,  den 
Functionswerth  f(^x^-^th^,  x^+th.^..  .x^+th^)  bildet,  in  dem- 
selben sowohl  die  Grßssen  x,,  x^,...x^  wie  auch  die  GrOssen 
Ä,,  Äj, . . .  A,  als  fest,  hingegen  die  Grösse  i  als  veränderlich  an- 
sieht, und  den  betreffenden  Werth  durch  eine  nach  den  ganxen 
positiven  Potenzen  der  Grösse  t  geordnete  Reihe  darstellt.  Eine 
Function  <f{t),  welche  für  das  von  Null  bis  Eins  ausgedehnte 
Intervall  der  Variable  t  mit  Einschluss  der  auf  einander  folgenden 
nach  t  genommenen  Dilferentialquotienteu  if'(t),f"{t),...<f'  ((} 
eindeutig,  endlich  und  stetig  ist,  kann  nach  g  28  durch  den 
Mac  XaKnn'schen  Satz  folgendermasseu  entwickelt  werden, 


§  54.         Taylor'scher  Satz  für  Functionen  mehrerer  Variabein.  293 


yW=V(0)4.^'(0)+2^)^^  +  ...4.2^^ 


(1) 


^+*     J      2.3...P   ^       ^        ' 


wo  der  liest  jB^^j  mit  Hülfe  eines  positiven  echten  Bruches  ß 
aach  durch  den  Ausdrack 

ersetzt  werden  kann.    Damit  nan  der  Functionswerth 

f{x^  +  \t, x^ 4- \t,  ..x^+hj) 

an  die  Stelle  von  q)  (t)  treten  könne,  muss  derselbe  sammt  seinen 
vollständigen  nach  t  genommenen  Differentialquotienten  von  der 
ersten  bis  zu  der  Cp  4- 1)  ten  Ordnung  für  das  von  Null  bis 
Eins  reichende  Intervall  der  Variable  t  eindeutig,  endlich  und 
stetig  sein.  In  der  n  fach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  der 
«  Variabein  x^^  a:^, . . .  x^  durchläuft  das  Werthsystem 

.Tj  +  7*j  t,  x^  +h^t,..x^  -{-  \  t, 
während  t  von  der  Null  bis  zu  der  positiven  Einheit  fort- 
schreitet, eine  bestimmte  Mannigfaltigkeit  der  ersten  Ordnung, 
die  mit  dem  Werthsystem  x^,  x^^...x^  beginnt  und  mit  dem  Werth- 
system x^  4-  Aj,  x^  4-  \y  •  •  ^„  +  Ä^  schliesst.  Wenn  man  für  w=2 
die  Variabein  x^  und  x^.  als  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines 
Punktes  in  einer  Ebene,  für  n==3  die  Variabein  x^jX^,x^  als  die 
rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes  im  Räume  deutet,  so 
wird  die  bezeichnete  Mannigfaltigkeit  der  ersten  Ordnung  durch 
diejenige  gerade  Linie  vertreten,  welche  beziehungsweise  den 
Pnnkt  (aTj, x^)  mit  dem  Punkte  (x^  4-  h^,  •  •  ^h  +  '*«)  ver- 
bindet. 

Die  auf  einander  folgenden  vollständigen  Differential- 
qnotienten  von  fix^  4- h^tj  x^  4-  k^tj . .  ^^  4-  hj)  in  Bezug  auf  die 
Grösse  t  liefert  die  Gleichung  (10)  des  vorigen  §,  da  die 
einzelnen  Argumente  x^  4-  h^tj  x.^  4-  ä^^,  . .  a:^  4-  ä^  ^  Functionen 
des  ersten  Grades  von  t  sind  und  beziehungsweise  die  con- 
stanten  Differentialquotienten  Aj,  /i^, . . .  A^,  ergeben.  Bei  dem 
einzufahrenden  Werthe  t  =  0  geht  das  Werthsystem 
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X-,  4-  h^  t,  x^  +  K  t,..X^  +  h^t 

in  das  Werthsystem  x^y  x.^j . .  x^  über,  so  dass  man  fllr  die  auf 
der  rechten  Seite  von  (1)  vorkommenden  Ausdrücke  die  folgen- 
den Bestimmungen  erhält, 

(p(0)=f{x^,  ^2,  •••^J 


(3) 


g>'  (0)  ==  JS   — -liLr^^ '—  h. 


a  =  l 


dx^ 


ar=ii   5=»   d^f(x.,  x^j  ..  .  x)   ,     , 

^    '   '        a  =  l   b=l  dx,  dX. 


a     6i 


a  =  ii   b  =  ii  f=ii    d'' f(x.,  X^,.  .  ,X) 

wobei  wie  im  vorigen  §  angenommen  ist,   dass  die  Anzahl  der 

Zeiger  a,  b, . .  t  gleich  der  Zahl  j)  sei.    Der  Mittelwerth  ^^'^'^(^Oi 
dem  das  Werthsyntem 

x^  +  h^Ht,  x^  +h,et,..x^  4-  h^et 
entspricht,  lässt  sich  alsdann  so  darstellen 


..(i'+iV/iA— . 


a=«  5=«        1=1.  i=*r6)"      f(x^+h^ßf,,.,x^+h^et) 


{\) (r'^'\^f)=  2  ^  ...  2:  j; 


0=1  b=l  f^i  i-^i  dx^  ()x^. .  .cx^Cx^ 


A«  *b  •••*!- 


(5) 


Sobald  in  der  Gleichung  (1)  der  Werth  ^=1  eingeführt  wird,  bringt 
die  linke  Seite  den  Functionswerth /"(a;,  4-A,,  rCj +  A,, .  .a;^ -hÄJ 
hervor,  und  es  ergiebt  sich  die  gesuchte  Ausdehnung  des 
TayZor'schen  Satzes  auf  n  Variable 

F=  /  (^1,  X,jj  .  .  .  X^) 


a—1 


dx. 


Y  a=nb^n   O*  f(x,y   X^,  -  '  -  x) 

+  i  -2  -2  —    4—.^ KK 

2o  =  lb=l  C)^a^^b 


—  «  '^P 


■-2;  2:  ...i:  /i1^>'V  "A.v../*, 


2.3...P  a  =  i  b  =  i       l-=i    c,r^  ^.r^  . . .  c.Cj 


+  R 


/'  +  !» 
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Die  Glieder  der  Entwickelnng  sind  nach  den  Potenzen  der 
Incremente  h^jh^j^h^  in  der  Weise  geordnet,  dass  das  erste 
Ton  denselben  unabhängig  ist,  dass  hierauf  das  Aggregat  der 
Glieder  des  ersten  Grades,  dann  das  Aggregat  der  Glieder 
des  zweiten  Grades  bis  zu  dem  Aggregat  der  Glieder  des 
pitn  Grades  folgt,  wodurch  nach  einander  lauter  homogene 
Functionen  der  Incremente  Aj,  ^2'  *  *  *  K  ^^^  beständig  wachsen- 
dem Grade  auftreten,  deren  Coefficienten  aus  den  zugeordneten 
partiellen  Differentialquotienten  der  Function  /"(a:,,  x^, . .  x^)  ent- 
springen. Wie  man  durch  den  TayZor'schen  Satz  für  eine 
Function  einer  Variable  eine  nach  den  ganzen  Potenzen  des 
hicrements  fortschreitende  einfache  Summe  erhalten  hat,  so  liefert 
die  Gleichung  (5)  bei  einer  Function  von  ewei^  drei,  n  Varia- 
Wn  respective  eine  doppelte^  dreifache,  n  fache  Summe,  Der 
Bestausdruck  B^^^  hat  ein  ähnliches  Bildungsgesetz  wie  bei 
einer  weiter  fortgesetzten  Entwickelnng  das  Aggregat  des 
(p+l)ten  Grades  haben  würde,  und  unterscheidet  sich  von  dem 
letzteren  nur  dadurch,  dass  in  den  sämmtlichen  vorkommenden 
partiellen  Differentialquotienten  der  (j)  + 1)  ten  Ordnung  statt 
de«  Werthsystems  rCj, x^,.., x^  das  mit  dem  positiven  echten 
Bruche  (9  hergestellte  Werthsystem  x^  4-  i9Äj,  x^'¥B\,,,x^-\-B\ 
wbstituirt  ist.  In  dem  Falle,  dass  der  Restausdruck  jB^^,  die 
Eigenschaft  besitzt,  für  eine  wachsende  Zahl  p  numerisch  be- 
liebig klein  zu  werden,  liefert  die  mitgetheilte  Entwickelnng 
einen  Ausdruck  der  Function  f{x^  +  A„  x^  +■  A.^, . . .  a:^,  -f  h^  durch 
eine  convergente  n  fach  unendliche  Potenzreihe. 


I M.  OariMLlung  einer  rationalen  gansen  Fnnotlon  mehrerer 
^triabeln  dnroh  den  Taylor'sohen  Satz.    DarsteUnng  einer 
lolohen  Fnnotlon  dnroh  eine  Verallgemeinemng  der 
Hewton'sohen  Interpolationsformel. 

Aus  dem  Uitistande,  dass  jede  rationale  ganze  Function 
eines  bestimmten  Grades  von  mehreren  Variabein  gleich  einem 
Aggregat  von  Producten  der  positiven  Potenzen  der  Varia- 
ndi! ist,  bei  denen  die  Summe  der  Exponenten  höchstens 
den  Grad  p  der  Function  erreicht,   lääst  sich  leicht  schliessen, 
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(lasH  jeder  von  der  Fuuetion  in  Baug  auf  die  Variabein  ge- 
uoranietic  partielle  DifFerentiahiaotient  von  der  ^ten  Ordnung 
)^leicb  einer  Constante,  von  höherer  als  der  pten  Urdiimig 
gleich  Null  sein  muBs.  Wenn  man  daher  den  in  der  Gleichung 
(5)  des  vorigen  §  enthaltenen  Tai/lor'schen  Satz  auf  eine  rationale 
ganze  Function  des  p  ten  Grades  von  n  Variabein  anwendet,  so 
zeigt  bich  dieselbe  Erscheinung,  die  in  §  27  lici  einer  Functjoo 
einer  Variable  wahrgenommen  ist,  dass  nämlich  der  Restans- 
druck  R^^^  verschwindet  nnd  die  Function  unter  Wegla&sang 
desselben  genau  dargestellt  wird.  Eine  rationale  ganze  Function 
des  2>  ten  Grades  fie^, s.j,... «,)  der  n  Variabein  «,, ^j, . . . s^  ntnss, 
wenn  *,  =  a-,  +  A,,  Zj  =  a;,  +  Ä„ . . .  j;^  =  «^  +  h^  gesetzt  wird, 
zu  einer  rationalen  ganzen  Function  des  pten  Grades  der 
Elemente  A,,  h.,.  ■  •  h^  werden,  und  läest  sich  als  solche  wie  in 
I,  §  70  auseinandergesetzt  ist,  in  eine  Summe  von  Aggregaten 
Kerlegen,  die  in  Bezug  auf  die  Elemente  h^,  A„ . . .  h^  homogen 
sind  nnd  respective  auf  den  nullten,  Iten,  2ten  bis  pten  Grad 
gehen. 

Der  Taylor^sche  Satz  löst  nun  die  Aufgabe,  die  Coefficien- 
ten,  mit  denen  die  verschiedenen  Verbindungen  der  Elemente 
Ä,,  A„...A,  behaftet  sind,  von  vorne  herein  zu  bestimmen,  und 
weist  nach,  das»  diese  CoefHcienten  bis  auf  gewisse  numerische 
Factoren  mit  dem  Weithe  der  Function  /"(£,,*,,...  ^J  nnd  den 
Werthen  ihrer  sämmtlichen  nach  den  Variahein  genommenen 
partiellen  Differeniialqnotienten  bis  zu  der  pten  Ordnung 
einschliesslich  für  das  Werthsystem  ■^,=J'p  ^^='^v  ■■'m^^m 
zusammen  fallen.  Die  Gcsammtzahl  dieser  CoefHcienten  ist  der 
der  Gesammtzahl  der  Ooeflicienten  der  allgemeinen  Function 
des  p  ten  Grades  von  n  Variabein  gleich  und  hat  vermöge  der 
Formel  (26)  des  §  52  den  Werth 

h(h  +  1)   .  n(n+\Xn+'2)  ,        ,  H(«  +  l){H+2)...(n+j)-l) 
1.2.3 
Da  jedoch  nach  einer  i 


(0    >+«+-iö 


I.2.3..P 
I  1,  S  7i)  ansgefHhrten  Bemerkung  die 
Gesammtzahl  der  Coeflicienten  der  allgemeinen  Function  des 
ptea  Grades  von  nVariabelu  ebenso  gross  ist  wie  die  Gesammt- 
zahl der  Coefficienten  der  allgemeinen  boningcnen  Function  des 
pten  Grades  von  n+1  Variabein,  so  lilsst  sich  die  in  (I)  aa- 
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gegebene  Samme  dnrch  den  Ausdruck 

(2)  (n  +  l)(n  +  2)...(n+i>) 

1.2.3...p 

ersetzen.  Denkt  man  sich,  dass  bei  einer  rationalen  ganzen 
Function  des  pten  Grades  von  n  Variabein  der  Werth  der 
Fnnction  und  ihrer  sämnitlichen  partiellen  Differentialqno- 
tienten  bis  zur  pten  Ordnung  einschliesslich  für  das  einzelne 
Werthsystem  x^,  x^f ,,.  x^  gegeben  sei,  so  liegt  eine  mit  der  An- 
zahl der  sämmtlichen  Coefiicienten  der  Function  gleiche  Anzahl 
von  Daten  vor,  mit  deren  Hülfe  die  Function  durch  den  Taylor- 
sehen  Satz  fBr  die  beliebigen  Argumente  x^+h^jX^'{'h^j..x^+h^, 
das  heisst  vollständig,  dargestellt  wird. 

Wir  haben  früher  gesehen,  dass  eine  rationale  ganze  Func- 
tion des  pten  Grades  von  einer  Variable  vollständig  ausgedrückt 
werden  kann,  sobald  die  Werthe  bekannt  sind,  welche  sie  ttir 
p-\-l  verschiedene  Werthe  der  Variable  annimmt.  Die  hierzu 
dienende  ^eu^on'sche  Interpolationsformel,  die  in  (22)  des  §  39 
aufgestellt  ist,  möge  in  Bezug  auf  eine  Function  des  p  ten  Gra- 
des f{x)  wiederholt  werden,  deren  Werthe  für  die  von  einander 
verschiedenen  Werthe  x=aQ,  a^ . . .  a^  gegeben  sind.  Die  Glei- 
chung lautet 

wo  die  Factoren  /Jj,  f\y'"t],  folgende  Bestimmung  haben: 
(A=/'(a.) 


:*) 


«0  —  öl      a,  —  a^ 


Sobald  die  Abkürzungen 
(5)   7i^{x)=x  —  a^, 

^i{x)={x-a^){x-'a^),..Jv^_^^{x)  =  {x  —  aQ){x-a^),.{x^a^) 

eingeführt  werden,  lassen  sich  die  vorkommenden  Producte 
^on  Differenzen  durch  die  nach  x  genommenen  Differential- 
quotienten 7r,\(x),  7i.\(x), . .  darstellen, 
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(6) 


'■''s(«i)=(«.  — a«)(a,  — a,).  "'.(a.)=(«t  — «.)(«.-«•), 


and  es  nehmen  (3)  and  (4)  beziehungsweise  die  Gestalt  an 

(7)         /■W=/"o+/;/r,(af)  +  /;.r,(x)+ ...  +/;«/«), 


(8) 


/•  _  fM_  .   A«.)   .   f(ß»L 


) 


Nach  einem  bei  Gelegenheit  der  Gleichung  (10)  des  §  39  mit- 
getheilten  Satze  hat  der  Ansdrnck  f^  die  Eigenschaft,  wenn  fllr 
f{x)  eine  rationale  ganze  Function  des  aten  Grades  genomoien 

wird,  den  in  derselben  vorkommenden  Coefficienten  von  x^  dar- 
zustellen, und  zu  verschwinden,  sobald  für  f{x)  eine  rationale 
ganze  Function  von  niedrigerem  als  dem  aten  Grade  ge- 
setzt wird.  Ausserdem  ist  offenbar  das  Bildungsgesetz  von  f^ 
so  beschaffen,  dass,  wenn  die  be/Uf^liche  Function  f(x)  in 
Summanden  zerlegt  wird,  es  bei  der  Herstellung  von  f^  erlaubt 
ist,  den  vorgeschriebenen  Process  mit  jedem  Summanden  aus- 
zuführen und  von  den  sämmtlichen  Resultaten  die  Summe  zu 
nehmen.  Hieraus  geht  hervor,  dass  bei  der  nach  den  Potenzen 
von  X  geordneten  Entwickelung  der  Function  des  p  ten  Grades 
f(x)  diejenigen  Glieder,  welche  in  Potenzen  von  x  vom  oten 
und  von  lUUiercm  Grade  multiplieirt  sind,  einen  Beitrag  zu  f^ 
liefern,  welcher  die  betreffenden  Coefficienten  im  ersten  Grade 
enthalt,  dass  dagegen  die  Coefficienten  der  Potenzen  von 
niedrigerem  als  dem  aten  Grade  keinen  Beitrag  liefern.  Auf 
diese  Thatsache  gestützt  kann  man  aus  der  Gleichung  (7;  eine 
zur  Darstellung  von  rationalen  ganzen  Functionen  mehrerer 
Variabein  dienende  Verallgemeinerung  der  Newton'schcn  Inte^ 
polationsforinel  ableiten. 


§  65.     Verallgemeinerung  der  Xcwton'schpu  Interpolationsformel.         299 

Es  sei  f(x,y)  eine  rationale  ganze  Function  des  pien 
Grades  von  den  beiden  Variabein  x  und  t/.  Insofern  dieselbe 
eine  rationale  ganze  Function  des  ^ten  Grades  von  x  ist,  wird 
sie  unter  Anwendung  vonp  4- 1  differenten  Werthen  a^  «p  . . .  a^ 
durch  die  rechte  Seite  von  (7)  dargestellt,  wofern  man  die 
nunmehr  von  y  abhängenden  Factoren  fQ(y),f^(y),  -  -  -fpiy) 
mittelst  der  folgenden  Gleichungen  definirt, 

fo{y)=f(flo,y) 

llKffJ —      "i'  („  \    ^    ^t    („   \ 

/•  (^\  ^  /*K'  y)  .  /*(«!»  y)  ^     ^  /"(««» y) 

^«  +  lK)  ''a  +  lK)  ^«+l(««) 

Wenn  man  die  Function  f(x,y)  nach  den  steigenden  Potenzen 
der  Variable  x  ordnet,  so  ist  der  Coefficient  von  x^  eine  Function 
despten,  der  Coefficient  von  x^  nur  eine  Function  des  (p — l)ten, 
der  Coefficient  von  x"  nur  eine  Function  des  (p  —  a)  ten  Grades 
in  Bezog  auf  y.  Nach  der  obigen  Bemerkung  enthält  f^  (y)  alle 
Coefßcienten  dieser  Entwickclung  von  f{x,  y)  und  ist  deshalb  eine 
Function  des  jpten,  /*,  {jß)  alle  Coefficienten  mit  Ausnahme  des 
ersten  und  ist  deshalb  eine  Function  des  (;)  — l)ten,  f^{y)  alle 
Coefficienten  mit  Ausnahme  der  a  ersten  und  ist  deshalb  eine 
Function  des  {p  —  a)  ten  Grades  von  y.  Indem  man  also  p  +  1 
von  einander  verschiedene  Werthe  y=bQ,b^,.  ..b^  wählt  und  die 
Bezeichnungen 

'Mi,(]i)=y-b^e,{if)=(y-\)(j,-b,),..Q^^,{y)=iy-\)..(i,-b^) 

inwendet,  lassen  sich  die  in  (9)  vorkommenden  Functionen  mit 
Hülfe  der  Formel  (7)  wie  folgt  ausdrucken 

(11)     ]   fi(y)=fifi+fiAei(:y)+-+fi.p-iQp-i(y) 

I 
I 

Ke  hier  angedeuteten  Coefficienten  haben  die  mit  Hinzuziehung 
von  (8)  zu  bildenden  Werthe 
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^«-/o^V.  ;o.i-  ^'^(fj  +  >.^(j^)-  •  •  •  •  A«.p  -  p,^^^  (6„)  +  •  •  •  +  p;^^  (i 

Hiernach  setzt  sich  /"„  ^  aas  den  Werthen  der  Function  fix,if) 
folgendenuassen  zusammen: 

""*     '''„+iK)9V+i(''o)     "«+iK)pV+iW    ■■'    "'«+1  (O «•>+,< 

4-  .  .     -r 


(13){           ^  7.'„^, (a,)  ^'^^,  (6,)"  ^'„^1  («,)  ?V,  (^)  "  •  •  ^ ^'«+1  (O  e>+i' 
+ 

+        /'K>  M       ^ A(«„  V ^     ^       /'K^  M 

^'«+1 K)  ^ Vi  (V    '''«+1  (^i)  <?V+i  (V    * '  *    "'«+1  ("^«^  ^V+i  ^ 

Somit  entsteht  für  die  Function  des  p  ten  Grades  f(Xj  y),  indem 
5Ty(a;)=l,  ^^(y)  =  l  genommen  wird,  die  Darstellung 

(14)  n^,y)  =  2:/a.^^ai^)Q^(yl 

wo  die  Summe  über  alle  Verbindungen  a,ß  von  ganzen  positi- 
ven Zahlen  einschliesslich  der  Null  auszudehnen  ist,  deren 
Summe  kleiner  als  p  oder  gleich  p  ist.  Die  Anzahl  der  Grössen 
f  ^  stimmt  mit  der  Anzahl  der  Coefficienten  der  Function 
f(Xj  y)  tiberein   und  hat  nach  der  obigen  Formel  (2)  den  Werth 

(pJ-jHp+_2) 
1.2 

Ebenso    gross    ist    die    Anzahl    der    Werthverbindungen 

x=a^,jß=b  ,  ttir  welche  die  Functionswerthe  f{ax,bj   bekannt 

sein  mtissen,   um   die   sämmtlichen  f   .  zu  erhalten;  denn   es 

kommen  in  einem  einzelnen  Ausdrucke  f   ^  nur  solche  Werth- 

Verbindungen  vor,  bei  denen  die  Zeiger  /  und  /«  den  Ungleich- 
heiten 0<A<«,0<//<,'^  genügen,  folglich  in  allen  Ausdrücken 
nur  diejenigen,  bei  denen  die  Summe  der  Zeiger  ^ +  ."<!>  ist 
Demnach    repräsentirt  die  Gleichung  (14)  eine  Interpolation»- 
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formel,  vermöge  welcher  eine  rationale  ganze  Function  des  p  ten 
Grades  aasgedrückt  wird,   sobald  die  betreffenden-      ^^ — 

Fnnctionswerthe  gegeben  sind. 

Durch  Wiederholung  des  angewendeten  Verfahrens  gelangt 
man  zu  einer  Interpolationsformel  für  eine  beliebige  rationale 
ganze  Function  von  beliebig  vielen  Variabeln;  es  wird  ge- 
nügen, noch  den  Fall  einer  Function  des  p  ten  Grades  von  drei 
Variabein  f(Xj  y,  e)  auszuführen.  Die  Systeme  von  p  +  1  diffe- 
renten  Werthen,  welche  der  ersten  und  zweiten  Variable  beizu- 
legen sind,  mögen  wie  im  Vorstehenden  bezeichnet  werden,  für 
die  dritte  Variable  habe  man  das  System  von  p  -f  1  differenten 
Werthen  ^=c^),  Cj, .  .c^,  und  es  sei 

(15)  a,(ir)=£r— c^,  (T,(£r)  =  (£r-cJ(£r-cJ,  ... 

•  •  •  ^p+iW  =  (^— cj  (^-C,)  . . .  {e—C^). 
Als  eine  rationale  ganze  Function  des  pten  Grades  von  der 
Variable  x  kann  f{x,y,£)  durch  die  Formel  (7)  ausgedrückt 
werden,  und  zwar  sind  aus  den  angegebenen  Gründen  die  auf 
einander  folgenden  Factoren  f^ (y,  j?),  f^(y^  jst),  . . .  /"^(y,  e)  der  Ver- 
bindungen 7i^{x\n^{x), .  .n^{x)  Functionen  der  Variabein  y  und 
^,  deren  Grad  respecti ve  durch  die  Zahlen  jp,  jp  —  1 , . . .  0  be- 
zeichnet wird.  Für  jede  einzelne  Function  f^{y^ss)  liefert  die 
Formel  (14)  eine  Darstellung 

(16)  fa^,^)  =  i:L,^,,Q^{y)o^{z), 

bei  welcher  sich  die  Summation  auf  alle  Verbindungen  ß^  y  von 
ganzen  positiven  Zahlen  einschliesslich  der  Null  erstreckt, 
deren  Summe  kleiner  als  die  Gradzahl  p  —  a  oder  höchstens 
derselben  gleich  ist.  Der  Ausdruck  /"„^^y  ist  durch  üeber- 
tragnng  der  in  (13)  für  f^^  aufgestellten  Regel  zu  bilden; 
derselbe  erscheint  als  eine  dreifache  Summe,  in  welcher  der 
Zeiger  X  von  0  bis  a,  /£  von  0  bis  /^,  v  von  0  bis  y  geht, 

Ke  Function  f{x^  y,  e)  erhält  dann  durch  Anwendung  von  (16) 
*tf  (7)  den  Ausdruck  , 

(18)         f{x.  y.^)=  2  /L.^.y  '^u  (^)  Q,  (y)  ^  H 
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WO  a,  ß,  y  jede  Verhmdniig  von  ^AO-iGn  positiven  Zableu  ein- 
sehlieBBÜcli  der  Null  liedeiitet,  fUr  die  «  +  ;■*  +  ;<;>  ist.  Man 
überzeugt  sich  leicht,  dass  liier  wieder  die  Anzahl  der  Grüsaen 
fa  liy  ^'^  "^'^  Anzahl  der  zur  Herstellung  der  f„f  erforderlichen 
Werthe  der  Function  f{,x.  y,  e)  gleich  der  Anzahl  tP+l)JP+_^(P+i) 

der  Coefficienten  der  Function  /"fr,  y,  e)  ist,  weahalh  die  Gleichung 

(18)  die  für  f{x,y,z)  gesuchte  Interpolatiousforniel  bildet. 

In  §  39  sind  die  Modificationen  erörtert,  welche  die  in  dem 
obigen  Schema  (8)  dcfinirten  Ansdrlleke  tl,f,,---f.  erfahren, 
sobald  die  Grfissen  a,„a,....a^  eine  constnnte  Differenz  h^b^i 
oder  durch  die  Gleichungen  ^^H 

(19)  Oj  ^  «„  4-  a, . . .  o„  =  «„  +  aa, . .  .  n  =  a„  +  po  ^^H 
bestimmt  sind;  dann  wird  nUmlich  /],  gleich  der  durch  a!«" 
dividirten  mit  der  constanteii  Differenz  a  gebildeten  o  teu 
Differenz  der  Function  f(x)  ilir  x~a„.  Es  werde  nun  ange- 
nommen, dass  bei  einer  Function  von  zwei  Variabein  ausser 
den  Grössen  a„  auch  die  Grössen  b^  und  bei  einer  Function 
von  drei  Variabein  auch  die  Grössen  c  eine  constante  Differenz 
besitzen,  so  dass 

(20)  &,  =  J„  +  6, . . .  ft,  =  Ä,  +  tib,  ...b^  =  b^+pb, 

(21)  c,  =  Cp  +  c, . . .  Cj,  =  c„  +  yc,...c^  =  Cg  +  pc 

ist.  In  Folge  dessen  muas  wegen  der  Gleichungen  (12)  der 
.Ausdruck  /"^  ^  gleich  der  durch  ß'.y*  dividirten  mit  der  constante» 
L  Differenz  gebildeten  ß  ten  Differenz  der  Function  /"„  (y)  fUr 
p=^6o,  mithin  gleich  der  durch  das  Product  u!fi!  o''Ä'*  divi- 
dirten (a  +  jt/)ten  partiellen  Differenz  der  Function  f[x,y)  seiD, 
die  für  x^a^,y:^b^  «mal  mit  der  coustanteu  Differenz  a  nach 
X,  ß  mal  mit  der  constanten  Differenz  b  nach  y  genommen  ist 
Ebenso  bewirkt  die  angegebene  Voraussetzuug,  dass  /*„  «  r  g'^'^'i 
der  durch  das  Product  alflly'.  a"  b^  c*"  dividirten  ia  +  ß  -\-  y)  teu 
partiellen  Differenz  der  Function  f{x,ij,M)  wird,  ftlr  das  Werth- 
syatem  x=a„,y^=b„,z^c„  n  mal  mit  der  constanten  Differenz 
a  nach  x.  /:f  mal  mit  der  constanten  Differenz  b  nach  y,  y  mal  mit 
der  constanten  Differenz  c  nach  t  genommen. 

Die  aus  (19)  und  (20)  herrührenden  Verbindungen,  filr  welche 
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die  Function  f(x,  y)  in  (14),  und  die  aus  (19),  (20)  und  (21) 
herrtlhrenden  Verbindungen,  für  welche  die  Function  f{x^  y,  e)  in 
(18)  als  gegeben  gilt,  liefern  bei  der  oft  gebrauchten  geometri- 
schen Interpretation  ein  einfaches  Schema  von  Punkten  in  der 
Ebene  und  im  Räume.  Für  zwei  Variabein  sind  die  Punkte  in 
der  Ebene  nach  zwei  mit  den  beiden  Coordinatenaxen  parallelen 
Richtungen,  fUr  drei  Varia beln  die  Punkte  im  Räume  nach 
drei  mit  den  drei  Coordinatenaxen  parallelen  Richtungen  in 
gleichen  Abständen  geordnet.  Die  durch  die  Ungleichheiten 
«>0, /i^^O,  a4-/^^l>  characterisirten  Punkte  der  Ebene  erfüllen 
parallelogrammatisch  das  Innere  und  die  Seitenlinien  desjenigen 
Dreiecks,  dessen  Ecken  respective  die  Coordinaten 

laben.    Die  durch  die  Ungleichheiten 

c^haracterisirten  Punkte  des  Raumes  nehmen  parallelepipedisch 
das  Innere  und  die  Seitenflächen  desjenigen  Tetraeders  ein, 
dessen  Ecken  respective  die  Coordinaten 

m 

bähen.  Gleichzeitig  sind  die  zu  einem  bestimmten  Ausdruck 
f^m,ß  gehörenden  Punkte  der  Ebene,  deren  Zeiger  l  und  /i  die 
Ungleichheiten  0<A<a,  0</«</?  befriedigen,  in  einem  Paral- 
lelogramm, die  zu  einem  bestimmten  Ausdruck  /"„^^^  gehörenden 
I'unkte  des  Raumes,  deren  Zeiger  A,  //,  v  die  Ungleichheiten 
^5^^^^>0^/«^//,  0<i'<Cy  befriedigen,  in  einem  Parallelepi- 
pedon  enthalten,  von  denen  das  erstere  in  dem  bezeichneten 
I>reieck,  das  letztere  in  dem  bezeichneten  Tetraeder  liegt. 

Aus  der  Art,  wie  die  Ausdrücke  Z^,/],,  ^j/L.^.y»  sobald  fllr 
flie  einzelnen  Variabein  Werthreihen  von  constanten  Diffe- 
x^enzen  wie  in  (19),  (20)  und  (21)  angenommen  werden,  in 
Brüche  ttbergehen,  bei  denen  der  Zähler  eine  gewisse  Difi^erenz 
^er  zu  Grunde  liegenden  Function,  der  Nenner  das  Product 
^U8  einem  Zahlenfactor  und  den  entsprechenden  Potenzen  der 
constanten  Diiferenzen  der  Variabein  ist,   lässt  sich  schliessen. 


SOi 
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dass,  weim  die  constaiiten  Uifferenzen  a,  b,  c  der  Null  genUbert 
werden,  (^  {?egen  einen  durcli  einen  Zaiilenfaotor  dividirten 
Dilferentialquotienten  von  f{x),f„i  gegen  einen  durcli  einen 
Zahlenfactor  dividirten  partiellen  DifTerentialquotienten  von 
fi^iS)^  f^,i,y  gegen  einen  durcli  einen  Zablenfactor  dividirten 
partiellen  Diflferentialquotienten  von  fix,  y,  z)  eonvergirt,  deren 
Ausdrücke  die  folgenden  sind, 

1  ef-f) 


(22)  lim./.      =- 


für  1= 


)  i™./;. 


1     ä" 


I^'4'  rar  »= 


(24)  lim./;  , 


«!('!)■'  dx"  Öy''  Sz'  «Ja  0- 

Für  eine  Function  einer  Variable  f{x)  ist  in  §  39  unter  Voraus- 
setzung ihrer  Entwickelung  durch  den  Taylor'scben  Satz  nach- 
gewiesen, dass  der  mit  einer  Werthreibe  ^^a,,,  »„  ■ .  ■  a^  gebildete 
Ausdruck  f^  sich  dem  so  eben  aiigefilbrteu  Grenzwerthe  auch 
dann  nähert,  wenn  die  Differenzen  «,  —  «„, a,  —  ay,...a^~ai^ 
als  kleine  GrUssen  derselben  Ordnung  auf  eine  beliebige  Weise 
gleichzeitig  abnehmen.  Sobald  ftlr  eine  FnnctJon  f{x,y)  von 
zwei  Variabein  und  f{x,y,e)  von  drei  Variabein  auch  eine  nach 
dem  Ta^Zor'scbeu  Satze  erfolgende  Entwickelung  angenommen 
wird,  zeigt  sieb  auf  demselben  Wege,  dass  die  mit  HinzufUgung  der 
Wertbreiben  y=6oi  Ä„...ii^,*=fp,  Cj,. .  .c  gebildeten  Ausdrücke 
f^t  und  /„  V,,  wofern  auch  die  Differenzen 

6,  —  6^,  ft,— fc„, .. .  6  —  6(1,  nnd  c^~c^c^  —  e^,...c — c^ 
in  der  bezeichneten  Weise  beliebig  abnehmen,   ebenfalls  gegen 
die  in  (23)  nnd  (24)  angegebenen  Grenzwerthe  convergiren. 

Dem  Vorgange  des  §  3i)  entsprechend  kann  man  femer 
untersuchen,  wie  sich  die  zur  Darstellung  einer  rationalen 
ganzen  Function  dienende  Interpolationsformel  (14)  undJML 
TerhUlt,  wenn  die  Differenzen  ^^^| 


auf  die    angegebene    Weise    gleichzeitig    abnehmen.      Alsdann 
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convergirt  das  Product  TtJ^x)  gegen  die  Potenz  ix—a^ ^g^iy) 
^^VLi^—h^yö^^z)  gegen  {ß—cj,  und  aus  (14)  und  (18) 
weiden  respective  die  Gleichungen 

an  die  Stelle  des  Zeichens   einer  Zahlenfacultät  hat   man  bei 
verschwindendem   Argument   die  Einheit  zu  setzen.    Die  her- 
vorgehende Darstellung  ist  genau  dieselbe,  welche  bei  der  be- 
treffenden rationalen  ganzen  Function  der  in  der  Gleichung  (5) 
des  Yorigen  §  ausgedrückte  Toy^or'sche  Satz  ergiebt,  und  von 
der  im  Anfange   dieses  §   die  Rede  war.     Die  vollständige 
l^ebereinstimmung  leuchtet  ein,   sobald  man  bedenkt,   dass  in 
der  nach  (5)  des  vorigen  §  auszufitthrenden  Entwickelung  der 

partielle  Differentialquotient  ^"   {^"^'f  die  Anzahl  ^^'^ß  von 

Malen  auftritt  und  mit  der  Zahl  (a  +  ß)l  dividirt  werden  muss, 

dex  partielle    Differentialquotient ä~¥^~    ^^^  ^^^lahl 

öx  SifSz 

—  ~\a\\       von  Malen  auftritt  und  mit  der  Zahl  (a-f-/^  +  y)! 

*^  dividiren  ist. 


y. 


Capitel  Vn. 
^xlna  und  Minima  von  Fanctionen  mehrerer  Yariabeln. 

§  66.    Absolute  Kazima  und  Minima. 

Der  Begriff  des  Maximums  und  Minimums,  der  bei  einer 
Function  einer  Variable  in  §  34  entwickelt  ist,  wird  auf  Functionen 
hehrerer  Yariabeln  dadurch  übertragen,  dass  man  festsetzt,  eine 
solche  Function  habe  für  ein  bestimmtes  Werthsystem  der  Va- 
^behi  dann  ein  Maximum  oder  Minimum,  wenn  der  zugehörige 

I'ipMhits,  AniOysis  IL  20 


Absolute  Maxima  und  Mio 


(3) 


/■{j:,  +  h^,  z.^  +  h^,...x^  +  ÄJ  —  /"(aij,  ar„  . . .  äJ 


'  a/-u„  «„ 


O, 


'    5V{:f, 


-fth„ 


hÖA.) 


*.  Ah. 


2  ,*^,  b=i  ^jr,  a.Tj 

Tflr  das  in  (2)  mit  c„Cj,...c^  bezeichnete  Werthaystem,  bei 
dem  eiu  Moximttm  oder  Minimum  auftreten  soll,  ist  hier  die 
ßenennung  IC,,  2,, . . .  x^  beibehalten.  Damit  die  linke  Seite  von 
(3)  fllr  alle  Werthverbindungen  A,,  Aj, .  .  Ä„,  die  ein  System  toii 
UDfcleichbeiten  (I)  erfüllen,  entweder  stets  negativ  oder  stets 
-a/-(.r,.J,,.....r,) 


dx. 


positiv  sein  könne,  muBs  das  Aggregat    ^  - 

für  jedes  beliebige  System  von  Wertben  A„,  oder  mllsgen  die 
JD  dem  Aggregat  auftretenden  einzelnen  Factoren  von  k,,  k^, . ..  h^ 
irerschwinden.  Denn  geschähe  dies  nicht,  so  kilnnte  durob 
hioreicbende  Verkleinerung  der  Grössen  w,,w,,...w^  bewirkt 
'Werdeu,  dass  der  numerische  Werth  des  Restauedrucks  R,, 
welcher  in  Bezug  auf  A„  A^, . . .  A„  eine  Function  dee  zweiten 
Grades  ist,  unbedingt  kleiner  würde  als  der  numerische  Werth, 


des  Aggregats    ^  - 


h^,  und  es  stunde  frei,  weil 


d&sselbe  die  GrBssen  A^  in  der  ersten  Potenz  enthält,  durch 
eine  Aenderung  der  Vorzeichen  die  rechte  Seite  von  (3)  naeb 
Willktlr  positiv  oder  negativ  zu  machen.  Eine  Forderung, 
welche  in  gleicher  Weise  bei  dem  Vorhandensein  eines  Maxi- 
mniDs  wie  bei  dem  eines  Minimums  erfüllt  sein  muss,  besteht 
«Iso  darin,  dass  für  das  betreffende  Werthsystem  z,, z„...x, 
«Ue  n  ersten  partiellen  Uifterentialquotienten  der  Fuuction 
/(«„  «y . . .  I J  venjchwiuden,  oder  die  n  Gleichungen  gelten 


<*) 


*/(«„ 


=  0, 


^f('„'„-'.)  _ 


ifl', 


■■'.) 


=0. 


3*1  ~'''  5«, 

In  Folge  derselben  wird  die  linke  Seite  von  (ä)  dem  Kestaus- 
drucke  Ä,  gleich,  and  dieser  ist  es,  weleher  in  dem  Falle 
eines  Haximunis  stets  negativ,  in  dem  Falle  eines  Minimums 
«lets  positiv  KU  sein  liat.  Da  es  vermöge  der  gegebenen  Üeli- 
nUinn  eine«  Maximums  und  Minimums  erlaubt  ist,   die  in  den 


(5) 


«==iH 
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Ungleicbheiten  (1)  cnthalteneu  Griissen  (Jj,  w^, . , ,  (u__  so  klein 
an/uoehmen,  al»  et)  die  Umstände  verlangeu,  und  da  ßlr  die  in 
dem  Ausdrucke  li,  auftreteudeu  partiellcu  DifTerentialqaotienten 
die  Eigenschaft  der  Stetigkeit  vorausgesetzt  wird,  so  betraubiet 
man  den  Ausdruck  R^  mit  der  Verändernng,  dass  die  in  den 
partiellen  DifTerentialquotienten  eracheiueiiden  Variabein  statt 
der  mit  dem  echten  Bruche  ft  gebildeten  Wertlic 

Xj  +  ÖÄ„  Tj  +  eA„  ...x^  +  ti\ 
beziehungsweise    die   Werthe    x^,  %,  -  - .  x^    erhaiten.      Dadurch 
kommt  statt  R,  die  Uomogeue  Function  des  >:weiten  Grades 

- — — 5 — T — —    n  A., 

und  es  bleibt  ku  entscheiden,  unter  welchen  Bedingungen 
diese  t\lr  die  zulässigen  Werth Verbindungen  A,, Aj, ...A,  stets 
negativ,  unter  welchen  sie  stets  positiv  ist.  Hierbei  ist  der 
Umstand  von  grossem  Belang,  das;«  &,  eine  homogene  Function 
des  zweiteu  Gradem  der  Grössen  A„  A,, , . .  A,  ist.  Wenn  eine 
solche  Function  tllr  ein  bestimmtes  Werthsystem  der  Variabein 
Aj,  Aj, . . .  A.  einen  gewissen  Werth  ii  annimmt,  so  erhält  die- 
selbe, falls  jeder  Variable  der  mit  demselben  Factor  q  multipli- 
cirte  frühere  Werth  beigelegt  oder  da»  Werthsystem  q\,  ^h^,..gh^ 
suhstituirt  wird,  den  durch  Mnitiplication  mit  dem  Factor  f* 
entstehenden  Werth  q'S2.  GegenwUrtig  sind  die  GrUsaen 
A,,A„..,A„  an  die  Ungleich beiten  (1)  gebunden,  bei  welchen 
!(>,,  (j,,  .  . .  cj,  angemessene  kleine  Werthe  erhalten  dUrfen. 
Offenbar  lUsst  sich  aber  für  jedes  gegebene  System  von  end- 
lichen Werthen  A,,A„.  .A^  eine  Grßsse  q  so  bestimmen,  due 
die  Werthe  pA„  ^A^, . . .  ^A,  den  vorgeschriebenen  Ungleichheiten 
(1)  genügen.  Sobald  daher  die  Function  S,  fUr  irgend  ein 
System  von  endlichen  Werthen  gleich  einer  Griisse  Ü  wird,  so 
niimut  sie  tllr  das  die  Ungleiehheilcn  (1)  befriedigende  Wertli- 
system  eÄ„eA„..-pA.  den  Werth  q*1I  nn.  Der  Werth  f'Ü 
hat,  wenn  Ü  von  Null  verscbiedcn  ist,  mit  i2  daKselbe  Voneicbeo, 
und  verschwindet  mit  ii  zusammen.  Uamit  also  die  Function 
S,  die  Eigeuscliaft  habe,  fttr  jedes  die  Ungleichheiten  (I) 
erfüllende     Werthsystem     mit    Ausnahme     dos     Wortbsysicm« 
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ii=0,Äj=0, . . .  Ä^=0  negativ  zu  sein,  muss  S^  dieselbe  Eigen- 
schaft für  jedes  Werthsystem  h^, \,.^. \  Überhaupt  besitzen, 
und  damit  die  Function  5,  für  jedes  die  Ungleichheiten 
(1)  erfüllende  Werthsystem  mit  Ausnahme  des  Werthsystems 
ij  =  0,  Aj  =  0, . . .  A^  =  0  die  Eigenschaft  habe,  positiv  zu  sein, 
muss  sich  wieder  8^  für  jedes  Werthsystem  A„  ä^,  . . .  h^  über- 
haupt ebenso  verhalten.  Nach  I,  84  heisst  eine  homogene 
Fanetion  des  zweiten  Grades  oder  eine  quadratische  Form 
von  n  Yariabeln,  welche  für  alle  möglichen  reellen  Werth- 
systeme  der  Yariabeln  Werthe  von  demselben  Vorzeichen 
annimmt  und  nur  verschwindet,  wenn  jede  einzelne  Va- 
riable gleich  Null  wird,  eine  wesentlich  positive  Form,  sobald 
sie  nur  positive  Werthe,  eine  wesentlich  negative  Form, 
sobald  sie  nur  negative  Werthe  erhalten  kann.  In  dem- 
selben §  werden  die  Criterien  aufgestellt,  welche  erkennen 
lassen,  ob  eine  gegebene  quadratische  Form  von  n  Variabein 
wesentlich  positiv  oder  wesentlich  negativ  oder  keines  von 
beiden  sei.  Wie  man  gesehen  hat.  hängt  nun  die  bei  den 
Aofgaben  de  maximis  et  minimis  zu  treffende  Entscheidung 
davon  ab,  ob  die  in  (5)  definirte  Function  S^  der  Variabein 
Ä„Äj,...A^  wesentlich  negativ,  wesentlich  positiv  oder  keines 
von  beiden  ist.  Die  Function  /"(a;,,  ic^, . . .  x^)  hat  für  ein  Werth- 
system, das  die  Gleichungen  (4)  befriedigt,  ein  Maximum,  ein 
Minimum  oder  keines  von  beiden,  jenachdem  sich  die  Function 
^1  in  dem  ersten,  zweiten  oder  dritten  Falle  befindet;  die  in  1 
entwickelten  Criterien  des  Verhaltens  einer  quadratischen  Form 
liefern  daher  zugleich  die  Bedingungen,  unter  denen  der  erste, 
zweite  oder  dritte  Fall  eintritt.  An  der  Stelle  der  Forde- 
ning,  dass  die  n  Gleichungen  (4)  erfüllt  sein  sollen,  stand 
vorher  die  zusammenfassende  Forderung,    dass  das  Aggregat 

2 ^ h^  für  jedes  beliebige  System  von  Werthen 

0. 

KK"'K  *^  verschwinden  habe;  es  leuchtet  ein,  dass  aus 
jeder  der  beiden  Forderungen  die  andere  mit  Nothwendig- 
keit  folgt  Werden  die  einzelnen  Incremente  h^  durch  die 
gleichnamigen  Differentiale  dx^  ersetzt,  so  geht  vermöge  der 
Formeln  (1)  und  (6)  des  §  53  das  genannte  Aggregat  in  das 
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vollBtändige  erste  Differential  df{x^,x^,  . .  .x^),  die  obige  Summe 
(5)  in  den  halben  Werlb  des  vollständigen  zweiten  Differentialn 
d*f{XyX^,...x^  Itber,  welcher  mit  eünstanten  ersten  DifTerenti- 
alen  dx^,dx^,. .  .dx^  gebildet  ist  Hiemach  rechtfertigt  sich 
die  Aussage,  dass  die  gegebene  Fnnctiqn  f{x^,x^,...x^)  fttr 
ein  Werthsystem  x„  x.^,  ■ .  .x,  dann  ein  Maximum  oder  Miuimnm 
wird,  wenn  das  vollständige  erste  Differential  df(x,,x,j,..xj 
unabhängig  von  den  Werthen  der  Differentiale  dx^dx.^,..  .dx^ 
verechwindet,  und  das  mit  constanten  Differentialen  dXj,dXj,..dx^ 
gebildete  vollständige  zweite  Differential  d*f(x^,  x^,  .  .  .  x^\ 
respectivo  eine  wesentlich  negative  oder  eine  wesentlich  positive 
quadratische  Form  dieser  Elemente  ist.  Auf  den  Fall ,  in 
welchem  die  sämmtlichen  partiellen  Differentialquotienten  der 
aweiten  Ordnung  für  das  Werthsystem  a',,  x^, . . .  x^  versehwinden, 
mithin  die  Function  S,  unbedingt  gleich  Null  ist,  wird  uiiaere 
Untersuchung  nicht  ausgedehnt  werden. 


I  67.    Absolat«  Xaxüna  und  Minima  von  FanoUonen  voa 
iwsl  and  drei  Varlabeln. 

Alis  der  im  vorigen  S  angestellten  Kriirternng  geht  hervor, 
dass  die  Anzahl  der  Variabein,  von  denen  die  Fnnction,  die 
ciu  Masinium  oder  Minimum  werden  soll,  abhängt,  zugleich  die 
Anzahl  der  Elemente  der  quadratischen  Form  heBtitnoit,  deren 
Beschaffenheit  Über  das  Auftreten  eines  Maximums  oder  Mini- 
mnms  entscheidet.  Da  nun  die  Bedingungen,  welche  eine 
quadratische  Form  zu  einer  wesentlich  positiven  oder  wesent- 
lich negativen  machen,  um  so  einfacher  sind,  je  kleiner  die 
Anzahl  ihrer  Elemente  ist,  so  mttgen  die  Functionen  von  zwei 
und  drei  Variabein  zur  Erleichternng  der  Uebersicht  speciell 
heliandelt  werden.  Die  Function  .S,  in  ('>)  des  vorigeu  §  lässt 
sich   in  der  Weise  darstellen,    dass  anstatt  jedes  daselbst  vor- 

kommenden  partiellen  Differentialquotienten  - — -^ — ^ —  du 

Zeichen  a^  ^  gebraucht  wird,  ttlr  welches  die  Gleichung  a,  ,^Oj , 
besteht ;  sie  nimmt  dann  bei  der  Voraussetzung  von  zwei 
Variabein  die  Gestalt  an 
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(1)  ^2  =  2  ^^*i  *i  ■*■  ^  ^13  *i  *2  +  «22  *D- 

Damit  S^  weseDtlich  positiv  oder  negativ  sei,  mnss  nach  I,  §  79 
die  Determinante 

(2)  a,,  a^  —  a]^ 

einen  die  Null  tlbertreffenden  Werth  haben;  S^  ist  wesentlich 
positiv  oder  negativ,  je  nachdem  der  Coefficient  a^^  der  als- 
dann nicht  verschwinden  kann,  positiv  oder  negativ  ist. 

Nimmt  man  wie  in  §  48  an,  dass  eine  Fläche  im  Räume 
dadurch  bestimmt  sei,  dass  von  den  rechtwinkligen  Coordinaten 
eines  Punktes  derselben  die  eine  £  als  Function  der  beiden 
anderen  gegeben  ist,  welche  jetzt  x^  und  x^  heissen  mögen, 
80  bezieht  sich  die  in  Rede  stehende  Aufgabe  auf  die  Punkte 
der  durch  die  Gleichung 

(3)  £f==f{x,,X^) 

characterisirten  Fläche,  in  welchen  der  Abstand  von  der  x^  x^ 
Ebene  ein  gröster  oder  kleinster  ist.  Die  von  dem  Werthsystem 
^1)  ^1  jedenfalls  zu  erfüllenden  Gleichungen 

(4)  i_/>ii£j^o  i/C^iL^^o 

welche  aus  (4)  des  vorigen  §  hervorgehen,  drücken  dann  aus, 
dass  die  in  (7)  des  §  48  vorkommenden  Grössen  tga  und  tg/J 
20  verschwinden  haben;  demnach  muss  die  in  dem  betreffenden 
Punkte  an  die  Fläche  gelegte  Tangentialebene  mit  der  x^  x^ 
Ebene  parallel  sein.  In  Folge  dessen  bezeichnet  die  Differenz 
/^(«i +Äj,a;, +Ä,) — A^ij^i)  ^cu  Abstand  eines  Punktes  der 
Pteche  (x^  +  hjX^+h^yg)  von  der  erwähnten  Tangentialebene; 
diese  Differenz  wird  aber  nach  dem  Taylor'schen  Satze  bis 
^f  kleine  Grössen,  die  in  Bezug  auf  A,,  h^  von  der  zweiten 
Ordnung  sind,  durch  den  obigen  Ausdruck  S^  dargestellt. 
Bei  einer  wesentlich  negativen  Function  S,  liegt  die  ganze 
Fliehe  mit  Ausnahme  des  Maximumspunktes  auf  der  Seite 
der  Tangentialebene,  auf  der  die  e  Coordinaten  abnehmen, 
bei  einer  wesentlich  positiven  Function  S^  mit  Ausnahme  des 
Minimumspunktes  dagegen  auf  der  Seite,  auf  der  sie  wach- 
sen. Wie  in  I,  §  79  gezeigt  ist,  erfüllt  die  Function  Ä,  weder 
die  eine  noch  die  andere  Forderung,    sobald  die  Determinante 


au  FunctioDBn  von  zwei  Vuriabdn.  §  97. 

(2)  gleich  Null  oder  iiey;ativ  wird.  Versehwindet  (Ueselhe, 
Bo  ist  S,  gleich  einem  einzigen  Quadrat,  das,  falls  a,^  nicht  aneh 
verschwindet,  durch  die  Gleichung 


(1*) 


S,= 


oder,  falls  «,,  verschwindet  und  folglich  auch  a^^  gleich  Null  ist, 

dnreh  die  Gleichung 

(1**)  S^=  2  «r/'^ 

dargestellt  wird.     Beide  Male  kann  S.,  kein  anderes  Vorzeichen 

als  das  der  Coefficienti'U  a.,   oder  a^  annehmen,    verschwindet 


aber  im  ersten  Falle  fifr  A,  H — -ft,- 


=0, 


zweiten  Falk*  ftlr 


A,  =  n,  Jede  dieser  Gleichnngen  bestimmt  eine  von  dem  vorhin 
definirten  Paukte  (x„x^,b)  ausgedehnte  gerade  Linie,  längs 
welcher  die  construirte  Tangentialebene  mit  der  gegebenen 
Flache  bei  einer  bis  anf  kleine  firSssen  der  zweiten  Ordnang 
gehenden  Genauigkeit  znsammenfällt,  das  heisst  zufolge  g  37 
eine  Berührung  der  zweiten  Ordnung  hat.  Insofern  liefert  als- 
dann die  ß  Coordinate  weder  ein  absolutes  Maximum  noch  ein 
absolutes  Minimum.  Wenn  die  Determinante  (2)  einen  negativen 
Werth  hat,  so  kann  die  Function  S,  sowohl  positive  wie  auch 
negative  Werthe  annehmen.  Sie  verschwindet  für  zwei  noth- 
wendig  unter  einander  verschiedene  Verhältnisse  der  Grössen 
A,  und  Ä,;  diese  bestimmen  zwei  in  der  Tangentialebene  des 
Punktes  (x„  x,,  s)  durch  denselben  laufende  gerade  Linien, 
in  Bezug  auf  welche  sich  die  Function  S,  so  verhUlt,  dass,  wer 
die  vier  von  dem  Punkte  (.t„  ä„  z)  ausgehenden  halb  nn- 
endlichen  Linien  nach  einander  überschreitet,  regelmässig  ab- 
wechselnd von  positiven  Werthen  von  S,  zu  negativen  und  von 
diesen  wieder  zu  positiven  gelangt. 

Ein  sehr  einfaches  Beispiel  bildet  eine  Function  des  zweiten 
Grades  von  x„x^,  die  absichtlich  so  geschrieben  wird,   dass 
die  ftlr  die  zweiten  partiellen  Differentialquotienten  eingeführten 
Bezeichnungen  a,ii«,s!ai.|  ttbereinstiniraen, 
(5)         f(x„  X,) 

=  "2  (a„a^+  2u„.tj3:,  +  a^a;^  +  2e„3;,  +2e^x^  +  <W- 
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Die  obigen  Gleichungen  (4)  werden  dann  za  den  folgenden 

(6)  a^^  x^  +  a^2  x.^  +  6,3  =  0, 

Oji  a?!  +  0222:2  +  638  =  0, 
welche  nach  I,  §  71  für  x^^  x^  ein  einziges  vollständig  bestimmtes 

Werthsystem  ergeben,  so  lange  die  Determinante  flu  «22  —  ^12 
nicht  gleich  Nnll  ist.  Zn  dieser  Bedingung  kommt,  damit  ein 
Maximum  oder  Minimum  vorhanden  sei,  noch  die  vorhin  nach- 
gewiesene  Bedingung  hinzu,  dass  die  in  Rede  stehende  Deter- 
ininaiite  positiv  sein  muss;  für  einen  negativen  Werth  von  a,} 
tritt  dann  ein  Maximum,  ftlr  einen  positiven  Werth  desselben 
Coefücienten  ein  Minimum  auf.  Die  bei  der  Function  (5)  durch 
die  Gleichung  (3)  dargestellte  Fläche  wird  ein  Taraboloid 
genannt 

In  dem  Falle  von  drei  Variabein  geht  die  Function  S^ 
durch  die  abgekürzte  Bezeichnung  der  zweiten  partiellen  DiflFe- 
rentialquotienten  in  den  Ausdruck  über 

(^)  ^2=2^^1*1"^  "22*2  + «83*3  + 2023*2*3+2031*8*1  +  20^2*1*3). 

In  I,  §  85  sind  dafür,  dass  S^  eine  wesentlich  positive 
öder  eine  wesentlich  negative  Fonn  sei,  verschiedene  Systeme 
Ton  Bedingungen  angegeben  und  verglichen;  bezeichnet  man, 
^ie  dort,  bei  dem  symmetrischen  Schema 

«11  «12  «13 
«21  «22  «23 
«31       «32       «83 

^'ö  adjnngirten  Elemente  beziehungsweise  mit 

-4ji       -4j2       -^18 

A        A        A 

'^1\       -^22       -^23 

-4gj  -A32  -.Igg^ 

^ie  Determinante  mit  D,  so  ist  ein  System  von  noth wendigen 
^Dd  hinreichenden  Bedingungen  für  den  wesentlich  positiven 
Ckaracter  von  S^ 

(8)  aii>0,^33>>0,D>0, 
ftr  den  wesentlich  negativen  Character 

(9)  o„<0,^33>0,2)<0. 

Als  Beispiel  diene  die  Function  des  zweiten  Grades,  die  nach 
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demBelben  Gesichtspnnkte  wie  die  Function  (r»)  bezeichnet  iet, 
(10)  f{ic„x^,x^) 


4-  -  (2e„  j;,  +  2c„:c^  +  2e^x._^  +  e^J. 


Zuerst  sind  dann  die  Gltiichungen  (4)  de>i  ^ 
sie  uelimen  die  Gestalt  an 


(11) 


,,x.+i 


.X  +  a„x  +  e 


nigen  g  zu  bilden; 


Dieselben  lielern  nach  I,  §  72  dann  und  nur  d.'inu  ein  ciuzige» 
vollBtändig  bestimmtes  Werthsyateni,  wenn  die  so  eben  definirte 
Determinante  D  nicht  gleich  Null  ist.  Unter  dieser  Voraus- 
setzung entstehen   mit  Hülfe  der  eingefUhrten  adjungirten 

mente  die  Ausdrucke 

—  Ä,,  e,.  —  A„  e„  —  A.,  «„ 
(12)  x=         "-'i— ^LJ1_J^« 


'  ^15  e,. 


'  -^n  ^M 


-Aa"« 


Dieses  eine  Wertheyatem  bringt  ein  Maximum  hen-or,  falls  c 
Bedingungen  <9),  ein  Minimum,  falls  die  Bedingungen  (8)  er- 
fUllt  sind.  Für  die  Darstellung  des  Werthes,  welchen  die 
Function  /'(a;,,  i,,  x^)  bei  dem  Werthayslem  (12)  annimmt, 
ergiebt  sich  eine  Vereinfachung,  indem  in  (11)  der  erste  Aas- 
druck links  mit  x^,  der  zweite  mit  x^,  der  dritte  mit  x,  niulti- 
plicirt  und  von  den  Producten  die  Summe  geuommen  wird. 
Sobald  man  zu  dieser  Summe  noch  den  Ausdruck 
(13)  e„  X,  +  Cj,  j'j  +  ftj,  X,  +  e^^ 

hinznaddirt,  so  ergiebt  sieh  der  doppelte  Werth  der  Function 
f{x^,x^,x^)•,  derselbe  mnes  deshalb  fllr  das  den  Gleichungen 
(11)  geuÜRende  Werthsystem  gleich  dem  Ausdrucke  (13)  werden, 
woraus  die  Bestimmung 
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(14)         f(a?„^„a?,) 

D 
folgt    Auf  entsprechende  Weise   kann   mit  der   Function   (5) 
von  zwei  Yariabeln  and  auch  mit  einer  Function  des  zweiten 
Grades  von  beliebig  vielen  Variabein  verfahren  werden. 

§  58.    S^AÜTe  KaziiiiA  und  Minima. 

Nach   der  in   §   56   aufgestellten   Definition   nimmt   eine 
F'unctio9   von  n  Variabein  f(x^,  x^,..,  xj   für   ein   bestimmtes 
W'erthsystem  ein  relatives  Maximum  oder  Minimum  an,   wenn 
der   Functionswerth   flir    eine    solche    stetige    Aenderung    der 
V'ariabeln  ein  gröster  oder  kleinster  ist,   bei  der  sich  die  Va- 
i^abeln  nach  gegebenen  Bedingungen   richten.    Solche  Bedin- 
gungen sind  Gleichungen,  vermittelst  deren  man  eine  mit  der 
2a.hl  der  Gleichungen  übereinstimmende  Zahl    von  Variabein 
als    Functionen    der   übrigen    Variabein    darzustellen    vermag. 
W'ührend  die  «Variabein  x^^x^,  •  •  .^«,   fttr  welche  die  Function 
/*0'^i)  ^^t  • .  •  ^J    gegeben    ist,    eine    Mannigfaltigkeit   der   n  ten 
Ordnung  ausmachen,  bewirkt  das  Auftreten  der  in  Rede  stehen- 
den Bedingungsgleichungen,   deren  Anzahl   l   genannt   werden 
'ötjgc,  dass  nur  n  —l  Variabein  unabhängig  veränderlich  bleiben; 
^i^rmit    wird    innerhalb    der    ursprünglichen    Mannigfaltigkeit 
^^T  nten  Ordnung  eine   Mannigfaltigkeit  der  (n  — Z)ten  Ord- 
^^SQg  bestimmt,   auf  welche   sich   das  relative  Maximum  oder 
inimum  bezieht.    Wir  denken  uns  die  l  Bedingungsgleichun- 
»n,  deren   Zahl   offenbar  kleiner   sein   muss  als   die  Zahl  n 
^^T  Variabein,  so  ausgedrückt,  dass  jede  der  Functionen 

^inen  vorgeschriebenen  constanten  Werth  habe,  und  setzen  vor- 
^»^a,  dass  die  Variabein 

diesen  Forderungen  gemäss  als  Functionen  der  übrigen  Variabein 


\ 


vv)  a?j,  x^j . . ,  x^_i 

^stimmt  werden  können.    Indem  die  Ausdrücke  der  Variabein 
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(2)  in  die  Function  /"{«,,  a;,, . , .  zj)  sabstituirt  werden,  verwandelt 
sich  dieselbe  in  eine  Function  der  »»  — ?  Variabein  (3).  Die 
anfznsuL'lienden  relativen  Maxinia  and  Minima  der  Function 
f{x^,  :Cj,  ■  .  .  xj  sind  aber  nichts  anderes  als  die  absoluten 
Maxinia  und  Minima  der  so  eben  bestimmten  Fnnction  tob 
» — l  Variabein.  Wenn  man  daher  durch  Anwendung  der  in 
den  vorigen  §  mitgetbeilten  Regeln  die  Maxima  und  Minima 
der  letztern  aufsucht,  so  ist  damit  die  betreffende  Aufgabe  der 
relativen  Maxima  und  Minima  gelOst. 

Aus  der  vorstehenden  Ueberlegung  geht  hervor,  dagg  die 
Behandlung  der  relativen  Maxima  und  Minima  keine  principiellen 
Schwierigkeiten  sondern  nur  Schwierigkeilen  der  Darstellung 
enthalten  kann.  Bevor  wir  eine  eigentbtlniUche  Methode  aus- 
einander setzen,  welche  zur  Ueberwindung  der  in  der  That 
vorhandenen  8chwierigke iten  aufgefunden  ist,  behandeln  wir 
den  Fall  einer  Function  von  zwei  Variabein  f(x„x^),  für  welche 
eine  Bedingungsgleichung  tp{x„x^)~  couat  gegeben  ist,  auf 
die  angedeutete  directe  Art. 

Nachdem  die  gegebene  Function  /'{x„x^)  durch  Einsetzung 
des  aus  der  Bedingungsgleich nng  ijr(.r,,:r,)  =  con8t.  genommenen 
Werthes  von  j:,  in  eine  Function  von  x,  allein  Übergegangen 
ist,  sind  die  Regeln  tllr  die  Maxima  und  Minima  einer  Fanctiou 
von  einer  Variable  anzuwenden.  Man  hat  folglich  den  Werth  x, 
so  zu  bestimmen,  dass  der  vollständige  nach  x,  genommene 
erste  Differentialquotient  der  Function  fix,,  arj  verschwindet; 
bei  dem  /.weiten  nach  x,  genommenen  vollständigen  DifTerential- 
quotienten  bedeutet  das  negative  Vorzeichen  ein  Maximum, 
das  positive  Vorzeichen  ein  Minimum.  Der  vollständige  Diffe- 
rentialquotient der  ersten  und  zweiten  Ordnung  der  Func- 
tion f{x„x^)  in  Bezug  auf  :c,  ist  nach  den  Regeln  zu  bilden, 
vermittelst  deren  eine  Function  mehrerer  Variabein  vollständig 
nach  einer  einzigen  Variable  differentiirt  wird,  von  der  die 
Variabein  der  Function  in  einer  bekannten  Weise  abhängen; 
die  bezüglichen  Regeln  sind  unter  (9)  in  §  45,  und  unter  (9) 
in  §  53  augegehen,  (iegeuwärtig  fällt  aber  die  Variable,  nach 
welcher  vollständig  differentiirt  werden  soll,  mit  der  einen 
Vartahle  x,  zusammen,  weshalb  in  den  genannten  Formeln 
fUr  die  Differentialquotienten 
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dx^        dx^       d^x^        d^x^ 
dt  '     ~di''      dt*   '     ~dt'*' 

respective  die  Ausdrücke 

^'  dx,  '      '  dx\ 
eintreten.    Hiernach  erhält  man 

(4)  ifJ^n^O.  —  .^/(?ijl5«)  ^  df{x,,x^)  d  x^  ^ 
äx^  dx^  dx^        dx^ 

rfjrj  df.rj  ÖÄ,  ^.r,     dXj^  d x\        \dxj 

d  x^  dx] 

Die  Werthe  der  Differentialquotienten  -   '  und     ,    *   sind  aus 

aXj  äx^ 

der  Bedingungsgleichung  ^(rr,,a;s)=const.  zu  entnehmen.  Der 
erste  ergiebt  sich  dem  §  49  entsprechend  ans  dem  Umstände^ 
das»,  weil  die  Function  sich  nicht  ändern  darf,  das  erste  voll- 
ständige Differential  der  Function,  mithin  auch  ihr  nach  x^ 
genommener  erster  vollständiger  Differentialquotient  verschwin- 
det, der  zweite  aus  der  Bemerkung,  dass  auch  der  zweite 
nach  a?,  genommene  vollständige  Differentialquotient  der  Function 
gleich  Null  werden  mnss. 

Es  gelten  also  die  Gleichungen 

(6)    o^^y(^i>^a)  ^  ^y(^i>^«)  .^^», 

d  x^  d  X^        dx^ 

dxl  Bx^  3.r,     dx^  dx\        \dx^J 

d(p{x„x^)   d*  x^ 

deren  erste  zu  der  Bestimmung 

(8)  A?.«_  ==  _  J?_?i_ 

dx^  d  (p 

d  x^ 

^^;  die  Argumente  a?,,ÄJ,,  werden  hier  wie  im  weitern  Ver- 
läufe fortgelassen.  Das  nothwendige  Verschwinden  des  voll- 
^digen  ersten  Differentialquotienten  (4)  liefert  demnach  die 
Oleichnng 


dx^         dx\ 


(9) 


der  votlstäiidige    zweite    Differentialquotient   (5)  erliillt   dnrch 
SubstitDtiou  des  Wertlies     -  -/    die  Gestalt  ^^H 


dV(a;„;«J_JV 


yy 


wo   der  Wertb  von       *  aus  (8)  einzusetzen  ist.    Bei  der  ge- 

trofFcnen  Annahme,  daas  die  Variable  a-,  mit  Hülfe  der  Be- 
dingnngisgleicLung  y>(a;,,a:J  =  const.  als  FuDCtiou  von  x^  aati- 
gedrUckt  sei,  bestimmt  die  Gleichung  (9)  die  Werthc  x,,  fUr 
welche  f{x^,x^)  ein  relatives  Maximum  oder  Minimnm  werden 
kann,  während  das  Vorzeichen  des  vollständigen  zweiten  Diffe- 
renttalquotienten  in  der  angegebenen  Weise  über  das  Vor- 
handensein eines  Maximums  oder  Minimums  entscheidet.  Inso- 
fern aber  die  linke  Seite  von  (9)  noch  die  beiden  Variabeln 
z,  nnd  x^  enthält,  bat  man  sieh  vorzustellen,  dass  durch  die 
Verbindung  dieser  Gleichung  und  der  gegebenen  Uedingungs- 
gleicbnng  die  Werthsysteme  (3",,^,)  bestimmt  werden,  welche 
der  gegebenen  Aufgabe  genügen.  FUr  den  im  Nenner  vor- 
kommenden partiellen  DifTerentialquotieuten  — '  wird  angenom- 
men, dass  er  einen  von  Null  verschiedenen  Wertb  erhalte. 

Wird    die    Aufgabe    wie    im    vorigen    §   auf   eine    Flüche 
bezogen,  deren  Gleichung 

e  =  f(x, ,  a;,) 
lantet,  so  drüi^kt  die  Uedingnngsgleicbung  y{:r,,  a;,)  ^const 
eine  in  der  x,x^  Ebene  gegebene  Linie  aus;  es  bandelt  sieh 
dann  um  die  grOsteu  und  kleinsten  Werthe  des  Abstandes  /  fllr 
diejenigen  Punkte  der  Fiarhe,  bei  denen  das  herabgelattäene 
Loth    einen    Punkt   der   bezeichneten    Linie    trifft.     Mau    kann 
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sich  auch  umgekehrt  in  den  sämmtlichen  Punkten  dieser 
Linie  Lothe  errichtet,  und  darch  deren  in  die  Fläche  fällende 
Endpunkte  die  Linie  bestimmt  denken,  flir  welche  die 
grösten  und  kleinsten  Werthe  der  e  Coordinate  gesucht  wer- 
den. Der  Unterschied  zwischen  dem  absoluten  und  dem  re- 
lativen Maximum  oder  Minimum  zeigt  sich  also  darin,  dass 
bei  der  ersten  Gattung  von  Fragen  ein  Punkt  der  Fläche 
a.llen  in  der  Nähe  befindlichen  Punkten  der  Fläche,  bei  der 
zweiten  Gattung  nur  denjenigen  in  der  Nähe  befindlichen 
Punkten  der  Fläche  gegenübergestellt  wird,  die  in  einer  be- 
stimmten Linie  liegen.  Als  vorzugsweise  einfach  zeichnet  sich 
der  Fall  aus,  in  welchem  q^ix^^x^)  gleich  einer  rationalen 
ganzen  Function  des  ersten  Grades  von  x^  und  x^  ist;  dann 
erhalten  die  partiellen  Differentialquotienten  der  ersten  Ordnung 
constante  und  diejenigen  der  zweiten  Ordnung  verschwindende 
Berthe.  Mithin  wird  der  aus  (8)  folgende  Werth  des  Differen- 

tialquötienten   j—^  gleich    einer  Constante,    und  in   dem   für 

^    d  '«        aufgestellten  Ausdrucke  (10)  bleibt  nur  das  Aggregat 
der  drei  Glieder 

da]  dxjdx^    dx^  dx\\dx^) 

*l>Tig.  Da  die  gewählte  Bedingungsgleichung  die  geometri- 
^he  Bedeutung  hat,  das^  der  Punkt  der  Ebene  {x^,  x^)  auf 
^Juer  bestimmten  geraden  Linie  liege,  so  bilden  die  in  den  be- 
^^^ffenden  Punkten  errichteten  Lothe  eine  auf  der  x^  x^  Ebene 
^nkrecht  stehende  Ebene,  von  welcher  die  Fläche  s!=f(x^^  x^ 
^^  derjenigen  Linie  geschnitten  wird,  für  die  das  relative  Maxi- 
mum oder  Minimum  der  e  Coordinate  aufzusuchen  ist.  Durch 
^Brgleichung  der  betreffenden  Resultate  ergiebt  sich  auch  leicht 
folgendes.  Wenn  die  Function  f{x^y  x^)  für  ein  gewisses  Werth- 
^8tem  a;„  x^  ein  absolutes  Maximum  erreicht,  und  wenn  den  Varia- 
^In  x^  und  x^  eine  Bedingungsgleichung  vorgeschrieben  wird, 
Welche  wie  oben  in  Bezug  auf  x^  und  x^  vom  ersten  Grade 
^  und  durch  jenes  Werthsystem  erfüllt  wird,  so  bildet  die 
Function  /■(«„  x^)  für  dasselbe  Werthsystem  gleichzeitig  ein 
^  der  erwähnten   Bedingungsgleichung   gehörendes   relatives 
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Haximnm.    In  Betreff  des  Miniraums  einer  Function  findet  selbBt- 
verständlich  die  entsprechende  Erscheinung  statt. 


§  59.   Methode  der  onbeitlmmteii  Xalttplieatoreii« 

Im  Eingange  des  vorigen  §  ist  die  allgemeine  Aufgabe 
des  relativen  Maximums  oder  Minimums  einer  Function 
f{^v  ^2>  •  •  •  ^n)  ^^^  ^^®  ^  Bedingungen 

(1)  yj(a;j,rr2,..rcJ=const.,yj(a;j,a:j,..a:J=const.,..g),(a:pa:2,..rcJ  =  coc 
darauf  zurückgeführt,  zuerst  die  Variabein 

(2)  ^«-/+l>  ^ii-/+2>  •  •  •  ^11 

durch  die  übrigen  Variabein 

auszudrücken,  dann  die  Werthe  der  erstem  in  die  Function 
f{x^^  a:^, . . .  x^  einzusetzen ,  und  nun  für  die  hervorgehende 
Function  F  der  n—l  Variabein  (3)  die  absoluten  Maxima  und 
Minima  zu  ermitteln.  Hierbei  darf  man  der  letztem  Aufgabe  die 
gegen  das  Ende  des  §  56  bezeichnete  Gestalt  geben  und  ver- 
langen, dass  das  vollständige  in  Bezug  auf  die  unabhängigen 
Variabein  (3)  genommene  erste  Differential  der  betreffenden 
Function  F  unabhängig  von  den  Werthen  der  Differentiale 
der  Variabein  gleich  Null  werde; .  das  Verhalten  des  mit 
den  Constanten  Differentialen  dx^,  dx^^ . . .  dx^_  gebildeten  voll- 
ständigen zweiten  Differentials  der  Function  F  entscheidet 
dann  über  das  Auftreten  des  Maximums  oder  Minimums.  Das 
vollständige  Differential  dF  entsteht  aus  dem  nach  den 
sämmtlichen  n Variabein  x^^x^^..,x^  genommenen  Differential 

(4)        dfix,,  X,, . .  .x^)  =  1^^  dx,  +  ^^dx,  +  ..,  +  ^^^^., 

indem  die  Differentiale  der  l  Variabein  (2)  vermittelst  der  Diffe- 
rentiale der  n—l  Variabein  (3)  dargestellt  werden.  In  Folgee 
der  gegebenen  Bedingungsgleichungen  (1)  hat  das  vollständige 
Differential  jeder  einzelnen  Function  y„  qn,,  • . .  g>t  einen  ver- 
schwindenden Werth.    Wenn  daher  jeder  der  Ausdrücke 
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^'       aar,     ^       aar^       «  öa:^       " 

gleich  Noil  gesetzt  wird,  so  entsteht  zwischen  den  n  Differentialen 
dx^jdx^j,..dx^  die  Anzahl  {  von  homogenen  Gleichungen  des 
ersten  Grades,  welche  nach  den  in  I,  §  74  entwickelten  Regeln 
in  Bezug  auf  die  l  Differentiale  da:^_,^i,  dx^^^^^^ . . .  dx^  als 
Unbekannte  aufgelöst  werden  können.  Die  Gleichungen  liefern  für 
jedes  der  l  Differentiale  einen  eindeutigen,  nach  dx^^dx^^ . .  dx^^^ 
homogenen  Ausdruck  vom  ersten  Grade,  wofern  die  Determi- 
nante des  Systems 

(6) 


^Vi 

5*1 

a^i 

dtp, 

5  *«-/+! 

dtp, 

cioen  von  Null  verschiedenen  Werth  besitzt  Durch  die  Ein- 
fttbruDg  der  gefundenen  Werthe  von  dx^_f^^,dx^_f^^,...dx^ 
io  das  vollständige  Differential  (4)  wird  dasselbe  gleich  dem 
XU  bildenden  nach  den  Differentialen  dx^y  dx^,  - . .  dx^_f  homo- 
genen Ausdruck  des  ersten  Grades;  man  befriedigt  die  For- 
derung, dass  dieser  Ausdruck  unabhängig  von  den  Werthen 
der  betreffenden  Differentiale  verschwinden  soll,  indem  man 
den  Factor  jedes  einzelnen  Differentials  gleich  Null  setzt  Die 
nnf  diese  Weise  erhaltenen  n  —  l  Gleichungen  dienen  in  Ver- 
einigUDg  mit  den  l  Gleichungen  (1)  zur  Bestimmung  der  Werth- 
systeme  x,,  ^^i  •  •  •  x^,  welche  den  gesu(*hten  Maximis  oder  Mini- 
mis  entsprechen. 

Der  Ausdruck,  in  welchen  df  durch  die  auf  die  Gleichungen 

Upmchitm,  AnaljwiM  U.  21 


itimmt«  MultiplioBtori.-D. 

(/yj,  =  0,  rfy^=0, ,  . .  d(f,=0  gegründete  Elimination  der  Diffe- 
rentiale ifx^_m,--dx^   lllierj^bt,  kann  aber  aucli  dadurch  er- 
zengt werden,   dase  mnn  ein  System  von  Multiplicatoren  X, 
äy^,  Kj  fUr  df^, ...).,  Rir  rfy,   autsucht,   welche  «n    eingcrivht«£l 
»ind,  dass  in  dem  Ausdrucke 
(7)  d/"+  /,  d ip,  +  Ijd  tfj  +  . . .  +  ?.id (fi 

nach  ausgeführter  Entwickeluug  die  /Differentiale  dfl:,_,^,^...rf^ 
berauHfalleu  und  nur  die  n — l  Differentiale  dx^,dr^f...dx^ 
/iii'lli;k  bleiben.     Die  bezeichnete  Forderung  liefert  das  Syst 
von  l  Gleichungen 


in  wi-lchem  die  GoefRcienteD  der  7  Multiplicatoren  i-^,X^,.. 
bei  Vertauächung  der  Horizontal-  und  Vertikalreihen  das  Scheu» 
(6)  bilden.  Wenn  daher  die  nach  I,  g  74  von  einer  wilcben 
Vertauschung  unabhängige  Determinante  des  Schemas  (6)  nicht 
gleich  Null  ist,  so  werden  die  {Multtplicatoren  dnrcb  AuAUnunK 
der  Gleichungen  (8)  eindeutig  bestimmt.  Der  Ausdruck,  in 
welchen  (7)  vermöge  der  Substitution  der  bezüglichen  WtTthe 
jI,, A^,  ...X,  Übergeht  und  der  nur  noch  die  Difft>rcutiale 
d«,,  dx^, . . .  dsr^j  enthält,  ist  unter  der  Voraussetxung  der 
l  Gleichungen  ^^,  =  1',  rf»r,=0,  , .  .dip/^O  dem  voUständigen 
Differential  df  gleich  und  kann  deshalb  nicht  von  demjenigen 
Ausdrucke  differiren,  welcher  ans  df  durch  die  vorhin  bc- 
Bprochene  Elimination  der  Differentiale  dx^_,^^. . . .  dx^  ent- 
springt. Nach  dem  entwickelten  Verfahren  muss  nun,  damit 
ein  Maximum  oder  Minimum  zu  Stande  komme,  der  durch 
EinfUhrnng  der  Werthe  i,,  '/..^, . . .  l,  ans  (7)  entstehende  Anndrurk 
unabhängig  von  den  Werthen  der  in  denselben  eingeheuilcD 
Differentiale  dx,,dx..,...dx^_i  gleich  Null  sein,  das  bcimL  « 
müssen  reapective  die  Factoren  der  einzelnen  Diffcrt-ntiak  irr- 
schwimlen.    Hieran»  folgen  die  n—l  Gleichungen 
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C8.)  !.^_.  +  a//'+...+;i,|-^'=o 

~  +  Ai  ^  +  ...  +  A,4~  =0 
dx„  ^    dx„  '  dx^ 


dar.   ,  '  dx^   ,  '  d«. 


^U^  man  zu  denselben  die  l  Gleichungen  (8)  hinzu,  so  leuchtet 
^io,  dass  alle  einzelnen  Factoren,  mit  denen  in  dem  Ausdruck 
(7)  die  Differentiale  dx^,  dx^, . . .  dx^  multiplicirt  werden,   nach 
einander  gleich  Null  gesetzt  sind.    Die  Systeme  von  Gleichungen 
C^m)  und  (8)  haben  mithin,  zusammen  genommen,  eine  ähnliche 
Oestalt  wie  die  n  Gleichungen  (4)  des  §  56,   welche  zu  dem 
Auftreten  eines  absoluten  Maximums  oder  Minimums  der  Func- 
tion fC^j)^,«.   -^J  gehören.     Man  kann   daher  die   in    Rede 
stehenden  n  Gleichungen  vermittelst  der  folgenden  Regel  hervor- 
bringen : 

Wenn  die  Function  f{x^^  i:,, . . .  xj  unter  der  Voraussetzung 
der  l  Bedingungsgleichungen 
?iC*i,a:^..a:J  =  const.,  q>^{x^yX^j .  .a;J=const., .. 9^(Ä;i,a:j,..a;J=const. 

^su  einem  Maximum  oder  Minimum  werden  soll,  so  versehe  man 
jede  der  letsftem  Functionen  mit  einem  unbestimmten  MuUiplicator 
^*l^.  ..Ip  addire  die Froducte  ^,9),,  X^ (f^i  •  -•  ^-ift  ^^^  einander 
«u  der  Function  /*,  und  bilde  in  Beeug  auf  den  Ausdruck 

Ü^mngen  n  Gleichungen  j  welche  j  faUs  die  MuUiplicatoren 
^9  A,, . . .  ig  wie  Constanten  behandelt  werden^  eu  einem  absoluten 
^immmn  oder  Minimum  des  Ausdrucks  gehören;  ihre  Ge- 
«iäUist 

VVO)  .--.^-   +  l^  +    A,     ^         +      .  .    +  A,  ;^     -0, 

o  tt  a  a 

^  Q  die  Zahlen  von  1  bis  n  durchläuft  Aus  der  ConUnnation 
dieser  n  Gleichungen  und  der  l  gegebenen  Bedingungsgleichungen 
^  üe  Werihe  der  MuUiplicatoren  A,,  A^, . . .  A,  und  der  Variabein 
^v^v*'X^  MU  bestimmen;  die  letetem  genügen  der  gestellten 
Mgtibe  des  Maximums  oder  Minimums. 
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Auf  diese  Regel  grttndet  sich  die  Methode  zur  Behandlung 
der  relativen  Maxima  und  Minima  vermittelst  unbestimmter  Muliipli' 
cataren.  Ein  wesentlicber  Vorzug  des  mittelst  der  l  Multiplicatoren 
A„  ^27  •  *  •  ^/  gebildeten  Systems  von  n  Gleichungen  (10)  besteht 
darin,  dass  in  demselben  der  Unterschied  zwischen  den  l  Vari- 
abeln  a:„_,^, ,  •  •  •  ^^  und  den  n—l  Variabein  x^, a;.^, . . . a;^_,  aus- 
gelöscht ist.  Geht  man  bei  der  vorgenommenen  Untersuchung 
von  der  Annahme   aus,   dass  die  n Variabein  x^,x^,...x^  auf 

irgend  eine  andere  Weise   in  zwei  Gruppen  getheilt  werden, 
deren  erste  l  und  deren  zweite  n — l  Variable  umfasst,  und  dass 
vermöge    der    Bedingungsgleichungen   (1)    die    Variabein    der 
ersten  Gruppe  durch  die  Variabein  der  zweiten  Gruppe  ansge- 
drttckt  werden,    so  ist  flir  diejenige  Determinante,   welche  aua 
(6)  durch  Einführung  der  Variabein  der  ersten  Gruppe  entsteh -t: 
ein  von  Null  verschiedener  Werth  vorauszusetzen ;  die  GestaT^- 
der  n  Gleichungen  (10)  bleibt  jedoch  genau  dieselbe.    Man  da- 
demnach    in   dem  System   (10)  eine   beliebig   herausgehobc] 
Gruppe  von  l  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  l  Multiplicator< 
verwenden,   wenn   nur   die  zugehörige  Determinante  des  l 
Grades  nicht  verschwindet.    Ein  anderer  Vorzug  des  Syste 
(10)  ist  der,    dass  es  freisteht,    dienWerthe  x^jX^y...x^ 
Functionen  der  l  Grössen  A^,  ^^^  -  •  -  h  au&nfassen,  und  durch 
Substitution   der  betreifenden  Ausdrücke  in  die  IBedingnc 
gleichungen  zu  einer  Bestimmung  der  Grössen  Xp  A,, .    .  X^ 
gelangen,   aus  der  eine  übersichtliche  Darstellung  der  Wei 
X  *j  Xqf  •  •  •  X    niesSv* 

Auch  die  Entscheidung  über  das  Vorhandensein  eines  If 
mums  oder  Minimums,  die  oben  von  der  Beschaffenheit  des 
den  Constanten  Differentialen  dx^,  dx^,.,dx^_f  gebildeten  v< 
ständigen  zweiten  Differentials  der  daselbst  definirten  Functio 
abhängig  gemacht   war,  lässt  sich  mit  Hülfe  der  eingefttb 
Multiplicatoren  zusammen  ziehen.  Ein  ilir  constante  Differenti 
dx^j  dx^j.  -dx^_f  geltender  Ausdruck  d^  F  entsteht  aus  dem 
beliebige    Differentiale   gebildeten  Ausdruck  d*Fy   indem 
zweiten  Differentiale  d^  x^, , .  d^  x^_j  gleich  Null  gesetzt  werd< 
Der   für  beliebige  Differentiale   gebildete  Ausdruck  d*F 
aber  aus  dem  vollständigen  zweiten  Differential 
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eil)         d*f=£  ^^^-L-dx^dx,+ 2:iir<i'^, 

0=1  b=i  aa?jj  ^«j        *       °      tt  =  i  djr^        * 

ciadarch  erhalten  werden,  dass  man  die  zweiten  DiflFerentiale 
*  ^„-i^v  "  d*  x^y  den  gegebenen  Bedingungsgleichungen  ent- 
p  rechend,  vermittelst  der  Differentiale  rf'ajj, . . .  rf*ir^_,  ausdrückt. 
T  die  vollständigen  zweiten  Differentiale  der  Functionen 
^y*!-»  Tj»  •  •  •  <Pp  welche  in  Folge  der  Bedingnngsgleichungen  auch 
sie  ich  Null  sein  müssen,  bestehen  die  wie  (11)  gebildeten  Aus- 
ö  rücke 

C12)         A^(f,=  Z   2  ~^^dx^dx,+  2  7'rf'«. 

^'      «=10  =  1   dx^dx^        "       *       0  =  1  dx^         " 

^Veil  nun  in  jedem  von  diesen  die  einzelnen  Differentiale 
rf'  a:^  respective  mit  denselben  partiellen  Differentialquotienten 
^nultiplicirt  sind  wie  die  Differentiale  dx^  in  den  in  (5)  auf- 
Seetellten  Differentialen  dq)^,  drp^ . . .  dcpfj  so  erfordert  die  Auf- 
S^be,  ao^  den  Gleichungen  d*  y,  =  0,  rf*  r/).^  ==  0, . . .  d*  qp^  =  0 
die  Werthe  der  Differentiale  d^ x^,  d^ x.^,.  .,d^ x^^^  zu  finden, 
^^Ut  eine  Wiederholung  des  Verfahrens,  das  zu  der  Darstel- 
lung der  Differentiale  da;„_,^,, . . .  da;,,  aus  den  Gleichungen 
^^1  =  0,  dg»j  =  0, . .  .  dq)f  =  0  gedient  hat.  Man  erreicht  des- 
^^Ib  den  beabsichtigten  Zweck  auch  dadurch,  dass  man  mit 
Anwendung  der  vorhin  bestimmten  Multiplicatoren  l^j  A,, ...il^ 
den  Ausdruck 
Cl3)  dV+>L,d>i  + A^d*?), +  ..,  +  A,d*9>, 

aufstellt,  in  welchem  die  Differentiale 

^*^ii-/+i»  ^'*^ii-/+2>    '  '  d^  x^ 
*Us  den  angeführten  Gründen  fortfallen.  Derselbe  wird,  sobald  die 
Crleichungen  d'yj  =  0,  ^^^2  =  0, . .  .d-y^  =  0  in  Kraft  treten, 

gleich  dem  Ausdruck  d^f  und  repräsentirt  daher  das  gesuchte 

Vollständige   Differential  d^  F,    wobei    die    noch    vorhandenen 

k      iHffereutiale  da;,j_^^i, . . .  dx^   in  der  angegebenen  Weise   durch 

I      ^«Differentiale  dajj,  da?,, ...  dir,,_,  auszudrücken  sind.    In  dem 

^     ^vollständigen  zweiten  Differential  d"  F  waren  noch  die  eingehen- 


t  KriU 
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den  zweiten  Differentiale  li'ar,, . . .  d'-x^_,  gleich  Nnll  zn  setzei 
(lies  mnsB  gegenwltrtif^  in  dem  Ausdruck  (IH)  geechelien. 
aber  die  zweiten  Differentiale  rf'x^_,^|, ,  .  fi'z__  schon  au«  liet 
«elben  rerechwundeu  sind,  so  fallen  alle  zweiten  Differential 
heraus,  und  man  darf  statt  (i:))  einen  Ansdriick  betrachte 
der  nacb  demselben  Gesetz,  aber  mit  lauter  verschwindend! 
zweiten  Differentialen  d'a:,,  d' x,^, . . .  d* x^  gebildet  ist, 

J^f  -dxdx,+  L'^"'^  -^-^- 


(H)     £   £ 


-  dx,  dx^  - 


■  +  >-,£ 


Auch  in  diesem  Ausdruek  ist  die  Sonderung  der  n  Variatteln  in 
die  Gruppe  von  7  Variabein  x^_,^j,...x^  und  die  Gruppe  vim 
M  —  /  Variabein  a;,,  s^, . . .  x^_,  nicht  mehr  sichtbar,  so  dass  statt 
der  zuerst  gewählten  Gruppirung  Irgend  eine  andere  geaomnien 
werden  -darf.  Sobald  aus  den  l  Gleichungen 
(15)  d  y,  =  0,  dffu  =  (i,..  .dtf,=  \) 

die  Differentiale  von  l  Varialteln  als  Functionen  der  Differentiale 
der  n  — i  übrigen  Variabein  bestimmt  und  in  den  Ausdruck  (U) 
snbstituirt   werden,   ho    zeigt    die   hervorgehende   iinadratische  : 
Form  der  n  —  l  betreffenden  Differentiale,   falls  sie  wesentlich  i 
negativ  ist,   ein  Maicinium,  falls  sie  wesentlich  po<^itiv  ist,  ein« 
Minimum  an.    Cs  liegt  in  dem  Wesen  einer  Mannigfaltigkeit  dera 
{n—l)tAa  Ordnung,  welche  fllr  n Variabein  durch  IGleichungenE^^ 
bestimmt  wird,  dass  auf  verschiedene  Arten  (iruppen  von  fi  — k   — / 
unabhängigen   V.arialieln  ausgewHhlt  werden    können,   nu  di^»^ 
[Ihrigen  I  Variabein  darzustellen;  au  die  hierbei  zulässige  WilL^K^ 
ktlr   Hchliesst  ^ich  die  entwickelte  Methode  der  unbestimmtes*^ 
Multiplicatoren  aaf  das  genaueste  an   und  nimmt  darum  in  '^""     "r 
Analysis  einen  hervorragenden  Platx  «in. 


%  eo.    B»aoBd»r*  Aafgftb«D  dar  relativen  Maxtma  osd 
Hlalm«.  Haaptaxenproblem  «Inea  Ke^elachnltte. 

Als  Beis|)iele  der  entwickelten  Tlioorie  wählen  wir  iw«' 
Aufgaben,  die  »ich  auf  Functionen  von  zwei  und  drei  VariaW« 
beliehen  and  eiue  uiauuigfaclie  Anwendung  tiudeu. 
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I.  Es  soll  die  Quadratsumme  der  beiden  Variabein  x^,x^ 
zn  einem  Maximum  oder  Minimum  gemacht  wei*den,  während 
eine  beliebig  gegebene  ganze  homogene  Function  der  Variabein 
vom  zweiten  Grade  einen  unveränderlichen  Werth  behält. 

Nach  den  im  vorigen  §  gebrauchten  Bezeichnungen  ist 

(1)  /'(a?i,^J=a?j4-a:l; 
die  constant  zu  setzende  Function  sei 

(2)  (p  (a?,,  x^)  =  aji  a?!  4-  2  a,^  x^  x^  +  a^a;^ , 

ihr  vorgeschriebener  Werth  werde  gleich  der  Einheit  ange- 
nommen. Dann  hat  man  zufolge  der  Regel  des  vorigen  §  ver- 
mittelst eines  unbestinmiten  Factors  l  den  Ausdruck 

(3)  f{^iyX;)'¥l(p{x^,X^) 

aufzustellen  und  dessen  nach  x^  und  x^  genommene  erste  par- 
tielle Differentialquotienten  zum  Verschwinden  zu  bringen. 
Hieraus  entstehen,  indem  der  gemeinsame  Factor  2  weggelassen 
wird,  die  Gleichungen 

J     x,'¥l(a,,x,+a,,x,)  =  0 

\     x^  +  l  (a^j  x^  4-  a^j  x^)  =?  0, 

in  denen  wieder  a.^^  =  a^^  ist.  Diese  Gleichungen  sind  in  Bezug 
aufo^j  und  JT,  homogen  und  vom  ersten  Grade;  sie  haben,  nach 
den  Yariabeln  geordnet,  die  Gestalt 

^^  )   la^yX^  +  {l-hla^)x^  =  0. 

In  einem  solchen  System  können  die  Grössen  x^  und  rr„  wie 
in  I,  §75  bemerkt  worden,  keine  anderen  als  verschwindende 
Werthe  erhalten ,  wenn  die  betreffende  Determinante  nicht 
gleich  Null  ist  Die  Verbindung  der  Werthe  ^,  =  0,  x^  =  0 
widerspricht  aber  der  gegebenen  Bedingung,  dass  die  homogene 
Function  (2)  gleich  der  Einheit  sein  soll.  Mithin  muss  die 
Determinante  des  Systems  (5)  gleich  Null  werden,  falls  die 
gestellte  Angabe  überhaupt  eine  Auflösung  besitzt.  Hieraus 
folgt  fQr  A  die  Gleichung 

(6)  (1+Aaj(l+Aaj-A'a',  =  0. 

Die  weitere  Behandlung  gewinnt  an  Durchsichtigkeit,  sobald 
statt  k  der  negativ  genommene  reciproke  Werth  dieser  Grösse 
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(7)  -  =  -  J 

eingeführt  wird;  hierdurch  entstehen  aus  (5)  and  (0)  beslebang»- 
weise  die  Gleichungen 

(«.)  ('^  —  «„)  («^  -  «22)  -  «?2  =  ^^• 

Die  letzte  för  (o  geltende  Gleichung  ist  vom  zweiten  Grade  und 
hat  die  beiden  Auflösungen 

(8,  „/■.  =  '145.  +  ^f^^J^^,^.) 

II       4-  n 
(i) 


io 


=  — 2 V      2     7  ~"  («ii^«~0- 


Dieselben  sind  stets  reell,  weil  der  unter  dem  Wurzelzeichen 
befindliche  Ausdruck  durch  die  folgende  einfache  UmformaDg 
als  eine  Summe  von  zwei  Quadraten  darstellbar  ist, 

Fttr  jeden  der  gefundenen  Werthe  lo  wird  durch  die  Gleichongen 
(5a)  das  Verhältniss  der  Grössen  x^  und  x^  bestimmt,  ond  zwar    -irar 
kann  zu  diesem  Behüte  die  erste  oder  zweite  Gleichung  vcr-     — 
wandt  werden.    Nur  in  dem  einem  Falle  versagen  beide  Glei-    — 
chungen  den  Dienst,   dass   lo  einen  Werth  bekommt,  bei  dem 
alle  Goefficienten  verschwinden,  oder  dass 

(0  —  a„  =  0,  a,2  =  0,  io  —  a.^  =  0 
ist    Dies  kann  jedoch  nur  geschehen,  wofern 

ist,  mithin  der  Ausdruck  (9)  gleich  Null  wird,  und  die  Function^:^™ 
(2)  die  besondere  Gestalt  hat 

a^j  xl  +  2a^2  x^  x.,  +  a.^^  x\  =  a,,  {x\  -f  x^. 

Dieser  Fall,  in  welchem  die  Bedingungsfunetion  aus  der  Fnnctioi 
x\  +  x\  durch  Multiplication  mit  einem  constanten  Factor  ent 
steht,  wird  von  der  Betrachtung  ausgeschlossen.    Offenbar  si 
die  beiden  Werthe  c/*^  und  oP^  nothwendig  von  einander  ver-^ 
schieden,   sobald    der  Ausdruck  (9)  von  Null   verschieden  ist« 
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Weil  nim  dieser  Aasdruck  für  keine  reellen  Elemente,  von 
denen  hier  allein  die  Rede  ist,  verschwinden  kann,  ohne  dass 
gleichzeitig  a„  —  «2^  =  0  und  a,2  =  0  ist,  so  ist  diese  Voraus- 
setzung ebenfalls  ausgeschlossen;  wir  können  daher  nur  zwei 
von  einander  verschiedene  reelle  Werthe  w^^^  und  idf^^  erhalten. 
Zu  w^'^  und  zu  10^^^  gehört  nach  dem  Obigen  ein  bestimmtes 
^^erbältniss  der  Variabein;  durch  die  Bedingungsgleichung  be- 
stimmen sich  für  jedes  solche  Verhältniss  zwei  Werthpaare,  von 
^^nen  das  eine  aus  dem  andern  durch  Multiplication  mit  der 
^ögativen  Einheit  hervorgeht.  Mithin  entsprechen  der  Wurzel 
^^^'^  zwei  Werthsysteme  rcf  \  o^P  und  —  x^^\  -  4*\  der  Wurzel 

^^^"^  zwei  Werthsysteme  xf\  xf  und  -  xf\  -  x^^\ 

In   Betreff  dieser  Werthsysteme   sind   noch    mehrere  Be- 

'öerkungen  zu  machen.    Multiplicirt  man   die   erste  Gleichung 

■^a»)  mit  a;„  die  zweite  mit  x^,  und  addirt,   so  tritt  als  Factor 

^'^n  M  die  Function  u;J  +  xl  auf,   während   die   von  lo  freien 

^lieder  den  negativen  Werth  der  Bedingungsfunction  (f(x^,x^) 

'^^fern.    Weil  diese  gleich  der  Einheit  sein  soll,  so  muss  dem- 

'^^ch  für  jedes  unsere  Aufgabe  lösende  Wcrthsystem  a;,,  a:,  die 

Gleichung 

'^'-O)  (o{x]  +xl)  =  l 

^^^lt«n.    Wenn  man  ferner  die  Gleichungen  (5a)  für  ein  zu  der 
^^nrzel  (o^^^  gehörendes  Wcrthsystem  a;J'\  x^^^  reproducirt, 

-  <^n  ^?  +  (^^^'^  -  ««)  ^V  =  0, 
^^irauf  die  erste  Gleichung  mit  der  ersten  Variable,  die  zweite 


*^ichung  mit   der  zweiten  Variable  eines  zu  lo^^^  gehörendem 
^Tthsystems  x^^j  x^^^  multiplicirt  und  addirt,  so  bekommt  w^'^ 

^*^x^  Factor  x^^  x^p  4-  a^^^  a:f\  und  das  Aggregat  der  von  m^^^ 
^^«ibhängigen  Glieder  wird  gleich  dem  negativ  genommenen 
"^^sdrucke 

^^^  i:)  (a„  x'P  +  a,,  x^^  xf  4-  (a,,  x'^  +  a,,  x^^)  xf. 

Nach  einer  in  I,  §  81  mit  (9)  bezeichneten  Relation  bleibt 
^^»^  Ausdruck  (11)  ungeändert,  sobald  das  Wcrthsystem  x^l\  x^p 


Aulgabu 


ijUitdritLi  scheu  Fui 


gfif- 


mit  dem  Werthsystem  x\  ,  x^^'  vertauscht  wird.  Wenn  daher  das 
System  der  Gleichungen  (5.)  flir  das  zn  der  Wurzel  c^'"  gehörende 
Wertbsystem  x^'\  xf  gebildet  «nd  das  Werthaystem  a^",  4"  ^r 
die  Maltiplicatoren  verwendet  wird,  so  ist  das  Resultat  ans  dem 
mit  dem  Ausdrucke  a;'"  x'f'  +  ar^"  3:"'  multiplicirten  Werthe  «/*' 
und  dem  negativ  genommeneu  Ausdrucke  fll)  zusammengesetzt. 
Aus  dem  Verschwinden  der  beiden  Ergebnisse  folgt  durch  Sub- 
tractiOQ  die  Qleiehung 

(12)  (wt'>  -  ü>t»i)  (3:["  a*"  +  xf  a:,"')  =  0, 

mithin,  weil  nach  der  bestehenden  Voraussetzung  die  Wurzeln 
(')'"  und  (u^*'  von  einander  verschieden  sind,  die  auf  die  Werth- 
systeme  arj",  a:"'  und  x''^\  3^^'  bezügliche  Gleichung 

(13)  l',V,"  +  <'4«  =  ll. 

Die  Gleichung  (10)  kann  ebenso  wie  die  Bedingnngs- 
gleiuhung  dazu  dienen,  fUr  das  zu  einem  bestimmten  Werthe  «1 
gehörende  Verhältniss  von  .e,  und  x^  die  Werthe  selbst  zu  er- 
mitteln, und  zeigt  zugleich,  dass  unsere  Aufgabe  nur  dann 
eine  reelle  Auflösung  gestattet,  wie  hier  allein  verlangt  wird, 
wenu  w  einen  positiven  Wertb  erhält.  Die  Vorzeichen  der 
Wurzeln  («'"  und  cj"'  lassen  sieh  leicht  beurtbeilen,  indem  n 
die  linke  Seite  der  Gleichung  (O.)  nach  m  geordnet  darstelll 
(U)  w'  —  (a,,  +  Oj,)  w  +  a„  a„  —  a\  = 

Da  nach  I,  §  28  die  Summe  der  Wurzein  gleich  der  Verbin- 
dung (I,,  +  a.^,   das  Product  derselben   gleich   der  Verbindung 
a,i  Ojj  —  (ij,,  der  Determinante  der  quadratischen  Form  <f  (a:,,  x,) 
ist,  80  haben  beide  Wurzeln  das  positive  Zeichen  fUr 
(B)  a,,  a.^  —  (ijj>it,  a„  >0, 

beide  Wurzeln  das  negative  Zeichen  fUr  ^^H 

(16)  a„  «„  -  oj,  >  0,  a„  <  0,  ^H 
dagegen  entgegengesetzte  Zeichen  filr 

(17)  a„  a^  -  <.;,  <  0. 

Die  Voraussetzung  a„  a,.  —  0^3  =  0,  bei  der  eine  der  WiirzelJ 
verschwindet,  wird  von  hier  ab  nicht  weiter  verfolgt.  Wie  wf 
uns  erinnern,  muss   die  quadratische  Form  ^(a:,)^,)  bei  dts 
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Bedingungen  (15)  wesentlich  positiv,  bei  den  Bedingungen  (16) 
wesentlich  negativ  sein,  während  sie  bei  den  Bedingungen  (17) 
sowohl  positive  als  negative  Werthe  annehmen  kann.  Da  eine 
wesentlich  negative  Form  niemals  der  positiven  Einheit  gleich 
wird,  so  sind  die  Bedingungen  (16)  gegenwärtig  ausznschliessen. 
Bei  (15)  kommen  für  die  gestellte  Aufgabe  die  beiden  positiven 
Wurzeln  (J^^  und  w^*^  zur  Anwendung,  bei  (17)  nur  die  eine 
positive  Wurzel. 

Ftir  die  Darstellung  von  x^  und  x^  waren  die  aus  (5»)  fol- 
genden Proportionen  angegeben 


(18) 


Wird  die  linke  Seite  der  ersten  mit  x,,  die  linke  Seite  der 
zweiten  mit  x^  multiplicirt,  so  stimmen  auf  beiden  Seiten  das 
erste  Glied  des  ersten  Verhältnisses  und  das  zweite  Glied  des 
zweiten  Uberein;  mithin  lassen  sich  die  Proportionen  zu  der 
folgenden  fortlaufenden  vereinigen 

(19)  x^ : x^  x^^: xl=^  10  —  a^: aj^ :  w  —  «ji. 

Insofern  durch  dieselbe  das  Verhältniss  x^ :  xl,  durch  die  Glei- 
chung (10)  der  Werth  der  Summe  x]  4-  x]  gegeben  ist,  re- 
sultiren  für  icj,  ä*J,  x^  x^  die  Werthe 


(20) 


x*,= 


^J  = 


oi  —  a. 


T2 


co(2w— a,i  — a„) 


'11 


^i^%  — 


w(2fci  -tt,i  — %j 

welche  mit  Benutzung  der  ftir  lo  geltenden  Gleichung  (14)  die 
folgende  Gestalt  annehmen 


(21) 


^? 

^ 

Q 

\ 

'«/ 

2 

10 

-«1. 

a„  + 

«1» 

• 

(w- 

■  «ii) 

«. 

^^^ 

•i' 

W   ' 

-«11 

a„  +  a]j 

m  -  o„  a^  +  a„ 


AuMic  n 
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Wann  ein  Maximum,  wann  ein  Minimum  vorlianclcn  sei. 
bangt  naeh  der  Formel  (14)  des  vorigen  §  von  dem  Verhalten 
de«  AuHdruokeg  *^^h 

(22)  dx^  +  dar!'  +  ''■(u^,(l-'i^  +  ■2(i,.,du:^ilx.^  + a..jflxl)'^^M 

ab,  in  welchem  das  Verbältniss  der  Ditfcrentialc  dx^  und  iH^ 
durch  das  Verschwinden  des  DifTerentiats  df/^, 

(23)  ^a„x^  +  a,..j:.j)d x^  +  (a^,  a;,  +  a...^ i-,) d x^  =  f) 

bestimmt  wird.    Vermü^  der  Gleit^hnnj^L'u  (!)  darf  statt  (2^) 
die  Gleichnng 

(24)  X,  dx,  +  x^d  x^  =  0  ^^h 
eintreten,  nm  derentwillen                                                     ^^^| 

(25)  d  x,:dx,  =  -  ?.', : ,'/;,  ^| 
ist.    Hieraus  folgt  die  Berechtigung,  in  (22)  die  Diiterentiide 
dx,  und  dx,    durch  Grössen,  die  iu  dem  iiezeiuhneten  Verhält- 
nisB«    stehen,   und  daher  reapective   auch   durch  —  :c,  na^*: 
selbst  zu  erttctzen,  wodurch  der  Ausdruck                           -^^^J 

(26)  X.J  +  x^  +  l  (oji  ajj  —  2  0,^  x.^  x^  +  o.^.,a;Jt,  ^^H 

Indem  nach  (7)  fitr  X  die  Gröstä 


entsteht. 

verwandelt  sich  (26)  in 

(•■ii)  (i  —  "''J-«';  +,;,  s 

Die  Sulitstitutiun  der  Werthe  von 
das  Kesultat 


eingcltihrt  wird, 
j.\x..  aus  (21)  giebl  dann 


(28) 


.(„ 


bei  welchem  der  Zähler  a.\»  eine  Summe  von  drei  Quadraten, 
der  Factor  m  des  Nenners  nach  der  getroffenen  Voraussetzung 
positiv  ist,  folglieh  das  Vorzeichen  durch  das  Vorzeichen  der 
Differenz  oi'  —  a,,  a^  +  a',^  bestimmt  wird.  Üa  die  Grösse 
H„Ojj  — a*,  gleich  dem  Product  der  beiden  Wurzeln  (u'"«'"  ist, 
so  bat  die  Differenz  unter  den  Bedingungen  (15),  wo  es  zwei 
verschiedene  positive  Wurzeln  giebt,  für  die  grössere  Wurzel 
das  positive,  für  die  kleinere  das  negative  VorEcichen;  dagegen 
hat  die  in  Rede   steheude  Differenz    unter   den   Bedipgaugen 
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(17),  wo  zwei   Wurzeln  von   entgegengesetztem   Zeichen    vor- 
banden sind,   fHr  die   zu   wählende   positive  Wurzel  stets  das 
positive  Vorzeichen.    Demnach  liefert  in  dem  Falle   (15)  die 
grössere  Wurzel  ein  Minimum,  die  kleinere  ein  Maximum,  wäh- 
rend in  dem  Falle  (17)  die  positive  Wurzel  stets  ein  Minimum 
hervorbringt 

Die  so  eben  gelöste  Aufgabe  berührt  sich  mit  einer 
Pundamentalaufgabe  aus  der  Lehre  von  den  Kegelschnitten. 
^tlr  rechtwinklige  Coordinaten  x^^x^  stellt  die  Gleichung 

r29)  a^^x\  4-  2  a,j  ar,  x^-^a^xl^l 

©ine  Ellipse  oder  Hyperbel  dar,  jenachdem  von  den  Coefficienten 
^n»  «iv  «M    die   Bedingungen    (15)    oder   (17)    erfüllt    werden, 
^enn  der  Gleichung  (29)  ein  Werthsystem  x^jX^  genügt,   so 
g'enQgt  ihr  auch,   wie  schon  oben  bemerkt  worden,  das  zuge- 
hörige Werthsystem  —  a:,,  — a:,;  die  betreffenden  beiden  Punkte 
der    Corve  liegen    auf    einer  durch   den    Coordinatenanüangs- 
P^nkt  laufenden  Geraden  zu  beiden  Seiten  desselben  in  gleichen 
^citfemungen,  mithin  wird  jede  durch  den  Coordinatenanfangs- 
P^nkt   gezogene  Sehne   der  Gurve   in   diesem  Punkte  halbirt 
*^Jne  solche  Sehne  heisst  ein  Durchmesser^   und  der  zum  Coor- 
^inatenanfangspunkt  gewählte  Punkt  der  Mittelpunkt  des  durch 
^^ö)  gegebenen  Kegelschnitts.    Die  Function 

^^^eutet  also  das  Quadrat  der  Entfernung  des  Punktes  {x^^x^) 
dem  Mittelpunkte  des  Kegelschnitts,   und  die  behandelte 
^fgabe    giebt   diejenigen   Punkte   des   Kegelschnitts   an,   für 
ehe  das  Quadrat  jener  Entfernung,   folglich  auch  die  Ent- 
^^nung  selbst,  einen  grösten  oder  kleinsten  Werth  erhält.  Wie 
^oli  gezeigt  hat,   liegen  bei  der  Ellipse  auf  einer  durch  den 
Mittelpunkt  gehenden  Geraden  zwei  Maxima,    auf  einer  andern 


^^^h  den  Mittelpunkt  gehenden  Geraden  zwei  Minima,  während 
•^^   der  Hyperbel  nur  auf  einer  durch  den  Mittelpunkt  gehenden 


^xaden  zwei  Minima  vorkommen. 

Bei  der  Ellipse  werden  der  Cosinus  und  Sinus  des  Winkels, 
^^^Ichen  die  von  dem  Mittelpunkt  nach  dem  Punkte  {x^i^yX^^^ 
^^iogene  Gerade   mit  der  positiven  x^   Axe  bildet,   respective 
^^Tch  die  Ausdrücke 


(30) 


4" 


bezeichnet;  fllr  den  Punkt  (x,  , x* )  gelten  die  eutsprecbenden 
AuBdrHolte 


t'>J 


(31) '— 

i'<'.°|  +  4"»,"    1'« 

Wp^en    der  Gleichung   (10)    darf  man  aber   statt  der   eri 
QnadratBuninie  den   Wertli  — .yy  -  statt   der  zweiten  den   '\A'^ertli 


wl"  ' 


1 


(^2) 


iiiid 


irhillt  iipzieliungswcis 


die  AusdrIIckp 


„,(a)  Ji)     i/,„(*r  -ts) 


Wenn  in  dem  Falle  der  Hyperbel  i"  die  positive  Wnrzel  be- 
deutet, so  gelten  die  ersten  beiden  Ansdrltcke  ebenfalls  in 
Bezug  ant'  die  Verbindungslinie  des  zugehttrigen  Punktes 
a;',",a4''  mit  dem  Mittelpunkte.  Die  andere  negative  Wurael 
lu'*'  liefert  keine  Auflösung  der  Aufgabe  des  Maximums  oder 
Minimums  und  wurde  deshalb  vorbin  ausgeschlossen.  Hält  man 
aber  die  rein  algebraische  Frage  fest,  so  linden  sith  fllr  tJ" 
nnd  flij"  rein  imaginilre  Wertbe,  aus  denen  fUr  {:11)  reelle  zn- 
samniengehörige  Werthe  des  Cosinus  und  Sinus  eines  von  ciaer 
gewissen  durch  den  Mittelpunkt  gezogenen  Geraden  mit  der 
positiven  x  Axe  gebildeten  Winkels  folgen,  die  auch  durch  die 
beiden  letzten  Ausdrücke  in  (32)  darstellbar  sind.  Demnach 
werden  sowohl  bei  der  Ellipse  wie  bei  der  Hyperbel  vennit- 
telst  (32)  die  Richtungen  von  zwei  durch  den  Mittelpnokt 
gebenden  Geraden  bestimmt;  dieselben  stehen  aufeinander  senk- 
recht, weil  der  Cosinus  des  Neigungswinkels  den  Wcrth 
(13*)  l',";;''"  1'«'=»"  (T'/'a;f'+  ^!,"4") 

hat,  also  in  Folge  der  Gleichung  (13)  verscbwindet.  Diese  zu 
einander  senkrechten  Geraden  heissen  die  beiden  Ilauptaxm  des 
KegdseKniÜs. 

Nachdem   auf  dem    eingeschlagenen  Wege  die  Lage  der 


Hauptaxeuproblen 


;  Kegel  sehn  ilts. 


sse 


HMptaxen  gelanden  ist,  kann  man  die  Gleichung  des  Kegel- 
schnitts umformen,  indem  man  statt  der  ursprünglicfaen  Cnor- 
dinatea  x,  und  x,  neue  einfUlirt,  welche  denselben  Anfan^- 
pnnkt  haben  und  sich  auf  die  Hauptaxen  als  Coordiuateuaxen 
heziehen.  Wie  In  I,  §  80  hervorgehoben  ist,  gehitren  die 
rechtwinkligen  Connünaten  eines  Punktes  (:r,  x,)  zu  der  daselbst 
entwickelten  Interpretation  der  obigen  quadratischen  Form  (1), 
welche  das  Quadrat  des  betreffenden  Punktes  von  dem  Coordi- 
Datenanfangsiiunkt  ausdruckt.  Nimmt  man  bei  demselben  Coor- 
dinatcnanfangspunkt  ein  amlere»  rechtwinkliges  Axensystem  $,  rj, 
80  muss  das  Quadrat  der  Entfernung  des  Punktes  (S,  i/)  von 
jenem  Punkte  wieder  durch  die  Qundratsumme  ^*-l-','  darge- 
stellt werden:  ausserdem  hängen  die  Coordinaten  desselbeu 
Punktes  in  den  beiden  Systemen  durch  Gleiehnn^n  des  ersten 
Grwtei)  xusammen ,  welche  mit  den  constantcn  Coeftieieutea 
^  l^>  Yt  ^  gebildet,  die  folgende  Gestalt  haben 
(33)  x,  =  a^  +  ß>i 

',  =  /^ +  ''';■ 

Hier  entsprechen  die  Werthe  x,  = «,  ar,  =  ;■  den  Wertheii 
1=1, »;  =  n.  die  Werthe  x^=ß,x,  =  d  den  Wcrthen  §=(\,ti  =  \. 
Aurh  ist  a.a.O.  nachgewiesen,  dass  die  neuen  positiven  Axen 
f,  ij  diu  gleiche  oder  entgegengesetz-te  relative  Lage  wie  die 
DTiiprflJiglichen  positiven  Axen  x,,  t,  haben,  Je  nachdem  die 
Determinante  der  Substitution 
m)  ad  —  ßy 

eisou    positiven    oder   negativen    Werth   liat.     Vermittelet   der 
Sohstitation  [•'i:t)  ui)tss  die  Gleichung 
(3&)  x\+x\  =  r  +  ,,* 

erflUt  werden,  oder,  wie  man  aach  sagt,  die  (luadratisclie 
Komi  x\-¥'x\  in  sich  selbst  Übergehen.  Weil  nun  nach  (28)  in 
I,  g  78  die  Determinante  der  neuen  Form  gleich  dem  Product 
aoB  der  Determinante  der  ursprtlnglichen  Form  und  dem  Qua- 
drate der  Subgtitutionsdeterminante  ist,  die  Detcnutnanten  der 
Iwiden  gegenwartigen  Formen  jedoch  gleich  der  Einheit,  also 
gleich  sind,  so  muss  das  Qnadrat  der  Snbiititntions- 
ite  ebenfalls  gleich  der  Einheit  sein;  sie  selbst  ist 
l,  entweder  gleich  der  positiven  oder  gleich  der  negativen 


\uit  +  y6=ö. 
Aus  der  ersten  bestimmt  sicli  ein  "Winkel  /,   aus  der  zweiten 
ein  Winkel  ij',  wie  folgt, 

)ß  =  008  z    (i^  cos  >!• 

)y  =  s\Ti  X    J  =^  siu  i/i, 
uaeh  der  dritten  mu»» 
(38)  cos  X  cos  L''  +  sin  x  sin  ij'  =  cos  ( i/'  —  z)  =  0 

sein,  also  ist  die  Differenz,  t/'  — /  entweder  gleich  '—  oder  gleich 

—  '^.  Die  Snbstitutionsdeterminante  (34)  verwandelt  sieh  In  den 

Ansdruck 

(a9)  POS  X  sin  '/'  ^  cos  f['  sin  j;  =  win  (i/'  —  zV 

Je  nachdem  derselbe  gleich  der  positiven  oder  negativen  Ginheil 

ist,  wird  »/'  —  z  gleich  -^  oder  —  .  »   so   dass    für  den   ersten 

Fall  aus  {^^)  die  Formeln 
(40.)  X,  =co8z.|  — sin/.»^ 

a:,  =  sin  z  ■  ^  +  t^o»  X  ■  'i> 
fllr  den  zweiten  Fall  die  Formeln 
(40b)  a-,  =cosz.|  H 

3-,  =  sin  z-^—  ''"SZ  ■ '; 
entstehen.    Man  Uberzen^  sich  leicht,  das»  in  dem  ersten  Falle 
die  positiven  Axen  x,  nud  j:,,  dnrch  Drehung  um  den  Winkel  z  mit 
Beibehaltung  der  iteihenfolge  in  die  positiven  Axen  der  ^  und  r 
Uliergefahrt  werden  können,    whs  in    dem  zweiten   Falle    nichtr 
niüglich  ist. 

Um  bei  der  Gleichung  des  Kegelschnitts  Coordiuaten  S,  », 
elnzuftlhren,  welche  zu  den  Hauptaxen  gehören,  hat  man  also 
die  Werthe  der  in  (37)  augefilhrten  Grössen  in  derselben  Reihen- 
folge aus  (32)  zu  nehmen;  den  beiden  ersten  Gleichungen  von 
(36)  entspricht  die  mit  iDs=iit''"  und  w  =  «i'"'  gebildete  Glei- 
chung (10),  der  dritten  Gleichung  von  (36)  das  Verechwinden 
des  Ausdrucks  (13*).     So  ergiebt  sich  die  Substitutiun 


S  60.  Haaptaxenproblem  eines  Kegelschnitts.  887 


(41)  *,  =  )V>4''|  +  Vfc7«;rf ,, 

Die  daraus  henrorgehende  Transformation  der  quadratischen 
Fonn  if{Xij  x^)  vereinfacht  sich  durch  die  Bildung  der  halbge- 
nommenen  partiellen  Differentialquotienten 

welche  mit  Hülfe  der  auf  w  =  lo^^^  und  w  =  lo^^^  angewendeten 
Gleichnngen  (5a)  die  Gestalt  bekommen 

(43)        a,,x,^  a,,x,  =  iü'''iJ'^'^^  +  io''']^J'^x'^Kj 

Multiplicirt  man  jetzt  bei  (41)  und  (43)  die  erste  mit  der  ersten, 
die  zweite  mit  der  zweiten  Gleichung,  und  zwar  einerseits  die 
AnsdrQeke  links,  andrerseits  die  Ausdrücke  rechts,  und  addirt, 
80  geht  auf  der  linken  Seite  die  Function  <jp  {x^J  xj  hervor,  auf 
der  rechten  Seite  erhält  dagegen  nach  den  schon  mehrfach 
benutzten  Relationen  der  Coefficient  von  §*  den  Werth  io^^\  der 
Coefficient  von  iy*  den  Werth  w^^\  und  der  zu  2  §  iy  gehörige  Coef- 
ficient den  Werth  Null.    Man  findet  demnach  das  Resultat 

(^)        o,,  xl  +  2ai3  x^  x^  4-  a^^  x]  =  lo^'^  f  +  co^^^  f}\ 

dasselbe  zeigt,  dass  die  Gleichung  der  Ellipse  wie  der  Hy- 
perbel, wenn  die  Hauptaxen  zu  den  Goordinatenaxen  gemacht 
^rden,  dadurch  ausgezeichnet  ist,  dass  sie  nur  die  Quadrate 
dw  Coordinaten  und  nicht  ihr  Product  enthält.  Bei  der  Ellipse 
«teilen  aP^  und  ta^^^  die  reciproken  Werthe  der  Quadrate  der 
"^ben  zu  den  Hauptaxen  gehörenden  Durchmesser  dar,  welche 
ebenfiills  Hauptaxen  genannt  werden;  bei  der  Hyperbel  gilt 
der  gleiche  Ausdruck  eigentlich  nur  für  die  positive  Wurzel 
^  )  wird  aber  auch  von  beiden  Wurzeln  gebraucht. 

Hiemach  löst  die  so  eben  durchgeführte  Untersuchung  die 
Aii^abe,  die  Hauptaxen  eines  Kegelschnitts  nach  Lage  und 
ÖTÜflse  zu  bestimmen,  oder  dessen  Hauptaxenproblcm.  Man  kann 
den  Inhalt  der  Gleichungen  (35)  und  (44)  dahin  zusammen- 
^n,  dass   durch   die  Substitution  (41)  die  beiden  quadrati- 


Aufgabo  mit  zwui  quadraliüuhL'ii  Fürmi^u. 

echen  Formen  x*+xl  und  ^'(ar,,  j:,)  gleichzeitig  so  traDsfonnirt 
werden,  dase  die  eretere  in  sicli  selliet,  die  zweite  in  eine  Form 
Übergebt,  welche  nur  die  Quadrate  der  neuen  Variahein  enthält. 
Auf  diese  Weise  werden  die  beiden  Formen,  welche  in  dem 
gestellten  Problem  des  relativen  Masiiuiiiug  oder  Minimums  ror- 
kommen,  gleichzeitig  transformirt,  und  es  lilsst  sich  die  Auf- 
lUsung  in  Bezng  auf  die  neuen  Variabein  |  und  17  «0  aus- 
drücken, das»  die  zugehtirigeu  Wertbsysteme  diejenigen  sind,  fUr 
welche  entweder  die  zweite  Variable  >,  oder  die  erste  Variable  { J 
verschwindet. 


§  61.    FortRetzang.    Haaptaxenproblem  siner  Fläche 
zweiten  Orftdee. 

Die  zweite  Aufgabe,  welche  wegen  ihrer  Analogie  mit  der- 
creten  eine  ktli-zere  Behandlung  znlüsst,  ist  die  folgende: 

II.    Die  Qaadratsumme  der  drei  Variabein  x„  x„  x,  anlcn 
der  Bediiigung  zu  einem  Maxinmm  oder  Minimum  /u  maobeo 
dass  eine    beliebig  gegebene  ganze  homogene  Function  der  Va- 
riabeln  vom  zweiten  Grade  einen  unverÄudcrlichen  Werth  bchSl^ 

Es  ist  hier 
(1)  f(x,,X^,Xt)  =  x\  +  x\+xl; 

die  gegebene  Function  sei  in  der  früheren  Weise  bezeicbuet 
(2J         if>ix^,x^,x^ 

=  a„  x]  +  a^xl  +  a^xl  ■+■  2aj,a;,^a.',  +  2a„x,x^  +  2a„T, 3:^ 
ihr  fester  Werth  sei  wieder  gleich  der  Einheit.  Mit  Ellllfe  eiu^M 
unbestimmten  Factors  l  bilde  man  nach  §  5!)  den  Ausdruck 

(3)  f{x„  x„  X,)  +  lif  (a:„ic„  x,\ 

und  erzenge  durch  Nnllsetzen  der  nach  x„  x,.  a*,  genomtnen^^ 
partiellen  Differentialquotienten  die  Gleichungeu 

(4)  ]  i^+i.(a^^x^  +  a^,x^  +  a„x,)=0 
\   I,  +  l  f  Oj,  a;,  +  a„  x^  +  a,,  *,)  =  0. 

Dieses  System  von  Gleichungen  des  ersten  Oradcs  Olr*„x,.^ii 
wUrdc  ans  der  im  vorigen  §  angefahrten  Ursache  nur  dartf^ 
die  Wcrtbe  x,  =  0,  z,  =  0,  x,  =  (I  erfüllt  worden,  warn  die 
Determiujinte  des  Sehema»  der  Coeflicientcn 


S  61 .  Aufgabe  mit  zwei  quadratischen  Formen.  389 

I    1  +  ^ÖJ1  ^«12  ^«18 

(^)  :  A  a^j     1  +  A  a^j  /  a^j 

!  ^  «31  A  032      1  4-  /  «8» 

Dicht  gleich  Null  wäre.  Mithin  muss  die  betreffende  Deter- 
niinante  verschwinden  und  bestimmt  auf  solche  Weise  den 
Werth  A.    Nun  werde  abermals 

(6)  „  =  -[ 

Sesetzt,  so  dass  aus  (4)  das  System  von  Gleichungen 

j        {CO  —  a,,)  x^  —  flj,  x^  -  a,3  x^  =  0 

'     --«31^l"-«82^2+   (^^-«88)^3  =  ^ 

^*^lgt,  dessen  Determinante 


(»:> 


^  —  «11  —  «12  —  «18 


—  «81        —  «82     ^^  -  «33  I 

^^rch  ihr  Verschwinden  für  w  die  Gleichung 

Co)  JD  {io)  =  0 

*5^fert.    Die  Wurzeln   dieser   Gleichung   können   von   einander 

"^^rschieden  sein,  oder  es  können  unter  ihnen  gleiche  vorkommen; 
ir  schliessen  die  Fälle,  in  denen  das  letztere  geschieht,  von  der 
^trachtung  aus.    Nach  I,  §  49   tritt   bei   einer   algebraischen 

^^leichung  dann  und  nur  dann  eine  doppelte  Wurzel  auf,  wenn 

r  deren  Werth  die  erste  Ableitung  ^er  gleich  Null  zu  setzenden 

'inction  mit  der  Function  gleichzeitig  verschwindet.  Die  erste 

bleitung  oder  der  nach  10  genommene  erste  Differentialquotient 

Function  D{tt))  ist  der  Ausdruck 


=(w— a3,)(w— «33)— a^+(w-a33)(w— Oi,)-a3i-4-(w— fliiXw— aj^)-«;^. 


.2     .   /_        „     \/..        _     \        _2     .    /    .        _     \/..       ^     \        _2 


getroffene  Annahme  besteht  also  darin,  dass  derselbe  durch 
^ine  Wurzel  der  Gleichung  (9)  zum  Verschwinden  kommen  darf. 

Sobald  für  w  eine  Wurzel  der  Gleichung  (9)  genommen 

^^ird,  dient  das  System  von  Gleichungen  (7),   wie  am  Schlüsse 

^^H  I,  §  75  auseinandergesetzt  ist,  dazu,   die  Verhältnisse  der 

^^Össen  a?i,a?i,a:,   zu  bestimmen.    Es   mögen   die   adjungirten 

Elemente    des   Schemas   (8)    in   der   entsprechenden   Ordnung 

*ölgendermas8en  bezeichnet  werden 


(11) 


bu  itiil.  zwei  quailratieuiii'n  Furn 

fl„M  -D^iu.)   J5„(<.) 

D„M  z)„(»)  a„{m) 

J>,A")   D„M    /).(■"), 


WO  ans  der  Symmetrie  des  Rehemas  (8)  die  Symmetrie  de« 
vorliegenden  folgt;  falls  nicht  alle  adjnngirteii  Elemente  ver- 
sehwinden, werden  die  Verhältnisse  der  Grössen  i,.  a-,,  3-, 
durch  die  Verhältnisse  der  eiits)i rechend  geordneten  EleiiioDte 
irgend  einer  Ilorizoiitalreihe  ausgedrltekt.  Die  Mögliehkeit, 
das»  alle  Elemente  in  (11)  gleich  Null  werden,  ist  indessen  da- 
durch beseitigt,  dass  der  Ausdruck  (in)  tUr  keine  Wurzel  von 
(9)  gleich  Nnll  werden  darf;  denn  es  lenchtet  ein,  daas  derselbe 
mit  dem  Aggregat  der  drei  Elemente 

(12)  D„M  +  J„  (»)  +  /),.(,.) 
Ilbereinstimmt,  nnd  daher  hei  dem  Verschwinden  aller  Elenieul? 
ebenfalls  verschwinden  niUsste.    Demnach  gi-lten  die  drei  l'ro- 
portioncn 

(13)  l    X, :  z,:  z,  =  D,,  (w):  D„  (w):  D^ (w) 
I    z^:  z^:  x,  =  D„(o>):  D,,{o,j:  D„{o,) 

Wird  die  linke  Seite  der  ersten  mit  r„  der  zweiten  mit  x, 
der  dritten  mit  3-,  multiplieirt,  so  lässt  sich  wegen  der  Gleich 
ungen  i),j  («u)  ^=:  fl^j  (w),  u.  a.  f.  wieder  eine  fortbiufende  l'ropor 
tion  ableiten, 

(14)  x\:x^:xl:x^x^:x^Xj:  a;,  x^ 

=  D„  {.«):  ß„(w):  ß^,(w):  D„  (.«):  2)„  (w):  i),,(")C:  'V 

Ein  geeignetes  Htllfsmittel  znr  ferneren  ITntcrsnchnng  ättr^^ 

Systems  (7)  besteht  darin,  die  erste,  zweite  nnd  dritte  Oleichiin»  ^ 

respectivc  mit  drei  unhestiuimten  Grltssen  u,v,W£ü  uiulti{»Ucirei  ^^ 

und  hierauf  zu  addiren,  so  dass  die  Gleichung 

(15)  i-i{x,u  +  z^v  +  XgW) 

\  (Bif{x^,x„x,) ,,  .   gyCj'ng.,».)..  .  ^»(Ji|g,.-*^,)._\_ft^» 
2i         ö:r,         *■*"  dx,         ""^  S«,         «')-'^ 

entsteht.  Nach  einer  im  vorigen  §  erwähnten  [tenierknng  k^^ 
der  in  der  zweiten  Klammer  befindliche  Ansdrnck  di«  Eigev 
HchaFt,  sieb  nicht  xu  ilnderu,  wot'em  die  Griissen  x,,x„s 
Reihe  nach  mit  den  Grössen  u,  v,  w  vertauscht  werden, 
die  Kelation 


sei. 

A 

ufgnbu  mit  zwei 

quadralischuu  Foi 

(10) 

ijl 

£>t(.,.v) 

Sv 
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^y(i«,t>,w) 


du 

211  erfüllen.  Setzt  man  in  (15)  ersteua  (i^a:,,p  =  z,,io=j;,, 
so  wird  <laa  zu  subtrahireBcle  Aggregat  nach  dem  E*7er'8chen 
Satze  von  den  homogenen  Functionen  gleich  der  Function 
y(x,,i„:c,),  nnd  insofern  deren  Werth  gleich  der  Einheit  sein 
soll,  dieser  selbst  gleich ;  hieraus  geht  für  jede  Wurzel  von  (9) 
die  Gleichnsg 

<.17)  oi{x\-¥xl-^x\)  =  \ 

hervor.  Die  drei  nach  der  bestehenden  Voraussetzung  ver- 
Hchicdeuen  Wurzeln  von  (9)  mögen  mit  ci"',  (/^',  c/"'  bezeichnet, 
clie  zu  einer  jeden  gehörigen  Werthe  x,,  a;„  a;,  durch  FTinzu- 
fUgang  des  entsprechenden  oberen  Zeigers  kenntlich  gemacht 
^Verden.  Es  werde  nun  in  (15)  einmal  tUr  m  eine  bestimmte 
"Wnrzel  ir»'''  gewählt,  demzufolge  x,  =  j:J",X3=i^S'*>*3  =  4"  ^^' 
noiiiinen,  ferner  mit  Anwendung  einer  zweiten  Wurzel  w"'  die 
Bcetimmnng  «  =  ai^J' ,  vs=x^^',  w=:x^^  getroffen;  ein  zwei- 
tes Mal  werde  für  v»  die  Wurzel  (u*"'  substitnirt,  so  dass 
.«,=j:f' ,  3;,=  4'',  ^3  =  4*'  ^'"'li  ferner  umgekehrt  M=icJ",v=ar^", 
■o^ji^  gesetzt;  dann  nimmt  die  erste  Klammer  und  wegen 
(10)  »ach  das  zu  subtrahircnde  Aggregat  beide  Male  den^^elben 
Werth  an,  so  dass  durch  Subtraction  der  Resultate  die  Glei- 
chang 
„8,  („"'  _  „<»)  i:^^xf^x';'xf  +  4"4=')  =  ü 

ontMteht.  Weil  aber  vcrmJigo  der  getroffenen  Annahme  w'"  — (u'" 
nicht  gleich  Null  sein  kann,  so  niuss  die  Gleichung 

erWüt  Hoin;  in  derselben  Weise  gelten  fllr  die  zu  zwei  andern 
fsareu  von  Wurzeln  gehilrenden  Werthe  die  Oleichangeu 

An«  der  Verbindung  der  Gleichung  (17)  mit  der  Proportion  (U) 
folgt  fllr  die  auf  der  liukcn  Seite  der  letztem  vorkommenden 
QtCmcb  die  Bestimmung        ^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^ 


i  ijundratiecheii  Formen. 


(21)  *;= 


2)„M 


,.(fl„W+D„H+i>„(»))' 


■  »(D„(,.)  +  Z)„(<.)+2).(^ 
'  "(ü„(..)+2)^(»)+J)J.) 


-'-■-, .(i;„(,.)+2)„H+i)„W 

Der  zweite  Factor  des  gemcingaiiicu  Nenners  ist  der  obige 
Ausdruck  (12)  nnd  darf  als  solcher  fllr  keinen  der  Werthe 
lu'",  tu"\  üj""  gleicli  Null  werden.  Daas  einer  der  drei  Werthe 
selbst  gleicli  Null  sei,  schliessen  wir  durch  die  Festsetzuug  aus, 
dass  die  Determinante  der  quadratischen  Form  f(x^,x^,: 
(22)  a„  a„  Ojj  —  «„  Ojj  —  «,,  aj,  —  a^  aj,^  +  2a„ 
in  deren  negativ  genommenen  Werth  die  Determinante  ( 
w=:0  übergeht,  von  Null  verschieden  sein  soll. 

Es  läast  sich  nachweisen,  dass  die  drei  Wurzeln  lu'",  w'^',  ai'*' 
der  Gleichung  (9)  stets  reell  sind.  Als  eine  Gleichung  mit 
reellen  Coet'ficieDten  könnte  dieselbe  nach  g  53  nur  entweder 
drei  reelle  Wnrzeln  oder  eine  reelle  und  zwei  complexe  conjn- 
girte  Wurzeln  haben.  Wäre  das  letztere  der  Fall  und  hiessen 
die  conjugirten  Wurzeln  («'"  und  lu'*',  so  erhielte  man  vermöge 
(21)  fllr  w^w'"  ein  durch  bestimmte  algebraische  Operationen 
gebildetes  Wertbsystem  x^\  4".  4"»  ^^  ("='«"'  ei»  auf  die- 
selbe Art  gebildetes  Wertbsystem  a:,  ,  x^p,  x'p.  Die  vorkom- 
menden algebraisclien  Operationen  sind  erstens  rationale,  nnd  von 
diesen  ist  in  I,  §  27  gezeigt,  dass  bei  Anwendung  der  gleichen 
Operationen  auf  Elemente,  die  mit  gegebenen  Elementen  couja- 
girt  sind,  nothwendig  ein  mit  dem  ursprünglichen  conjngirter 
Werth  hervorgehl;  zu  der  Dsirstelhing  von  x,,  x^,  x^  gehfiren 
femer  Ausziebungcn  von  Quadratwurzeln,  in  Betreff  deren  nach 
I,  §  39  der  Satz  gilt,  dass  je  eine  der  beiden  Quadratwurzeln 
aus  einer  Grösse  A-¥iB  mit  je  einer  der  beiden  Quadratwurzeln 
aas  der  conjugirten  Grösse  Ä  —  iB  conjugirt  ist.  Ans  diesen 
Gründen  Hesse  sich  in  dem  obigen  Falle  bewirken,  dass  2^*' 
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mit  af-y\  x^^^ mit «" ',  ajf '  mit  x'^^  conjngirt  würde.    Trennte  man 
demnach  den  reellen  and  imaginären  Theil  und  setzte 
(23)         xl"  =  A,  +  »Vi„  4"  =  A,  +  itu,  4"  =  A3  +  .>3, 

xf  =  A,  -  »^„  4"'  =  A,  —  »/ij,  4*'  =K- »/'j. 
80  Würde  sich  (19)  in  die  Gleichung 

(2i)  i\  +  /ij  + 1\  +  /ij  +  ;.j  +  /*;  =  0 

verwandeln,  welche  nicht  anders  als  durch  Verschwinden  der 
sämmtlichen  reellen  Grössen  ^-,, /t^,,  A,, /i,,,  Agj/ij  erfüllt  werden 
könnte.  Dann  müssten  aber  auch  x^^^  ^^^  0:3  \  xf  \  4^\  ^^^  selbst 

gleich  Null  sein,  was  mit  Rücksicht  auf  die  für  w=w^^^  und  lo^'^^ 
geltende  Gleichung  (17)  unmöglich  ist.  Mithin  sind  alle  drei  Wur- 
zeln w^*\  io^^^j  (jJ'^\  wie  behauptet  worden,  reell.  Hieraus  ergiebt 
^ich,  dass  die  Ausdrücke  der  rechten  Seite  der  in  (21)  zusam- 
mengefassten  Gleichungen  ebenfalls  für  cr*=w^'\  w^*\  (sP^  reell 
^werden.  Für  a;,,  x^^  x^  können  hiemach  nur  Werthe  erschei- 
nen, die  entweder  reell  sind,  oder  negative  reelle  Quadrate 
baben,  das  heisst,  rein  imaginär  ausfallen.  Weil  aber  die 
X^rodacte  x^  x^,  x^  a:,,  x^  x^  wieder  nothwendig  reell  sind,  so 
l(önnen  x^,  x^j  x^  nur  entweder  sämmtlich  reell  oder  sämmtlich 
Yein  imaginär  sein,  und  zwar  muss  das  eine  oder  andere  ein- 
treten, je  nachdem  die  Summe  ihrer  Quadrate  einen  positiven 
oder  negativen  Werth  hat.  Diese  ist  aber  nach  (17)  dem  reci- 
proken  Werth  der  betreffenden  Grösse  10  gleich.  Es  werden 
daher  x^j  x^j  x^  gleichzeitig  reell  oder  rein  imaginär,  je  nach- 
dem die  zugehörige  Wurzel  w^'\  io^^\  lo^^^  positiv  oder  negativ 
igL     In  Folge  dessen  haben  die  neun  Grössen 

C25)  iW^"^  x'^'       f^'  a:f  >       fcu^  x'^ 

ilP'  xf     ii:p  <>      i'o^^  x^' 

}fJ^  x^'       fco^'  xf       fio'''  xf 

die  Eigenschaft,  immer  reell  zu  sein.  Auflösungen  der  gestell- 
ten Aufgabe  des  relativen  Maximums  oder  Minimums  erhält 
man  jedoch  nur  für  die  positiven  Werthe  der  Grösse  o). 

Wir  benutzen  die  Grössen  (25)  als  CoetTficienten  flir  drei 
neue  Variabein  ^,  /;,  l  und  bilden  die  »Substitution 


(20)        ,, = z,:;^  4"  I + 1',:™  4" ,,  + 1^»  4"  c 
I  «,=i^»'4"i  +  i',;7>v,'v,  +  i',?'4"'l, 

vermittelBt  deren  die  quadratiectren  Formen  arj  +  «J  +  x] 

(f  (j:,,  «,,  T,)  gleicbzeiti^  transformirt  werden.    FUr  die  erstere 

ergiebt  sich,   indem  die  Gleichnng  (17)  für  (u=w'",  w"',  u*". 

ferner  (19)  und  (20)  benutzt  wird,  die  Gleichnng 

(27)  x;  +  a:;  +  a-;  =  r  +  i,»  +  t». 

Um  (^(^11  ^,t  ^t)  umzuformen,    leitet  man  mit  Znziebnng 

(7)  die  Gleichungen  ab 

(28)   <.„«,+«„a^,+»„«,  =  <."')^I,°'{+.."'l'i?"4",+<.'"l'»' 
(«.,1,  +a„«,+a„^-,-,.'"l^'4"|  +  ,.'"iySxi".,  +»'»l'ar™, 
worauB  durch  Multiplication  und  Addition  der  entsprechenden 
Ausdrücke  nach    abermaliger  Anwendung   von  (17),  (19)  und 
(20)  die  Gleichung 

(29)  f  {x„  x„  X,)  =  w'"  t  +  w'«  »;^  +  ..<'*  ?> 

entsteht.  Durch  die  Substitution  (26)  wird  also  einerseits 
Qnadratsnmmc  x\  +  x\  +  x\  in  sich  selbst,  andrerseitB  die  qua- 
dratische Form  ff(x,,x^,x^)  in  eine  solche  (inadi-atiacho  Form 
verwandelt,  die  nur  die  Quadrate  der  neuen  Variahcln  und  aU 
deren  Coefßcienten  die  drei  Wurzein  («*",  w*".  c/"'  der  cnbi- 

schen    Gleichung  (9)  enthält.     Nach    dem    Trägheitegesetz   der 

quadratischen  Formen,  das  in  I,  §  88  bewiesen  worden,  i«t  die  ^s 
Anzahl  von  positiv  und  von  negativ  genommenen  Quadraten,  in-^* 

deren  Aggregat  eine  mit  reellen  Coeflicienten  versehene  qnadra 

tische  Form  durch  eine  reelle  Substitution  verwandelt  wcrden.^^ 

kann,  nnveränderlich  dieselbe.    Bei  der  in  (29)  ge^benen  Dar " 

Stellung  der  Form  tflx,,  x,,  j;,)  wird  die  Zahl  der  positiven  und-^ 
negativen  Quadrate  durch  die  Zahl  der  positiven  und  ncgAtiven 
Werthe  unter  den  drei  Grössen  c/",  ("'",  f"'"  bestimmt.    Offenbar- 
ist  die  Form  rf{x^,x^,x^  wesentlich  positiv,  wenn  w' ',  w  ,tt 
positiv,  wesentlich  negativ,  wenn  alle  drei  ürUssen  negativ  sind: 
die  letztere  Voraussetzung  macht  es  unmügUch,  datut  die  Fora 
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für  irgend  ein  reelles  Werthsystem  der  Variabein  den  vorge- 
schriebenen Werth  der  Einheit  annehme,  und  wird  deshalb  von 
jetzt  ab  ausgeschlossen.  Gilt  die  erstere  Voraussetzung  nicht, 
so  können  unter  den  drei  Werthen,  von  welchen  in  Folge  der 
obigen  Annahme  keiner  verschwinden  darf,  zwei  positiv  und 
einer  negativ,  oder  einer  positiv  und  zwei  negativ  sein.  Es 
bleiben  demnach  drei  Fälle,  welche  sich  folgendermassen  be- 
zeichnen lassen, 

(I)     io^'^>io^'^>a>^'^>0 
(II)     ü,^'^>io^'^>0;0>iü^'^ 

(III)     io^'^>0',0>io^'^>io^'\ 
Die  Entscheidung  zwischen  dem  Maximum  und  Minimum 
i?vird  nach  der  Formel  (14)  des  §  59  durch  den  Ausdruck 

(30)  dxl  +  ixl-hdxl 

H- A  (ttj,  (Ir J + Ojjg  da;^ -^  033  (io^ + 2aj^  dtej  dteg -^  2agi  dajj  da;,  ^ 

gegeben,  in  welchem  die  Differentiale  der  Variabein  durch  die 
Oleichung 

(31)  d(p{x,,x,,x,)  =  0 

eingeschränkt  sind.   Man  darf  hier  die  Differentiale  da;,,  d^*,,  dx^ 
^nrch   die  Differentiale   der  neuen  Variabein  df,  d/^,  dC  aus- 
drücken, indem  man  in  den  Gleichungen  (26)  die  vollständigen 
Differentiale  der  linken  und  rechten  Seiten  bildet.    Weil  aber 
die  Coefficienten  von  f,  rj,  l  constant  sind,  so  entstehen  hierbei 
f^erade  diejenigen  Resultate,  welche  aus  (26)  hervorgehen,  indem 
f»tatt  jeder   der  sechs  Variabein  ihr  Differential  gesetzt  wird. 
Ferner  ergiebt  sich  durch  denselben  Process  der  Ausdruck  (30) 
ans  dem  Ausdrucke  (3).    Man  ist  daher  vermöge  der  Gleichun- 
gen (27)  und  (29)  im  Stande,   das   Ergebniss  der   Einflihrung 
der   Differentiale   d^,  drj,  d'C  in   (30)    folgendermassen   hinzu- 
schreiben, wobei  fUr  l  nach  (6)  der  Werth gesetzt  ist, 

(32)  d^'  +  dfj'  +  dC'-l ^^'^*^^^ "^  ''^'^^'' "^  "^^'^"^^'^ ' 
zagleich  verwandelt  sich  die  Gleichung  (31)  in  die  folgende 

(33)  d  {io^'^  f  +  (0^'^  //  -t-  (0^''  ^  =  0. 

Die  Werthsysteme  ^,  17,  t,  bei  denen  ein  Maximum  oder  Mini- 
mum auftreten  kann,  sind  diejenigen,  für  welche 
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wird,   and  haben  daher  wegen  der  Gleicbangen  (26)  die 
Stimmung 

(35)        {     io  =  io^'\  f  =  0,   ^^^^;  =  l,  r=0; 

f=0,  jy  =  0,   V^^'^t=l. 

Je  nach  den  drei  Annahmen   geht  der  Ausdraek  (32)  in  einen 

der  drei  folgenden  über 

r  /  (2)  (3)      \ 

((1)  (3)  \ 

W  (JJ  / 

((O  (2)  \ 

Aus  der  Gleichung  (33)  wird  aber  beziehungsweise 


10 


(37) 


df  =  0; 


so  dass  immer  dasjenige  Differential  verschwinden  muss,  welches 
in  dem  zugehörigen  Ausdrucke  (36)  gar  nicht  vorkommt 

Zufolge  der  zu  benutzenden  Regel  giebt  es  ein  Maximum^ 
ein  Minimum,  oder  keines  von  beiden,  je  nachdem  die  betref- 
fende der  in  (36)  aufgestellten  Formen  wesentlich  negativ, 
wesentlich  positiv  oder  keines  von  beiden  ist.  Welche  Er- 
scheinung jedes  Mal  eintrete,  lässt  sich  leicht  aus  der  Beschaf- 
fenheit der  Grössen  co^'\  io^^\  lo^^^  und  ihrer  Differenzen  erkennen^ 
so  dass  je  nach  den  oben  unterschiedenen  Fällen  I,  II,  III  die 
folgenden  Resultate  entstehen: 
(I)    io  =  (o^^\  Minimum: 

(o=^io^'\  weder  Maximum  noch  Minimum; 

10  =  w^^\  Maximum; 
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(U)    fti  =  w^*\  Minimam; 

w  =  w^*\  weder  Maximum  noch  Minimum; 

(III)    lü  =  w^^\  Minimum. 

In  Bezug  auf  ihre  geometrische  Bedeutung  schliesst  sich 
die  gegenwärtige  Aufgabe  ebenfalls  an  die  Aufgabe  des  vori- 
gen §  an.  Werden  die  drei  Variabein  zu  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten  eines  Punktes,  so  repräsentlrt  die  mit  der  Function  (2) 
gebildete  Gleichung 

<2*)  (p{x,,x^,x^)=l 

eine  Fläche  des  eweiten  Grades,  welche  den  Coordinatenanfangs- 
j^unkt  zu  ihrem  Mittelpurikte  hat;  jede  durch  diesen  Punkt  ge- 
zogene Verbindungslinie  von  zwei  Punkten  der  Fläche  wird  in 
dem  erstem  halbirt,  da,  wenn  die  Goordinaten  des  einen  Punktes 
*^it  ^s>  ^s  genannt  werden,  die  Goordinaten  des  andern  Punktes 
— a:,,  — x,,  —X,  sind.    Weil  nun  die  Function  (1) 

x\  +  x\  +  x\ 
das  Quadrat  der  Entfernung  des  Punktes  (a:,,  a;,,  x^  von  dem 
^littelpunkte  der  Fläche  ausdrückt,  so  bestimmt  die  gelöste  Auf- 
gabe die  Punkte  der  Fläche,  flir  welche  das  Quadrat  dieser 
Entfernung,  mithin  auch  die  Entfernung,  ein  Maximum  oder 
^Minimum  wird.  Die  Substitution  (26)  entspricht  der  Verwand- 
lung des  Systems  der  rechtwinkligen  Goordinaten  x^^  x^j  x^  in 
«in  anderes  zu  demselben  Anfangspunkte  geh(}rendes  System 
TOD  eben  solchen  Goordinaten  |,  i;,  L  Nach  den  allgemeinen 
in  I,  §  86  u.  8.  f  mitgetheilten  Erörterungen  müssen  alsdann  die 
rechtwinkligen  Goordinaten  x^,  x^j  x^  mit  den  andern  $,  tj,  l 
dareh  Gleichungen  von  der  Gestalt 

^2  =  ^21^  +  ^«'?   +^23? 
^3  =  7«  ^  +  7^  '^+^38? 

znsammenhängen,  und  die  Ausdrücke,  welche  das  Quadrat  der 
Entfernung  desselben  Punktes  von  dem  gemeinsamen  Anfangs- 
punkt bezeichnen,  einander  gleich  sein,  so  dass  die  Gleichung 
(i»)  a:J  -h  xj  +  a;l!  =  ?*  +  1^"  +  c* 

erfllllt  ist  Die  ({uadratische  Form  (1)  geht  dadurch  in  sich 
selbst  ttber.  Da  ferner  nach  I,  §  81  die  Determinante  dertrans- 
formirten  Form    gleich  dem  Product  aus  der  Determinante  der 
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areprUiiglichen  Form  udiI  dem  Quadrate  der  Hiibstitotionsdeter- 
minante  I'  iat,  und  da  in  (39)  die  beiden  Determinanten  der 
Formen  gleich  der  Einheit  sind,  so  muss  die  betreffende  Snb- 
stitnlionsdeterminante  /'  gleich  der  positiven  oder  negativen 
Einheit  sein.  Ob  dag  erstere  oder  das  zweite  der  Fall  sei, 
richtet  sieb,  wie  a.  a.  0.  anseinander  gesetzt  ist,  diinacb,  ob  das 
System  der  positiven  A'Ken  x„x„  r,  durch  Drehung  in  der 
gegebenen  Reihenfolge  in  das  System  der  positiven  Axen  |,  f;,  t 
ttbergefÜlirt  werden  kann  oder  nicht.  Ans  (39)  folgen  die  zwi- 
schen den  9  Coefficienten  der  Substitution  (38)  geltenden  Glei- 


chnngen 

(40) 

•A 

+  rl 

+  ri. 

=  1 

y'u 

+  /„ 

+  yl 

=  1 

^1« 


j'is  yi3  +  /«?'«  +  y^  y»»  =  0 

Yn  J'ii  +  y«  /»*  +  yn  /m  =  **. 
welche  ihrerseits  wieder  das  Bestehen  der  Gleichung  (39)  i 
sich  ziehen.  Bei  der  obigen  Substitution  (26)  haben  die  neuen 
Variahein  gerade  deshalb  die  Eigenschaft,  ein  System  von 
neuen  rechtwinkligen  Coordinaten  darzustellen,  weil  dort  die 
Gleichung  ('27),  welche  mit  (39)  identisch  ist,  erttillt  wird,  wäh- 
rend die  letzten  drei  Gleichungen  (40)  durch  (19)  und  (20) 
repräsentirt  werden.  Die  in  (2(i)  bestimmten  rechtwinkligen 
Axen  der  £,>„l  heissen  die  Ilauplaxen  der  durch  die  Gleiehnng 
(2*)  ausgedrückten  Fläche  des  zweiten  Gradee.  Nach  Einführung 
der  auf  die  Hanptaxen  bezüglichen  Coordinaten  nimmt  die 
Gleichung  (2*)  vermüge  der  Transformation  (29)  die  folgende 
Gestalt  an 

(41)  ,."'5'+,.™,"+»'«f  =  l, 

in  welcher  nur  die  Quadrate  der  neuen  Coordinaten  vorkommen, 
und  die  ein  geeignetes  Princip  zur  Eintheilung  der  in  Itcde 
stehenden  Flächen  darbietet.  In  dem  vorhin  mit  (I)  bezeich- 
neten Falle,  wo  alle  drei  Coefficienten  w"',  («''',  o  positiv 
sind,  bildet  die  Fläche  ein  einziges  Stllck,  dessen  Tbeile  siclk 
an  keiner  Stelle  Über   eine   gewisse  Länge   hinaus    vom  Uit — 
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telpankte  entferiieu,  und  heisst  ein  Ellipsoid.  lu  dem  Falle  (11), 
wo  zwei  Coefficienten  positiv  sind,  der  dritte  negativ  ist,  be- 
steht die  Fläche  rd8  einem  einzigen  Stücke,  dessen  Theile  sich 
unendlich  weit  vom  Mittelpnukte  erstrecken;  sie  beisst  ein 
ein/lächiges  Hyperboloid.  In  dem  Falle  {lllj,  wo  ein  Coeflicient 
{Hisitiv  ist,  die  beiden  andern  negativ  sind,  zerfällt  die  Fläche 
io  2wei  Stücke,  deren  jedes  sich  vom  Mittelpunkte  nnendlich 
weit  entfernt,  und  wird  ein  ewetfläehiges  Hyperboloid  genannt. 
Bei  dem  Ellipsoid  werden  alle  drei  Haiiptasen,  hei  dein  ein- 
tlSchigen  Hyperboloid  zwei  Hauptaxen,  bei  dem  zweiflüchigen 
Hyperboloid  wird  nur  eine  Hauptaxe  von  der  Fläche  selbst, 
nnd  /.war  immer  in  zwei  gegen  den  Mittelpunkt  symmetrisch 
liegenden  Punkten  getroffen.  Die  auf  soU-be  Weise  begrenzten 
X>iirchmesser  haben  ebenfalls  den  Namen  Ilauptaxen,  so  dass 
«j*"',  tu**',  w*"  gleich  den  reciproken  Wertben  der  Quadrate  von 
«leo  drei  halben  Hauptaxen  sind;  derselbe  Ausdruck  wird  auch 
vr>»  dem  EUipsoid  auf  das  einfläcbige  und  zweifläcbige  Hyper- 
lioloid  übertragen.  Denigemiiss  bezieht  sich  der  gegenwärtige 
@  auf  das  Probleni,  die  Hanptaxen  einer  FlUche  des  zweiten 
OradeH  nach  Lage  und  Oriisse  zu  bestimmen,  welches  als  das 
JUttuptttxenproblan  der  Flüche  bekannt  ist. 


k 


Capitcl  vin. 


.ADfangttgründe  der  Lehre  vou  di^r  Krümniiing  ditr  Linie» 
nnd  Flächen. 

f  63.    BoBtimmung:  der  Tangente  an  eine  Im  Ranm« 
gegebene  Z^inle.    Mesinng  der  Z.iLnge  einer  Linie. 

Die  Punkte  einer  Linie  im  Ranme  bilden,  wie  in  %  42 
liomerkt  worden,  eine  einfach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit.  Man 
Ibeilt  die  I>iiiicn  oder  Curven  in  solche,  deren  sHmnitHcbe 
Punkte  in  derseDR'n  Khene  liegen  und  in  solche,  bei  denen  dieit 
lüebt  der  Fitll  iat.    Die  entereii,   vou  deiieu  sdiou  frUber  die 
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Rede  war,  werden  ebene  Gurven,  die  letzteren  BaumeurveH  ge- 
nannt Wenn  ein  Punkt  im  Räume  durch  seine  rechtwinkligen 
Coordinaten  Xj  y,  e  bestimmt  ist,  so  kann  das  Gesetz  einer 
Cnnre  durch  zwei  Gleichungen  ausgedrückt  sein 

0)  Vi  (^>y,  ^)  =  hy  ^9  (^,  y,  ^)  =  hj 

wo  {j  und  2,  vorgeschriebene  Constanten  bedeuten;  dann  ist 
die  Curve  als  die  für  zwei  Mannigfaltigkeiten  der  zweiten  Ord- 
nung gemeinsame  Mannigfaltigkeit  der  ersten  Ordnung,  oder 
als  der  Durchschnitt  zweier  Flächen  definirt.  In  anderen  Fäl- 
len sind,  den  Gleichungen  (1)  entsprechend,  zwei  Coordinaten 
als  Functionen  der  dritten  bestimmt, 
(!♦)  y  =  P(x\^  =  Q(xy, 

oder  es  können  auch  die  drei  Coordinaten  als  Functionen  einer 
unabhängigen  Variable  t  gegeben  sein, 

(1**)  x  =  A{t\y  =  B{t\z  =  C{t). 

Die  letzten  Gleichungen  verwandeln  sich  in  Gleichungen  von 
der  Gestalt  (!'*'),  sobald  statt  t  eine  der  Coordinaten  und  zwai 
X  genommen  wird. 

Da  jede  gerade  Linie  als  der  Durchschnitt  von  zwei  EbeneriK^i 
bestimmt  werden  kann,  und  da  umgekehrt  zwei  Ebenen  nur  eint 
Linie   als  Durchschnitt   haben   können,    so  wird  jede   geradi 
Linie  durch  zwei  Gleichungen  (1)  dargestellt,  bei  denen  9)1  = 
und  9)9^2«  zwei  sich  schneidende  Ebenen  bedeuten.  In  diesei 
Falle  hat  man  9),   und  9),  als  rationale   ganze  Ausdrücke  d< 
ersten  Grades  von  den  Coordinaten  x^y^z  zu  nehmen  und,  w^ 
leicht  ersichtlich,  die  Coefficienten  fl',,  A,,  ä;,,  ^g,Ä,,  i,  so  einzr 
richten,  dass  in  den  Gleichungen 

g^x  +  h^y  -{-h^e  =  l^, 

g^x  +  h^y  +  ktZ  =  l^ 
nicht  die  Proportion 

gi'-K'^x  =92*K'K 

besteht;  die  Befriedigung  derselben  würde  ausdrücken,  dass  »  die 

beiden   Ebenen   parallel    wären,   oder  zusammenfielen.     WSS^        äblt 
man  irgend  einen  Punkt  x^^\y^^\z^^^  der  geraden  Linie,  so 
geben  sich  für  die  Coordinatendifferenzen  x  —  x^^^^y — y^^\#— • 
oder  die  relativen  Coordinaten  des  beliebigen  Punktes  («^ 
in  Bezug  auf  den  festen  Punkt  {x^^\  y"\  e^^^)  die  Gleich! 
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g.ix-x''')  +  \{y-  /^)  +  \  {z  -  /«^)  =  0, 
ans  denen  für  x—x^^^^y — y^®\£f— /^^  die  festen  Verhältnisse 

a:  —a^^^:y  —  y^''^:e  —  £f^''^  =  h^k^  —  Kk^:k^g^-'h^g^:g^k^  —  g^h^ 

folgen.  Nach  der  vorhin  gemachten  Voraussetzung  können  die 
Ausdrücke  der  rechten  Seite  nicht  gleichzeitig  verschwinden, 
m  durch  den  Punkt  (a:^°\  y^^\  /^^)  Parallelen  zu  den  Coordi- 
n&tenaxen  gezogen  werden,  so  sind  x  —  x^^\y  —  y^^^yS  —  e^^^  die 
I^rojectionen  des  Theiles  der  geraden  Linie,  welcher  von  dem 
I^nnkte  {x^^\  y^^\  e^^^)  bis  zu  dem  Punkte  (rc,  y,  e)  reicht,  mit  Bezug 
jene  drei  Parallelen.  In  dem  festen  Verhältnisse  der  drei 
Lotionen  beruht  eine  characteristische  Eigenschaft  der  gera- 
den Linie;  es  leuchtet  ein,  dass,  falls  die  Winkel,  welche  von 
der  geraden  Linie  mit  den  drei  Coordinatenaxen  x,  y,  e  gebildet 
'^'Verden,  respective  p^  q,  r  heissen,  die  drei  Projectionen  diesen 
inus  proportional  sind,  mithin  die  Relation 

x  —  x^^^:y  —  y^^^:s  —  /®^  =  cosp:  cosg:  cosr 


Denkt  man  sich  die  Coordinaten  x,  y,  z  des  Punktes  einer 
^e  durch  die  Gleichungen  (1**)  als  Functionen  der  unabhängi- 
Variable  i  gegeben,  und  betrachtet  zwei  Punkte,  die  den 
^'V'erthen  i  und  i-vJt  entsprechen,  so  können  die  zu  dem 
letztem  Werthe  gehörenden  Coordinaten,  falls  A  {t\  B  {i\  0  {t) 
öa.cli  dem  TayZor'schen  Satz  entwickelbar  sind,  beziehungsweise 
folgendermassen  dargestellt  werden 


(2) 


Wofern  hier  nur  diejenigen  Glieder  beibehalten  werden, 
^elehe  von  Jt  unabhängig  und  in  die  erste  Potenz  von  Jt 
^^Itiplicirt  sind,  so  liefern  die  betreffenden  Ausdrücke  nach 
^^^  in  §  37  für  ebene  Curven  ausgeführten,  im  nächsten  § 
^^^ter  anzuwendenden    Grundsätzen   und    den    gegenwärtigen 


TaugeutL-  c 


ßsut 


Erörterungen  die  reclitwinkligen  Coordinaten  derjemgen  geraden 
Linie,  welche  durch  den  T^nkt  {x,  y,  z)  hindurchgeht  und  drr  in 
Rede  stehenden  Curie  unter  allen  geraden  Linie»  am  nächsten 
kommt  oder  dieselbe  berührt.  Um  die  sämmtlichen  Fujikle  dieser 
Tangente  eu  erhalten,  sind  der  Grösse  Jt  aüe  möglichen  negati- 
ven und  positiven  Werthe  beizulegen.  Die  relativen  Coordinaten 
eines  gtt  einem  beliebigen  Jt  gehörenden  Punktes  der  Tangente 
in  Beeug  auf  den  eu  Jt^O  gehörenden  FunfU  (x,  y,  e)  l 
re^ective  die  Werthe 

Äff   , 


"-^Jt,    "-^M,    --Jt 


dt 


dt 


(3) 

Wenn  daher  p,  q,  r  die  Winkel  bedeuten,  tcelcfu'  von  der 
Tangente  beeiehungsweise  mit  den  drei  CoordiH<^enaxeH  gebildet 
Kerden,  so  besteht  die  Proportion 

dx     dy     de 

dt  '  ~dt  '  ~di~'^' 
mittelst  deren  die  Construction  der  aiifetisuchenden  Tangente  aus- 
geführt werde»  kann.  Hierbei  iet  zu  beacliteii,  dass  nlle  bis- 
herigen ReHultate  gültig  bleiben,  wnfcrn  istatt  der  unabbangige» 
Variable  t  eine  der  Coordinaten,   etwa  x  geäetst  wird.     Dann 


(4) 


dl" 


:  cos  5: 008  r, 


,  d.i: 


geht  ~  in  die  Einheit,  -z^ 
portioB  (4)  erhält  die  Gestalt 


dy  .     (ij/      dz 


in  -r    Über,  und  die  Pro- 
flx 


(4*)  ^-j"  ■  -j-  =  ^osp:  cosq:  eo8  r. 

Wenn  daher  das  Gesetz  einer  Curve  durch  die  Abhängigirit  be- 
stimmt ist,  in  welcher  die  zweite  und  dritte  rechtwinklige  Coordi- 
nate  eines  Punktes  su  der  ersten  C'oordinatc  stehen,  so  geben  die 
nacli  der  ersten  Coordinate  genommenen  Di/ferentialquotienten  der 
Bweiten  und  dritten  in  Verbindung  mit  der  Einheit  die  Verhältnisse 
ewischen  den  Cosinus  der  Winkel,  die  von  der  Tangente  iler 
Ourve  mit  den  drei  Axen  gebildet  werden.  Da  zwischen  den  Co&iu^^ 
der  Winkel  p,q,r  die  Gleichung  ^^H 

cos*  p  +  cob'j  +  coa'r=:  1  "^^B 

heBleht,   bo  lassen  sieh  aus   (4)   die    tollenden  Ausdrlii-ke   fllr 
cosp,  cos  2,  cosr  ableiten 
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^. 


f^. 


^^:l 


&:f 


\dij 


welche  bei    der  Substitution   vod  x  Ü\r  t  eine  cntspreelicuile 
V^rcinlachung  erfjilireii. 

Wie  tue  Aufgabe,  an  eine  gegebene  Curve  eine  Tangenl''  ^f 
construiren,  m  grlluilet  sieb  auch  die  Aufgabe,  die  Länge  einer 
gegebenen  Curve  ««  messen,  auf  die  Vergleichung  einer  krunimeii 
Linie  Diit  einer  geraden ;  allein  die  letztere  Aufgabe  birgt  andere 
•Schwierigkeiten  in  sich  als  die  erstere.  Dasa  die  Lauge  jeder 
begrenKten  geraden  Linie  durch  die  Länge  einer  beliebigen  be- 
grenzten geraden  Linie  als  Einheit  genieüsen  werdeu  könne, 
gehört  KU  den  GruudvuraussetKungen,  auf  welche  Bieh  üescarles 
gestutzt  bat,  indem  er  den  Ort  eines  Punktes  im  Räume  durch 
die  Messung  von  gewiesen  geraden  Linien  bestimmte.  Die 
MeHtiung  einer  iiegrenzlen  nicht  geraden  Linie  wird  aber 
dadurch  auf  die  Messung  von  geraden  Linien  zurückgeführt, 
das»  man  zwischen  den  Endpunkten  di'"^  und  di'"'  der  gegebenen 
Linie  eine  Folge  von  Punkten  3t'".  SR'", ...  St'*"'' einschaltet, 
hierauf  8f"'  mit  iR '*,  tH'"  mit  9t'*',  u.  9.  f.,  zuletzt  9t""*"  mit  dem 
Eadpunkte  St'"',  das  ist  9i'''',  durch  gerade  Linien  verbindet, 
von  ihren  Längen  die  Summe  bildet,  und  die  LUnge  der  ge- 
gebenen Linie  aU  den  Ürenzwerth  detinirt,  gegen  wek'hen 
diese  Summe  convergirt,  sobald  die  Anzahl  m — 1  der  ein- 
geschalteten Punkte  und  ihre  gegenseitige  NüLerung  ohne 
Ende  zunimmt.  Dieser  Process  ist  in  I,  §  103  für  die  Bc- 
stimmnng  der  I>änge  eines  Kreisbogens  auseinandergesetzt  und 
in  §  21  dieses  Bandes  bei  einer  beliebigen  Curve  wieder- 
holt, nm  einen  ebenen  Flächenraum  zu  definiren,  welcher  von 
der  Carre  und  von  geraden  Linien  eingeschloBuen  wird.  Gegen- 
wärtig liegt  uns  ob,  den  Nachweis  zu  fuhren,  dass  die  vorbin 
beseicbnulo  Summe  von  geraden  Linien  unter  gewissen  auf  die 


[■tu 


F" 

^^B  Stetigkeit    beznglU-hen    Voraussetzungen 

^H  einen  Grenr-werth  convergirt. 

^H  Wenn  man  einen  Zeiger  «  die  Zahlen  0, 1,2, ...  w— l,» 

^m  ilurchlaufen  läset,   dein  Punkte  91'"'  die  rechtwinkligen  Coordi- 

^m  natcn  x'"',  j/'"',  .ff'"'  beilegt  und  deren  Differenzen  folgenderraasseii 

H  bezeichnet 

■  Ja:"-'  =  ^"+"  -  .t"\  J.v""  =  y'"*"  -  !/""',  J**"'  =  /'*"  -  /"'. 

■  so  wird  die  Entfernung  zweier  Punkte  W'"'  und  9t'"*"  durch 

■  die    poKitive   Quadratwurzel    aus   der  QnadratsuDinie   der   be- 
I  treffenden  Coordinatendifferenzen 
[  V  (J>')'  +  ( Jy'"¥+  (i*"")' 

nnxgedrllckt.    Die  Summe  der  Längen  der  anf  einander  folpen- 

Iden  Verhindnngulinien  «""  ffl'",  ffl'"  SR'",.  .«'"""Sl'"'  ist  daber 
gleich  der  von  <t=0  bis  a  =  m— 1  anezudehnenden  Summe 
(5) 
i 


Das  in  (l)  gegebene  Gesetsi  einer  Curve  sei  in  die  Gestalt; 
(1**)  gebracht:  man  habe  (''''  — ("">0,  nnd  es  werde  ange— 
iimnnien,  dass,  während   die  unabhängige  Variable  t  sucecssivs 

I  die  nach  ihrer  Grüsse  geordneten  Werthe  t'  ',(  ',...r  =r"" 
dnrchlUufl,  von  den  Coordinaten  Ix,  i/,  z)  die  Werthe  durchs 
laufen  werden,  welche  nach  der  obigen  Annahme  zn  den  Punkte^ 
von  entsprechendem  Zeiger  gehftren.     Die  positiven  Differenze-=B 

I  der  Werthe  von  t  bezeichnen  wir  Uboreinotimmend 

ji'" =('■*" -('■', 

t  mä  gehen  der  Summe  (ö),  indem  deren  allgemeine»  Glied  iib^ 
^r     dividirt  und  maltiplicirt  wird,  die  Gextalt 

luBofern  J',  y,  ^   stetige  Functionen    von  (  siud,    die    iu  Ht*«^^ 
tai  t  bestimmte   endliche    DifTercntialiiuotienten  haben,    nllhe 

flieh  die  DiflTercnzenqnotienten  — -7^1  ^-^^  >      j^i  ^'  abnehiii^s^ 
^r        vfr        jr 

respeotive  den  fllr  («■/'"'   zn  bildenden   W«rt6»-— 
i"^, ./"',  f'  der  Differentialquotienten  *'.  ''*    ^' ■ 


Wir  niarl^   -*•« 
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ifferenzen  ^'„-j  - 1\  %^  -  v''^  -^  -  ^'^  fllr  ein  hin- 


eine  ähnliche  Voranssetzang;   wie  sie  bei  dem  Satze  IX 
des    §  25  gebraucht  ist,   dass  nämlich  die  Quadratsumme  der 

' t(«)    ^ Ja)     ££ 

z/<^  '  .ff  ^  .ff 

iohend  kleines  2^^'*    immer    numerisch   unter  dem   Quadrat 
iTfielben  kleinen  Grösse  l  bleibt,   und   dass  folglich  in   den 

ichungen 

^  («)  ^  («)  .  («) 

a   Quadratsumme  (a^"V  +  (6^"V  +  (c^"V  kleiner  als  die  Ein- 
it  ist.  Auch  schliessen  wir  das  gleichzeitige  Verschwinden  von 

^ ,  i}^"\  &^  aus,  so  dass  die  Quadratsumme  (^"Y  +  (r/"V  +  (r^'Y 
unter  einen  gewissen  von  Null  verschiedenen  Werth  herab- 
x^len  kann.    Aus   (6)  folgt  für  die  in  (5'*')  unter  dem  Snm- 
^nzeichen  befindliche  Grösse  der  Ausdruck 


n  hat  sich  vorhin  gezeigt,   dass  eine  gerade  Linie,  welche 

(ff\ 

dem  Punkte  91     nach  einem  Punkte  gezogen  wird,  dessen 

la.\ 

Bezng  auf  81      genommene  relative  Goordinaten  den  DifTe- 
ialqnotienten  —  =^"^  -^=rj^''\  --^  =  c^"^  proportional  sind, 

Tangente  der  Ourve  im  Punkte  81      ist.    Bezeichnet  man 
auf  dieser  Tangente  liegenden  Punkt,  dessen  in  Bezu^  auf 

:  ^"^  genommene  relative  Goordinaten  die  Werthe 

^^«.len,  mitl^"\  so  lehren  die  beiderseits  mitz/^^"^  multiplicirten 
<3lUichungen  (6),  dass  a^''hjt^"\b^"Ujt^''\c^"hjt^''^  die  rela- 
'^iv'en  Goordinaten  des  Punktes  91^"^^  in  Bezug  auf  den  Punkt 
^^  ***  sind.    Demnach  wird  die  Länge  w    %^"^  durch 

^i«  Unge  X*"^«^"""^  durch 

S^neggen.    Es  ist  aber  die  Länge  91^"^  9J^"^'^  niemals  grösser  als 


der  rechten  Seite  vou  (7)  setzt  sich  dorcli  Addition  aaa  dem 
Quadrat  von  (8),  dem  Quadrat  von  (9),  und  dem  Ausdrucke 

2(|'-'  a'"'  /  +  ,/-'6'-'  i  +  i""'  c'-"  >.)  (Jl<-")' 
'/.usanimen,  der   absolute  Werth   des  letztem   ist  aber  niemals 
grijsser  als   das   doppelte    Product  von  (Ü)  und  (9),   wie  mit 
Hülfe  der  Relation 

f  {'/"V  +  if'f)  ((«""  ^f  +  ii''"^  >■)'  - 

bewiesen  wird.  Der  so  eben  fllr  Agsjregate  von  drei  Quadraten 
ausgesproebene  Satz  entepriuht  einem  für  Aggregate  von  Ewei 
Quadraten  geltenden  H&l'/.e,  welcher  in  anderer  Gestalt  in  I, 
§  61,  (9)  mitgetheilt  ist.  Heide  haben  de»  geometrische»  In- 
halt, dass  in  einem  Dreiccic  die  Summe  zKcier  Seite»  stets  grosser 
als  die  dritte  Seite  oder  höchstens  derselben  gleich  ist. 

Nunmehr  sind  wir  im  Stande,  fUr  die  Summe  (5)  zwei 
Werthe  anzugeben,  zwiauhen  denen  sie  enthalten  sein  mnss. 
Der  erstere  entsteht,  indem  statt  des  allgemeinen  Gliei 
die  Summe  von  (8}  und  (9)  genommen  wird,  bei  der  Bil- 
dung des  zweiten  hat  man  den  Ausdruck  (9)  von  (8)  zu  sub- 
trahiren  und  ist  dann  unter  den  getroD'euen  Voraussetzungen 
sicher,  die  Differenz  mit  positivem  Vorzeichen  zu  erhalten; 
denn  die  Quadratsumme  {^"l  +(>,")  +  (l."  )  darf  niemals 
kleiner  werden  als  eine  gewisse  von  Null  verschiedene  GriSsse, 
und  die  Qundratsumnie  (a"  l)  +  (b "  l)  +  (c"  l)  wird  ftlr  einen 
hinreichend  kleinen  Werth  der  Griisse  J  t "  wegen  des  Factors  Ä* 
beliebig  klein.  Es  liegt  also  die  Snmme  (5)  zwischen  den  beiden 
Wertheu 

Weil   sieh    die   zweite   Summe    vei^ritssert,    sobald    statte' 
Ca'"V  +  {^'"V  +  («'"V   die    Einheit    geseUt   wird,    und 
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a=in  — 1 


2     J^"^  gleich  der  Differenz  /'*  —  i^   ist,  so  befindet  sich 

der  positiv  oder  negativ  za  nehmende  Werth  unter  der  Grösse 

A  (^^ — f^^)y  die  für  eine  hinreichend  fortgesetzte  Theilung  des 
lotenralls  beliebig  klein  wird.  Dagegen  hat  die  erste  Samme 
das  Bildungsgesetz  einer  Sammo,  von  der  in  §  20  nachgewiesen 
ist,  dass  sie  gegen  einen  festen  Grenzwerth  convergirt;  der 
betreffende  Grenzwerth  ist  das  bestimmte  Integral 

(11) 


/W^(»)M1')''"- 


,(0) 

Auf  diese  Weise  haben  wir  gezeigt,  dass  die  in  Rede 
stehende  Summe  von  geraden  Linien  einem  festen  Grenzwerth 
beliebig  nahe  kommt,  und  zugleich  den  Ausdruck  desselben 
durch  das  bestimmte  Integral  (11)  gefunden.  Bei  dem  betreffenden 
Integral  wird  für  die  Goordinaten  x^  y,  e  eine  solche  Abhängig- 
keit von  der  Variable  t  vorausgesetzt,  welche  den  zu  der  Curve 
gehörenden  Gleichen  (1)  entspricht.  Damit  ist  jedoch  an  sich  nur 
die  Abhängigkeit  bestimmt,  in  welcher  zwei  der  Goordinaten  zu 
der  dritten  stehen,  und  es  kann  die  Abhängigkeit  der  letztern  von 
der  Variable  t  auf  unbeschränkt  viele  Arten  eingerichtet  werden. 
Deshalb  sind  in  dem  Integral  (11)  unbeschränkt  viele  Dar- 
stellungen von  der  Länge  einer  gegebenen  Linie  enthalten, 
welche  eine  solche  Beziehung  zu  einander  haben,  wie  die  nach 
dem  erwähnten  Satze  IX  des  §  25  möglichen  Transformationen 

^y /'(x)  — d<  des  Integrals  f  f(x)dx.    Am  Schlüsse  des  §  41 

ist  erwähnt  worden,  dass  das  Product  f{x)dx  das  Element  des 

Integrals  f  f{x)dx  genannt  wird;  nach  derselben  Ausdrucks- 

dx 
weise  ist  das  Element  des  transformirtcn  Integrals  m\if{x)--  dt 

zu  bezeichnen,  und  man  darf  sagen,  dasH  das  Element  des  zwei- 
ten Integrals  dem  Element  des  erstem  gleich  ist.  In  demselben 
Sinne  heisst  das  Element  des  Integrals  (12),  nämlich  der  Ausdruck 


O-föJ^ßO'"' 


MiMsuiig  dur  Langp  ei  nur  Linie. 


S62. 


dan  Element  einer  Linie  im  Räume,   uikI  wird  auch  durcli  die 
Quadratwurzel  aus  der  Quadratmmme  der  DifferetUialc  der  recht- 
winkligen Coordinaten  x,  y,  s  ^h 
(12*)                                l/rfa:'  +  dff"  +  dÄ*                                ^H 
angedeutet.                                                                              ^^^ 

Eb  mOgo  jetzt  das  Integral  (11)  unter  der  VurausBetzuiif 
gebildet  werden,  dase  eine  der  Coordinaten  an  die  Stelle  der 
unabhängigen  Variable  tritt  Von  bier  ab  werden  wir  Blatt 
X,  y,  z  die  Zeichen  a^,,  x^,  x,  anwenden,  welche  den  Vorzug 
haben,  dass  Summationen,  welche  sich  auf  die  drei  Coordinaten 
beziehen,  durch  Sammenzeichen  fUr  die  Zeiger  ausgedrückt 
werden  können. 

Die  unabhängige  Variable  sei  x,,  so  dass  das  Integral  (11) 
in  das  folgende  Übergeht:  -^ 


(13) 


ß^\ 


(dx.^ 


Aus  den  für  dieCurve  gegebenen  Gleichungen (ir,f*,,j',,j;j"t=(, 
und  ^,{ji-i,a;,,a;J  =  i,  hat  man  auf  das  Verschwinden  der  Diffe- 
rentiale dtp^  und  dif,  m  achliesaen;  die  betretTeuden  Gleichungen 

?  '  (/  ^     -I-  -  -1-1  ix,  J-  -  ii 


(14) 


'  di. 


h-,fi|iA=U 


df). 


d«. 


liefern , 


die 


Determinante 


.  ^fx  „ 


r  X,  ^  r,     da, 

nicht  verschwindet,  die  Bestimmung  der  Differentialquotienteu 


dx' 


und  - 


^y. 


(15)-^'-  = 


dx_ 

^y,        ^V«    ^^1       d  x^         Bf,    dfj  öy,    ^9 

Bezeichnet  e  die  positive  oder  negative  Einheit,  je  nachdem 
die  im  Nenner  stehende  Determinante  positiv  oder  negativ  aus- 
fällt, so  nimmt  das  Integral  (13)  nach  Einführung  der  gefun- 
denen Ausdrücke '  die  Gestalt  an 
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(^) , 

Htii  I  \^jTa^^8       ^^a^^»/       V^^s^^i       ^^3^^i/        x^^i^^a      dx^dxj        ' 

Bei  einer  ebenen  Curve,  die  in  den  rechtmnkligen  Goordinaten 

^ly  ^r^^darch  die  Gleichang 

(17)  <]p(iri,a:jj)  =  con8t. 

gegeben  ist,  wird  3— ^  =  0,  wodurch  sich  (13)  in  das  Integral 

d  x^ 


(0) 


- 1 

'^er\irandelt.    Man  hat  ferner,  indem  -~  als  von  Null  verschie- 

dx^ 

^Gu  vorausgesetzt  wird, 

(19)  ^Ji=^^JL. 

dXi  Sjf' 

'^^nn  daher  «  das  Vorzeichen  von   ~-  bedeutet,  so  tritt  an  die 

dx^ 

^^lle  von  (16)  der  Ausdruck 

J         \dxj       \dxj      dff 

X|  O  X^ 

Als  Beispiel  werde  eine  Ellipse  genommen,  deren  Gleichung 
^^^<ih  §  60  die  Gestalt 

(ax) '  x^,      X 

^^-     A  und  B  bedeuten   positive  Grössen,   von   denen  A  die 
^^^Bsere  sei.    Dann  hat   die   Länge   eines   von   (xf^,  xf^)   bis 

^■^Ä    »  4^*^)  ausgedehnten  Curvenbogens  nach  (20)  den  Werth 


A  ^  B 


y) 
J      '  A^^  B*     X. 

(0) 
r. 


Bdx, 


welcher  durch  Suti)>titiition  der  aus  (21)  folgenden  Begtimmanf; 
in  den  Werth 


,  (24 


tiliergcht.  Die  in  (21)  dargestellte  Ellipse  verwandelt  sich,  so- 
bald Ii=A,  mithin  (Ho  eine  Hanptaxe  der  anderen  gleich  wird, 
in  einen  Kreis  mit  dem  Halbmesser  \'A.  Dahei  nimmt  der  Zähler 
des  in  (24)  unter  dem  Wurzelzeichen  befindliehen  Brnches  den 
Werth  der  Einheit  an.  Weil  nnn  nach  g  14  die  Gleichung 

d  arc  ein  u  __        1 

~^l<~~~l/l-«' 
besteht,  so  kann  man  die  nnbestinimte  Integration  ausfuhren. 


0!5) 


^  y^  arc  sin  I  /:!  ]  +  const., 


und  findet  durch  Einsetzen  der  Integrationsgrenzen  den 
den  Ausdruck  des  Länge  des  betreffenden  Kreisbogens 


fy^: 


folgen- 


(27)  [^(^arcs 

welcher  offenbar  den  Gnindeigenschaften  des  Krei 


-'•* 


i  entspricht^ 


%  63.   KrttmmaagrakreU  «Iner  BAUBionrv*. 

Wie  im  vorigen  §  von  der  RerUlinmg  einer  ebenen  Curv^^«^* 
und  einer  geraden  Linie  zu  der  Berllhriiug  einer  Ilanmcarv^^=^* 
und  einer  geraden  Linie  übergegangen  wurde,  so  lassen  sich»  *^ 
die  Begriffe  der  Berlthrung  verschiedener  Ordonngen,  die  in»  "^ 
§  37   för  ebene  Cnrven  auseinander  genetzt  sind,  auf  die  Be—  — * 

ziehnug  zwischen  beliebigen  im  Ilaume   gegebenen  Curven  au» ■* 

dehnen.    Es  werde  in    demselben  rechtwinkligen  Coordinaten -* 

System  ein  Punkt  einer  ersten  Cnrve  mit  x„  z^,  z, ,  ein  Pnnkt*"-^ 
einer  zweiten  mit  A,,  X„  X,  bezeichnet,  und  man  betrachte  ^^  ' 
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and  x^  als  von  x^,  X^  und  X,  als  von  X,  abh'ängig.  Damit 
alsdann  die  beiden  Garven  einen  Pankt  gemeinsam  haben,  müssen 
flir  einen  gewiesen  Werth  a?,  =  X,  die  Gleichnngen* 

erfüllt  sein.    Zu  einer  Berührung  der  ersten  Ordnung  ist  ferner 
dsfc^  Gleichwerden  der  ersten  Differentialquotienten 


dx^       dxi       dx^       dx^ 

a     einer  Berttbning  der  zweiten  Ordnung  noch  das  Gieichwerden 
^T*  zweiten  Differentialquotienten 

^  dx\         dx\   '     dx\         dx]   ' 


einer  Berührung  der  mten  Ordnung  das  Bestehen  aller  cnt- 
¥^¥^chenden  Gleichungen  bis  zu  den  folgenden 


a  x^ a  X,      d  x^  d  X^ 

dx^  dx^         dx^  dx^ 


abwendig  und  hinreichend.    Bei  der  Aufstellung  der  Bedin- 

ngen  (1),  (2)»  (3),  (4)  lässt  sich  leicht  einsehen,  und  von  den 

§  37  formulirten   hätte  das   entsprechende  bemerkt  werden 

unen,  dass,  wenn  man  eine  andere  Goordinate  als  unabhängig 

hlt,  aus  den  vorgelegten  Bedingungen  andere  folgen,  die  aus 

ersteren  durch  eine  der  neuen  Annahme  entsprechende  Zei- 

Tvertauschung  erhalten  werden.  Allein  der  willkürliche  Vorzug 

^  ^er  Variable  verschwindet,  sobald  angenommen  wird,  dass  die 

^^'^^.i  Variabein  a:„  a:„  iCg  und  die  drei  Variabein  X,,  X„  X, 


.ch  der  Art  von   (1**)   im   vorigen   §   gegebene  Functionen 

unabhängigen  Variable  t  seien,   und  sobald  femer  dieje- 

^^^gen  Variabein,  welche  vorher  als  unabhängig  galten,  in  den 

^^V^igen  Gleichungen  x^  und  X,,   in  einer  solchen  Weise  von  t 

^Hhängig  gemacht  werden,  dass   für  den   betreffenden  Werth 

"^on  t  sowohl  x^  und  X,  selbst  wie  auch  ihre  sämmtlichen  in 

Gebrauch  kommenden,  nach  t  zu  bildenden  Differentialquotienten 

übereinstimmen.  Drückt  man  die  nach  x^  und  X,  auszuführenden 

Differentiationen  durch  Differentiationen  nach  t  aus,  indem  man 

die  Relationen 


''■'■i       d^i       rf,rj 
dt 

und  die  i-orreepondirenden  Rtr  X..,  x.j,  A',  anwendet,  so  zeißt 
siüli  durch  Vcrgleichang,  was  mit  Hlllfc  der  Glcicluingeii  (2) 
des  vorigen  §  auch  direcl  erkennbar  ist.  dass  wtatt  der  ohigen 
Systeme  von  Gleichungen  (l),  (2),  ('i),  (4)  respective  die  fol- 
genden gesetzt  werden  dUrfeii,  welche  sich  auf  deu  bezeicbnetcu 
Werth  der  Variable  l  beziehen, 


(1.) 

(2.) 
(3.) 


dx. 


x„ 

X, 

=  x.. 

dX, 

dl 

dl 

i'X, 
dl' 

ifx, 

dl' 

d'X. 

~  dt* 

,rx. 

r,. 

d"X, 

dt' 


^  rfX, 

dl    ' 

dt*  ' 


<rx. 


,(t 


dl" 


dr 


dt'  dt" 

X,   bezogene  genid- 
,  X,)  einer  Corve  hin 


Eine   auf   die  Couidiuaten    X,,  X, 
Linie,  welche   durch   den  Punkt  (j;,,  x 
durchgellt,  wird  durch  das  feste  VerhäUnia»  unter  deu  DilTcrei 
S,—Xf ,  X,  — x„  X,  —1,  i)eetimmt.  Damit  nun  die  Curve  vod  di 
Oerailen  berührt  werde,  niHsgen  die  tileiehnngen  (2.)  befrw 
Bein,  mithin  die  betrelfendeii  drei  (irftSHen  in  demfiellten  Verhl 

nisse  stehen,  wie  die  drei  Differentialquotienten      -'  i  -jj  i     .^^^^ 

WH8  im  vorigen  §  erwähnt  worden  ist. 

In  §  137  wurde  fUr  eine  ebene  Curve  der  Krei«  beBlii»ii^B=M 
mit  welchem  dieselbe  in  einem  gegebenen  Punkte  eine  Beri^^c^ 
Tung  der  zweiten  Ordnung  hat,  und  der  ihr  Krtlmmun^kr^^^^ 
heisst. 

Wir  werden  jetzt  auch  ftlr  eine  lUumcnrve  den  Kreis  «.'«^V 
fttchen,  mit  welchem  sie  in  einem  gegebenen  Punkte  eine  t*-^ 
rllbning  der  zweiten  Ordnung  besitzt,  und  welcher  den  gleicte^'A 
Namen    trägt,  hierauf  aber   die  Betrachtung  der  Raumeurr«*» 
nicht  weiter  fortsetzen. 

Die  gegenwärtige  Aufgnlic  unterscheidet  »ich  von  der  for 
respondirenden  früheren  besonders  insolbrn,  als  die  Hbene  d« 
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KrUmmiini^skreiHe»  dort  durch  die  Ebcnu  dur  Curve  gegeben 
war,  liier  aber  er^t  zu  hcgtimmen  ist,  Mau  kann  dictuen  Kreis 
»Ib  den  Durchschnitt  einer  KugelflÄclie  and  einer  Ebene  ansehen, 
welche  durch  den  Mittelpunkt  der  ereteren  hindurchgeht.  Es 
mUgen  die  Coordinaten  des  Punktes,  auf  welchen  eich  die  Auf- 
gabe bezieht,  mit  j:,,  x„  x.„  die  Coordinaten  eines  veränder- 
lichen Punktes  mit  X,,  A'^,  X„  diejenigen  des  Mittelpunkts 
i-iuer  Kugelfläcbc  mit  m,,  m.^,  m,  bezeichnet  werden,  ihr  Radius 
sei  c'j  d>i°ii  l&ntet  die  Gleichung  der  Kagelfläobe 

(6)  (X,  -v,,y  +  (X,  -  .»,)•  +  (X.  -  ,».)•  =  e: 

Fenier  hat  die  Gleichung  einer  Ebene,  welche  durch  den  Mit- 
telpunkt (m,,  m,,  Ni,i  geht,  den  mit  drei  testen  Werthcn  (i, /j,  c 
in  bildenden  Ausdruck 

(7)  a(X,-m,)  +  b  (X,-m,)  +  c(X, -w,)  =0, 

denscu  linke  Seite  in  Bezug  auf  die  Coordinaten  X,,  X,,  X,  vom 
ersten  Orade  ist,  und  Olr  die  Werthc  X,=wi,,  X,=  «i,,  X,=  tw, 
verschwindet.  Nun  geht  unsere  Aufgabe  dahin,  die  vier  Griissen 
w,,  m,,  m,,  Q  und  die  Verhältnisse  der  drei  Grössen  a,  b,  e  so 
zu  bestimmen,  dass  die  obigen  Gleichungen  (1.),  (2.),  (3«)  durch 
die  zu  der  Cnrve  gebitrendeu  Wertlie  der  Coordinaten  ;7,,  u;„  :>:, 
und  ihrer  DifTerentialiinotienten  der  ersten  und  zweiten  Ordnung 
erfWlt  werden.  Da  die  rechte  Seite  von  (ÖJ  eine  Conetante, 
*lio  von  {7i  die  Null  ist,  so  muss  der  vollständige  nach  t  ge- 
numniene  erste  und  zweite  Differentialquotient  der  linken  Seite 
von  (fi)  und  von  (7),  wobei  X,,  X,,  X,  als  Functionen  von  t 
^Iten,  gleich  Nnll  sein.    Die  betreffenden  vier  Gleichungen  ge- 

nUgen,  um  die  vier  Grlinsen     .,'t     ./»     ,,,'■     .,;-  zu  dchni- 
^  rii        dt         dl  dt 

Ten,  biiU  die  AbhUngigkeit  der  Variable  X,  von  t,  mithiu  die 


Wcrthe 


rfX,     rf'  X. 


dt 


df 


als  bekannt  angenommen  wird.  Wir  haben 

"wegen  der  zu  befriedigenden  Gleichungen  (I,),  (2.),  (3,)  die 
Critoscn  X,,  X„  X,  sammt  ihren  nach  t  genommenen  Differen- 
tialrinotionton  durch  die  gleit^hnamigcn  in  x,,  x^,  x,  geschriebe- 
lOiidrflcke  zu  ersetzen;  dann  folgen  ans  (6;  die  Gleicbnngea 


\-ix,- 


-m.) 


dt 


(-(*,- 


'    dt 
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(9)    (x,-  m.)  -^  +  (x,-m,)-^  +  (x,-m,)  -^ 
aus  (7)  die  Gleichungen 

(10,  a^  +  i  ---^;-  +  c  -";.  =  0, 

Mit  Hülfe  der  beiden  letzten  werden  die  Verhältnisse  von 
a,  b,  c  bestimmt;  weil  aber  die  Grössen  selbst  überhaupt  keine 
sonstige  Bestimmung  haben,  so  darf  man  ihre  Werthe,  wie 
folgt,  annehmen 

/*2\  « ^^t    ^*^8  _    ^^a    d^  a^ 


"-  dt 

dt* 

dt 

dt* 

'=^ 

d*x, 
dt 

~'di' 

d*z^ 
dt* 

«-^ 

d*x, 
dt* 

dx^ 
dt 

d*x, 
dt* 

Ferner  findet  man  durch  Verbindung  von  (8)  mit  der  Glei- 
chung,  die  bei  der  Substitution  X,=j:„  X,=a:,,  X^=x^  aus> 
(7)  entsteht,  für  die  Verhältnisse  der  Grössen 

x^  —  fw,,  x^ — füg,  x^ — tn^ 
die  Ausdrücke 

/i4»v  däß^  dx»  ,     dx^  dx.         dx.  ,        dx^ 

^^'^^     if'-Tt'^^'-dt^—dr''  dt^-dt''- 

Vermöge  derjenigen  Gleichung,  welche  bei  der  Substitution 
X,  =a;,,  X,==a:j,  X^^=x^  aus  (G)  hervorgeht,  ist  die  Summe 
der  Quadrate  der  Grössen  äJj— m,,  a;,  — w^,  x^  —  m^  gleich  dem 
Quadrat  von  q.  Wird  daher  für  die  Summe  der  Quadrate  der 
Ausdrücke  (13)  die  Abkürzung  eingettihrt 

/..v    (dx^  dx^  ,\'  .   (dx^  dx.    V  ,  fdx^  ,       dx^    \»      ^^ 

^'^)  [dt'-  d:v^\Tt''-dtv-^[~-dt^-^v^^' 

so  ergiobt  sich 
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(15)  i  ^i-W'i  = 


^a""  ^2  = 


a:.— w,  = 


da  9  d*t^  - 

dx.  dx, 

dx.   ^        dx. 


Ftlr  den  Aasdrnck  ^  darf  man  die  mit  der  Gleichung  (10)  des 
Vorigen  §  fibereinstimmende  Umformung 

oenutzen,   wo  in  Folge    von  (10)  das  zu  quadrirende  Aggregat 
"^^rschwindet;  es  ist  daher 

"ie  Samine  der  drei  ersten  Glieder  in  (9)  zieht  sich  bei  der  Substi- 
^'»tion  der  Werthe  (15)  wegen  der  Gleichungen  (12)  so  zusammen 

V^»)       (^,— wj-^  +  (a?,— m,)  -^  +  {x^-  ^h)-^ 

(a»  +  6»  4-  c») 

^^ald  jetzt  der  Werth  von  ^  aus  (17)  genommen  wird,  liefert 
^^^  Gleichung  (9)  den  folgenden  Ausdruck  tllr  dm  in  die  Ein- 
^^  diindirten  Radius  des  verlangten  Krümmungskreises 

(19)  1^  (a'  +  ^>»  +  c')^ 

•^  2UUtelpunktscoordinaten  m^y  w„  w,  stwd  diircA  rftc  Gleichun- 
^^•*  (15)  bestimmt,  die  Kreisebene  ist  in  (7)  angegeben.  Vermittelst 
^^  Verfahrens,  auf  welchem  die  Gleichung  (16)  beruht,  erhält  man 
*^tt  der  Qnadratsnmme  o'  +  6'  +  c*  den  Ausdruck 
^^<>)     a*  +  6«  +  c* 

^  ((^y^tr*  (^o*)  ((^y^  (^r^  (^D 

jr     d/*        ~di^Jt^      ~dt    ~Ti^  )' 


866  .  Krämmnngskrois  einer  Raumourve. 


9  y*»' 


Der  reciproke  Werth  des  KrUmmungsradins  q  verschwindet  nur 
dann,  wenn  die  drei  Grössen  a,  b,  c  gleichzeitig  verschwinden, 
oder  wenn  die  nach  t  genommenen  zweiten  Differentialqnotienten 
der  Coordinaten  Xi,x^yX^  in  demselben  Verhältniss  zu  einander 
stehen  wie  die  entsprechenden  ersten  Diflferentialquotienten. 

Es  bleibt  jetzt  noch  zu  zeigen,  dass  sich  weder  die  Coor- 
dinaten m,,  m^j  mg  noch  die  Grösse  q  ändern,  sobald  die  Va- 
riabein x^y  x^,  ^3  statt  von  der  Variable  t  von  einer  anderen 
Variable  u  in  der  Weise  abhängig  gemacht  werden,  dass  /  eine 
beliebige  Function  von  u  bedeutet  Da  fUr  jede  Variable  zwei 
Gleichungen  gelten,  die  für  die  erste  so  lauten 

da,  _d^,    dl      dr^,  ^dx,    dU        d*jp^   fdtV 
du  "~   dt~  du  '     du""   '^  dt     du*       ~ di^    \du)  ' 

dx 
so  verwandeln  sich   die   Ausdrücke   a,  6,  c,   wofern     —^ 

du 

~jf^  ~jr~t~  ^^    /iTi^  substituirt  wird,  n.  s.  f.,  in  correspondi —  .S- 
rende  Ausdrücke,  die  aus  a^  b,  c  durch  Multiplication  mit  dei 

Factor  (^— )    entstehen,  die  Ausdrücke  ~  i  -j-^»  -  ~-  erha 
\du/  dt       dt       dt 

ten  den  Factor  -       ;   mithin   bleiben   in   (15)  die  drei  Brttc 

du 

rechts,  mit  denen  g  multiplicirt  erscheint,  so  wie  in  (19)  q  selb 

nngeändert,  und  daraus  folgt  das  Behauptete. 

•benMi  Sohnittes  einer  Fl&ohe. 

In   den   §  48  und  50   ist  gezeigt  worden,   wie  in  ein 
Punkte  einer  auf  rechtwinklige  Coordinaten  bezogenen  Fl 
die   berührende  Ebene  und   die  auf  dieser  senkrecht  stehe 
Gerade  oder  Normale   bestimmt   wird.    Um  die  Beschaffen 
einer  Fläche  in   der  Nähe  eines  gewissen  Punktes  genaue 
untersuchen,  denkt  man  sich  dieselbe  in  diesem  Punkte  d 
Ebenen  geschnitten,  und  betrachtet  die  Krümmungskreise  de 
erzeugten  ebenen  Schnittcurven.    Es   sei   die  Gleichung  ^ 
Fläche  für  die  rechtwinkligen  Coordinaten  x^^  x„  x^  in  der  Ge 
(1)  y  (a:„  a:„  a?3)  =  const.  ^ 

gegeben.  Als  Bedingung  für  das  Vorhandensein  einer  Tangeim^^*'- 
ebene  in  einem  Punkte  der  Fläche  f  j:,,  x^,  x,)  ist  in  §  50  die  I*^o^ 
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^lernng  angegeben,  dass  die  drei  partiellen  Differentialqnotienten 

J^   y  -^—  fftr  das  zugehörige  Werthsystem  nicht  gleich- 

zeitig  yerschwinden  dürfen.  Bei  der  gegenwärtigen  Unter- 
suchung wird  noch  ausserdem  vorausgesetzt,  dass  für  dasselbe 
^Werthsystem  nicht  alle  zweiten  partiellen  Differentialquotienten 

--= — ^—  gleich  Null  werden.    Die  Gleichung  einer  Ebene,  von 

^vvrelcher   die  Fläche  geschnitten  werden  soll,  habe  den  mit  (1) 
in   §  50  übereinstimmenden  Ausdruck 
(2^  aXy^  +  hx^  +  CÄ8  +  6  =  0. 

Man  kann  nun  den  Krttmmungskreis  der  betreffenden  Schnitt- 
cur^e  hervorbringen,  indem  man  eine  durch  den  gewählten 
Punkt  (^Vj,  x^^  x^)  gelegte  Kugelfläche  ebenfalls  mit  der  bezeich- 
neten Ebene  schneidet.  Bedeuten  wieder  X,,  X„  X,  die  be- 
^^^Sllohen  Coordinaten  eines  Punktes  der  Kugelfläche,  m,,  m^ym^ 
die  Coordinaten  ihres  Mittelpunktes,  und  ist  a  der  Radius  der- 
selben, so  lautet  die  Gleichung 
(3)  (X,-wO»  +  {X,-m,y  +  (X3-  m,y  =  a^; 

di©  Gleichung  der  schneidenden  Ebene,  welche  für  a:,,  a:„  x^ 
^n  (2)  angegeben  ist,  hat  für  Coordinaten  X,,  X„  X,  dieselbe 
C^e8talt 

C4)  aX,  +  6X,  -fcX,  +c  =  0. 

Hier  lässt  sich  das  im  vorigen  §  entwickelte  Verfahren 
anwenden,  indem  man  wieder  x^,  x^y  x^  wie  auch  X,,  X„  X, 
^on  einer  Variable  t  abhängig  annimmt,  und  die  Erfüllung  der 
d^Belbst  mit  (1»),  (2»),  (3»)  bezeichneten  Gleichungen  fordert.  An 
^em  Inhalte  der  Gleichungen  (2«)  und  (3«)  ändert  sich  nichts,  wenn 
^^  der  erstem  der  gemeinsame  Nenner  dty  in  der  zweiten  der 
S^^neinsame  Nenner  (rf^)*  fortgelassen  wird;  dann  treten  statt  der 
^*ch  t  genommenen  Differentialquotienten  die  entsprechenden 
^»fferentiale;  dadurch  entstehen  die  Gleichungen 
v^)  ^  _Xj,  a?,  =  X„  0:3  =  X3, 

V6)  dx^=dX,,      dx^  =  dX^,      dx,  =  dX,, 

(7)  d*  X,  =  d*  X„  d*  x^  =  d»  X„  d^  x,  =  d«  X,. 

^i  der  gegenwärtigen  Aufgabe  hat  man  für  die  Differentiale 
^^^  x^,  x^^  x^   die  Bestimmung,   dass   die  ersten  und  zweiten 
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vollBtändigen  Differentiale  der  linken  Seiten  von  (1)  und  (2), 
für  die  Differentiale  von  X^,  X„  X,,  dass  die  entsprechenden 
Differentiale  der  linken  Seiten  von  (3)  und  (4)  verschwinden 
müssen.    Demnach  gelten  die  Gleichungen 

(10)  adx^    +  6dx,       -h  cdx^       =0 

(11)  ad*x,+bd*x^      +  cd*x^     =0 

(12)  (X.-mJdX,  +(X,-m,)(iX,  +  (X,-m,)dX,  =  0 

(13)  (X.-m,)d*X,+  (X,— m,)d*X,  +  (X,-m,)<i»X, 

+  dXJ  +  clXj+<IX;  = 

(14)  adX,   +6dX,      +cdX^       =0 

(15)  od«X,  +  6d»X,     +cd»X3     =0; 
bei  der  in  (9)  angedeuteten  Summe  hat  jeder  der  Zeiger  o  und 
die  Zahlen   1,  2,  3  zu   durchlaufen.    Vermöge  der  Oleicbnn 
(6)  und  (7)  geht  nun  (10)  in  (14)  und  (11)  in  (15)  ttber.  Fem 
lässt  sich   bewirken ,   dass    mit  Zuziehung    von   (5),   (6), 
Gleichung  (12)  zu   einer  Folge  von  (8)  wird,   indem  man  cL.^ 
Mittelpunkt  (m,,  m,,  m,)  der  eingeitihrten  Kugelfl&che  der 
dingung  unterwirft,  dass  die  Grössen  x^—m^j  x,— m^,  x^ — 

respective  den  partiellen  Diflerentialquotienten   ^-^  > -z-— i 
proportional  sein  sollen.    Dies  liefert,  sobald 

gesetzt,  mit  £  die  positive  oder  negative  Einheit  bezeichnet    mim  o^ 
statt  der  Summe  (aTj  — m,)* +  (a:j— m^V  •♦-(•^s  — »O*  dasQuad  Ti^t 
des  Kugelradins  a  eingeführt  wird,  die  Gleichungen 

d<p 

(17)  ^  -^  -  J^i 


»,—  7»,   — 

-tu 

X,        »M,  =  - 

dar, 
d(f> 

-60 

a;  —  m,  =  ' 

.1 .. 

~  la. 

\'Q 


§  64.       Krti 


lungskr« 


B  ulietiL-n  Sdinittes  f 


Wie  in  §  50  gezeigt  worden,  stellen  die  drei  Grössen,  welche 
recbts  mit  ea  multiplicirt  Bind,  die  Cosinai«  derjenigen  Winkel 
dar,  welche  von  der  in  dem  Punkte  (x„  x„  x,)  coustniirten 
Normale  beziehungsweise  mit  den  positiven  Axen  der  x,,  x,,  :r, 
gebildet  werden,  nnd  zwar  ist  die  Normale  nach  derjenigen  Seite 
von  ^i^const.  gezogen  anzunehmen,  fUr  welche  das  Differen- 
tial dff  einen  positiven  Werth  bekommt.    Andrerseits  bedeuten 


die  Quotienten  - 


-* ^  7  — ä die  Cosinus  der  Win- 


kel, welche  die  von  dem  Kugelmittelpunkte  (m,,  m,,  mJ  nach  dem 
Punkte  {Xj,  x^,  x^)  der  Fläcbe  gezogene  gerade  Linie  mit  den 
positiven  Axen  der  x,,  a,,  x,  macht.  Für  t  =  1  stimmen  die 
ersten  drei  Cosinus  mit  den  anderen  drei  Cosinus  Üherein, 
fUr  i^  —  1  mit  den  negativ  genommenen  Werthen  derselben. 
Daher  sind  in  dem  ersten  Fallu  die  Richtungen  der  be- 
7.eiehneten  Nonnale  und  der  von  dem  Kugelmittelpuukte  ans 
gezogenen  Geraden  einander  gleich,  in  dem  zweiten  Falle  ent- 
gegengesetzt. Der  Kügelmitteipunkt  («i,.  m„ni,)  befindet  sich 
mithin  beide  Male  auf  der  in  dem  Punkte  (x„  x,,  x,)  zu  der 
Fläßhe  construirteu  unbegrenzten  Normale,  so  dass  die  Tangen- 
tialebenen der  Fläche  7>  =  const.  und  der  in  Kede  stehcndeii 
Kugelfläcbe  zusammenfallen;  der  Punkt  (m,,»i.,  »i,)  liegt  alier, 
wenn  e  =  1  ist,  auf  derjenigen  Heite  der  Fläche,  welche  einem 
negativen  Differential  dff,  wenn  e  =  —  1  ist,  auf  der  entgegeu- 
I  MMlKten  Seite,   weiche   einem    positiven  Differential   dif>  ont- 

mm. 

\J^r  Von  den  Gleichungen  (12)  bis  (15)  bleibt  jetzt  nnr  noch 
dl«  Oletchnng  (13)  zu  befriedigen.  Substituirt  man  mit  Rück- 
sicht auf  (-'■),  (6),  (7)  die  kleinen  statt  der  grossen  Buchatalten 
und  fuhrt  bieranf  die  Werthe  (17)  ein,  so  kommt 


\  +  dxt  +  dxl 


Daü  mit  dem  Factor  - 


}Q 


lultiplicirte,   die  drei  zweiten  Diffe- 


rentiale enthaltende  Aggregat  ist  jedoch  dasselbe,  welches  auf 
der  linken  Seite  von  (9)  vorkommt.  Aus  diesem  Grunde  kann 
ntftn  die  Grösse  a  so  bestimmen,  dasH  die  Gleichung  (18)  aus 
r  Oleichnng  (9)  hervorgeht,   nnd   dadurch  die  Aufgabe  voll- 
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KrütnmungBkrp 


s  ebtiipn  SclinitteB  c 


r  FIKch... 
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fltändig  liiseii.  Hierbei  ei'gieht  sieli  für  ileii  reciprokeii  Werlh 
des  Kugelradius  n  der  Ausdruck 

(19)  -  =  — °' '-  ""'   '^^     — ^. 

mit  dessen  Hülfe  die  Mittelpunktttcoordinateu  iii„  m^,  m,  durcli 
die  Gleichungen  (17)  dargestellt  werden. 

MerkwUrdiger  Weise  enthalten  die  gefundenen  Resultate 
alß  Andeutung  der  Ebene,  von  welcher  die  Flilclie  tp  =  const, 
in  dem  Punkte  {x,,  x^,  t^)  geschnitten  wird,  nur  die  Differen- 
tiale ilx\,  dx-„  cix^  des  auf  der  Schnittlinie  fortsch reitenden 
Punktes.    Diese  Differentiale  haben  der  obigen  Gleichung  (8) 

ÖJF,  dx^  öx^ 

ZU  gcntlgen,  das  heisst,  das  Fortschreiten  des  Punktes  muss  in 
der  Fläche  (p  =^  const.  erfolgen,  oder,  genauer  gesprochen,  die 
Tangente  der  Sclinitteurve  muss  in  der  Tangentialebene  der 
Fluche  liegen.  Wenn  also  die  Verhältnisse  der  Differentiale 
dx,,  dx^,  dx,  auf  irgend  eine  mit  der  Gleichung  (8)  verträg- 
liche Art  angenommen  sind  und  die  Tangente  der  Scfauittcurve 
dadurch  bestimmt  ist,  so  steht  es  frei,  durch  diese  Gerade  die 
schneidende  Ebene  (4)  auf  beliebige  Weise  zu  legen,  ohne  daes 
sich  der  Radius  a  und  die  Mittelpunktscoordinaten  m,,m,,  m. 
der  Kngelääche  verändern.  Unter  allen  durch  dieselbe  Tangente 
zu  fuhrenden  Ebenen  giebt  es  nur  eine  einzige,  welche  zugleich 
durch  die  dem  Punkte  {x,yXt,Xs)  entsprechende  Flächennorroale 
hindurchgeht  und  einen  senkrechten  Sckniti  oder  Normatschnitt 
der  Fläche  hervorbringt.  Diese  Ebene  geht  auch  durch  den 
Mitteipnnkt  der  construirten  Kugelfläcbe  und  schneidet  diesell)e 
in  einem  grösten  Kreise,  welcher  vermöge  der  gegebenen  Defi- 
nition der  Srümmungskreis  des  encähnlen  Normcdschniits  ist.  Für 
den  letztem  Schnitt  bildet  daher  (m,,  m,,  ni,)  den  Mittelpankl 
und  ö  den  Kadins  des  KrUmmungskreises.  Wir  haben  vorhin 
gesehen,  wie  durch  die  in  (19)  eingeführte  positive  oder  negative 
Einheit  e  die  Seite  der  Fläche  bestimmt  wird,  auf  welcher  sieh 
der  Mittelpunkt  (i'u  ">,>  >"■)  befindet.  Man  kann  nun  die  mit 
dem  Vorzeichen  t  versehene  Grösse  o  durch  einen  Bucbstabea  $ 
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andeuten,  und  festsetzen,  dass  g  den  Krümmungsradius  des  de- 
finirt™  Normalsclmitts  der  Fläche  bezeicbne.  Dann  bat  der  red- 
proke  Werth  des  Krümmungsradius  eine«  Normahchnills-  den 
Aoailrnek 

(20)  ^  =  .^'lI\'Jl^ 

9  iQ  (ax\  +  dx\  +  dxX) 

Dnd  gicbt  durcb  sein  positives  oder  negatives  Voraeieben  an, 
ob  der  Krllmmungsniittelpunkt  auf  derjenigen  Seite  der  Fliicbc 
"egt,  för  welche  das  Differential  dtf  negativ  oder  ilir  welrJie 
*    positiv  ist. 

Eine  Ebene,    welche  durch  die  einmal  gewilblte  Tangente 

"'cA^  senkrecht,  sondern   in   schiefer  Richtung   gegen  die  Flüche 

gelegt    wird,   ist   vermittelst  des  Neigungswinkels  i/'  bestimmt, 

"en  sie  mit  der   senkrechten  Ebene   maobt.     Ferner   ist  nach 

"nserer  Untersuchung  der  Krümmungskreis  der  Curve,  in  welcher 

die   Fläche  91  =  const.    von  der  bezeichneten  Eheue  geschnitten 

**'**'d,  derjenige  Kreis,   in    welchem  die  construirte  Kugelfläche 

^on  derselben  Ebene  geschnitten   wird.    Weil    nun  die  Kngel- 

nÄ-che  für  die  gewählte  Tangente  ungeändert  bleibt,  so  sind  die 

•^»"ÜlDmuagskreise    der  Schnittcurven,    welche   zu  verschiedeneu 

^^^rthen   des  Winkels  ip  gehören,  diejenigen  Kreise,   welche 

****    dieser  Kugelfläcbe  durch   die    verschiedenen   schneidenden 

^**enen  »ngegehen  werden.    Der  Mittelpunkt  eines  jeden  Krlim- 

**DgBkreise8    liegt  demnach    in    dem   Fusspnnkt  des    Lothes, 

Elches  von  dem  Kugelmiltelpiinkt  (tu,,  »?,,  m,,)  auf  die  schnei- 

^^de  Ebene  herabgelassen  wird:  eine  von   diesem  Fusspuukt 

^^h  dem  Punkte  (z,,x^,x„)  und    eine   von  dem  Kugelmittel- 

'^^^ttkt  nach   demselben  Funkte  gezogene  Grerade  schliessen  mit 

,      blander  den  Neigungswinkel  1/'  ein,  folglich  ist  der  Radius  des 

Hede    stehenden  Krümm  ungskreises    gleich    dem    mit   cos  i/' 

^^'Itiplicirten  Werthe  des  Kugelradius  «,  oder,  was  dasselbe  be- 

^*>tet,  des  Krümmungsradius  des  zu  derselben  Tangente  gehö- 

,        **<3en  Normalsebnitts.     Dieses  Resultat  wird  nach  seinem  Ur- 

^*>«r  der  Meusnier'sche  Satz  genannt. 

Wenn  das  Gesetz  einer  Fläche  durch  die  Abhängigkeit 
^*^gedrUckt  ist,  in  welcher  eine  Coordinate  x^  von  den  beiden 
^<l«ni  X,   und  x^   steht,   so   darf  in   (1)   statt  der  Function 
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qi(x^,x„x^)  eine  Differenz 

(21)  ^,-nx„x,), 

statt  der  GooBtante  der  rechte»  Seite  die  Null  gesetzt  werden. 
In  Folge  dexsen  verwandelt  sieb  das  Differential  dip  in  den 
Ausdruck 

(22)  dx,  -  ~f  ^-  dx, ~^-  dx„ 

dessen  Vorzeichen  später  zu  berückeicbtigcn  \%i.  Um  jetzt 
den    in  (20)  angegebenen  Werth  des    reciprokeu  KrtlnimuDge- 

radius  —  zu  bilden,  hat  man  fllr  den  Zähler  den  Ausdruck 

e 


^^^  Äi^rtr^^^^-.  =  ~- 


-2  ^- 


dx,  dx. 


welcher  nur  die  Differentiale  dx,  und  dx^  enthält;  ferner  kom^t 
nach  der  in  (IG)  aufgestellten  Definition  ^^^ 

Die  Gleichung  (8),  welche  von  den  Differentialen  d*,,  dx^.  dx, 
erfüllt  werden  inasM,  bedingt  das  Verschwinden  von  (22),  so 
dass  das  Differential  dx,  gleich  der  Verbindung 

wird;  dadurch  entsteht  die  Gleichung 

(2r.)    dx\-¥dx\-^d3\-=dx\  +  dxl-^{^^  dx,  +  ^^  I 

Führt  man  noch  für  die  partiellen  Differentiäliiuotienten  der 
Function /"(jr,,!,),  welche  mit  den  partiellen  Differentialqon- 
tienteu  der  Coordinate  x^  zusaminenfatlen,  die  AbkUrzungeu 

8o  ergiebt  sieh  die  DarBtellung 

—  /■,!  (i.it'  —  2  ^,j  dar,  daij  —  /'j,  (i.ij 


(26) 


(27)      T  = 


t'l +^  + /Jfti +/f)i«;  +  2A/',''-', ■''.  +  ('  + ^  ji*^ 
in  welclier  die  Variabein  a;,,  x^  und  daher  aurb  ihre  Uiffercn- 
tiale  dx^,  dx.,  von  i'inander  nnal)bängig  sind. 


i  88.    Himptkrt"""" « g T* il I an  einer  Fläche. 
KrttmmaagimaM. 

Nachdem  im  vorigen  §  der  einfache  Zimnnimcnhaiig  cnt- 
w^it'kelt  ist,  in  dem  die  Krliiiimungskreise  der  verschiedenen 
durch  dieselbe  Tangente  gelicndeu  Schnitte  einer  Fläche  zu 
dem  Krttmmungskreise  des  betreffenden  Normalschnittes  stehen, 
"»^erden  gegenwärtig  die  Krümmungskreise  der  verschiedenen 
^ormalschnitte  verglichen  werden,  die  durch  denselben  Punkt 
der  Fläche  gelegt  werden  kiiunen.  Hierzu  dient  die  Uuter- 
fnehong  der  Frage  nach  denjenigen  unter  den  zn  einem  Punkte 
gehörenden  Normalschnittcn,   für   welche   der  Werth    des  reci- 

^•"oken  Krümmungsradius  —  ein  Maximum  oder  Minimum  wirtU 

'■'''"   wollen   dabei  den  Ausdruck  (27)    des  vorigen  §  benutzen, 

'"       ■welchem    die   Werthe   a:,,  ar,    den    gewühlten    Punkt    der 

'^^^be,    durch  welchen  die  Normaischnitte   gelegt  werden,  und 

"*^« ,  äx^   die  Tangente  bezeichnen,    zu    welcher  der  einzelne 

■^^*^  «Tnalschnitt  gehört.    Der  Werth        ändert  sich  von  Normal- 

**^V»r»itt  zu  Normahchnitt,  sobald  das  Verhältniss  der  Differentiale 
■-*^«  ,  dXj  geändert  wird;  wegen  des  Umetandes,  dass  sowohl  der 

V''*-l»ler  wie  der  Nenner  des  Bruches  ganze  homogene  Functionen 
^s  zweiten  Grades  von  den  Differentialen  dx„  dx.,  sind,  kommt 
*^rT)ei  nur  das  Verhältniss  derselben  in  Betracht,  wie  es  auch 
^•-^^t  der  Natur  des  dargestellten  geometrigchen  Begriffs  nicht 
**^era   sein    kann.    Demnach    ist  eine  Aufgabe  de  Maximis  et 

^^^»».imis  für  eine  Function  der  verUnderlichen  Grösse     ~    zu 

j^  ^^n.  Doch  bleibt  die  Symmetrie  der  beiden  Goordinaten  er- 
eilen, sobald  man  die  Differentiale  dx,  und  dx^  als  zwei  un- 

^V»ängig   veränderliche  Grüasen  ansieht,  deren  Function  -      zu 

^_**«ni  Maximum  oder  Minimum  gemacht  werden  soll;  die  Coor- 
*  **«ten  Ä,  und  x,  des  Punktes  der  Fläche  werden  hierbei  selhst- 

j^^^  ■^ländlich  nicht  geändert.  Nach  den  fllr  die  bezüglichen 
*''*hleme    in   §  50    aufgestellten    Regeln    sind    die    partiellen 


angegebenen  Bruches  nach  den 
len   und  gleich  Null  zu  eeUen. 


Differentialquotienten  des  f 

Variabelu  dx,  und  dx^  zu 
Hieraus  entstehen,  sobald  i 

a)  .  m 

setzt,  wieder  <^  ~  ^  +  ("i  +  fl  nimmt,  ferner  jeden  partiellen  Dif- 
ferentialquotienten mit  dem  Nenner  des  Braches  inultiplicirt 
nnd  durch  die  Zahl  Zwei  dividirt,  die  Gleichungen 

)  -^„  da:,  -  f,jx^  +  tu  |/y  ((1  +fl)  dz,  +  /■,  /;  .U,)  =  0 

^  ^-f^^dx,-f^dx,-i-<ofQ^f..f\dx^  +  (\+fl)dxJ)  =  ^). 
Uamit  diese  Gleichungen,  deren  linke  Seiten  homogene  Aus- 
drücke des  ersten  Grades  in  Bezug  (inf  dx^  und  dx,  sind,  ausser 
einer  Lösung,  bei  der  die  Elemente  verschwinden,  überhaupt 
eine  Lösung  zulassen,  muss  nach  einem  auch  in  §  60  angewen- 
deten Schlüsse  die  aus  den  Coefficienten  der  beiden  Ausdrücke 
gebildete  Determinante 

(3)    (,. rtd  +f,)-f„) („|/«(i+/-;)-4) -(,„ rt i\ f,-f,,)' 

verschwinden.  Dies  liefert  bei  ausgeführter  Rechnung  die  fol- 
gende quadratische  Gleichung  fUr  m 

nach  deren  Auflösung  mit  Hülfe  von  (2)  tUr  jede  der  beiden 
Wurzeln  das  zngehiirige  Verhältniss  der  Differentiale  dx,  und  dx, 
bestimmt  wird. 

Zum  Zwecke  der  ferneren  Discnssiim  möge  jetzt  eine  Vor- 
aussetzung eintreten,  welche  stets  erfüllt  werden  kann,  nnd 
durch  die  sich  die  Gestalt  der  vorkommenden  Ausdrücke  erheb- 
lich vereinfacht.  Da  es  erlaubt  ist,  das  rechtwinklige  Coordina- 
tensystem,  in  welchem  die  Gleichung  einer  bestimmten  Fläche 
dargestellt  wird,  nach  Belieben  ku  ändern,  so  darf  man  für  den 
in  jedem  einzelnen  Falle  betrachteten  Punkt  der  Fläche  die 
X,  X,  Ebene  mit  der  Tangentialebene  zusammen  fallen  lassen. 
Dadureh  verschwinden  für  den  betreffenden  Punkt,  wie  sieb 
aus  §  48  und  §  57  ergielit,  die  partiellen  Differentialquotienten 

ä —  =/",  und  --  -  =/■„  die  mit  y  bezeichnete  Grösse  ^+f*,+/'\ 
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wird   gleich  der  Einheit;   ferner   erhält   der   reciproke    Krlim- 
mungshalbmesser  den  Ausdruck 

.  1  —  /il  ^^!  —  2  fn  ^^1  ^^2  -^  /22  ^^2 

v>)  —  = ö ä ^ 

das  Vorzeichen   des   Differentials    d(p    ist   nach  Massgabe   des 

j4a8drucks  (22)    im  vorigen  §  auf  derjenigen  Seite  der  Fläche 

positiv,   auf  welcher  dx^  positiv   ist   oder   die   Coordinate  x^ 

-wächst,  und  die  obigen  Gleichungen  (2)  verwandeln  sich  in  die 

folgenden 

)  —  /"a,  dx^  —  4^  dx^  +  iodx^  =  0. 

Zugleich  wird  aus  (4)  die  Gleichung 

(7)  iü'^  (/;,  +  /;,)  CO  +  /•„  4 -  fl,  =  0. 

Stellt  man  die  Gleichungen  (6)  neben  die  Gleichungen  (5»)  des 
schon  erwähnten  §  60,  der  sich  auf  das  Hauptaxenproblem 
eines  Kegelschnitts  bezieht,  so  leuchtet  ein,  dass  die  erstem  aus 
den  letztem  hervorgehen,  sobald  respective 

fn    fn    /*22    ^^1     ^^2    *^ 
für  Oij    «12    a^       x^       x^    (0 

gesetzt  wird,   und   dass   auf  dieselbe  Weise    die   vorstehende 
Gleichung  (7)  aus  der  dortigen  Gleichung  (6a)  entsteht.     Wäh- 
'^nd  daselbst  x^yX^   die   rechtwinkligen  Coordinaten  eines  be- 
liebigen Punktes  einer  Ebene  bedeuten,  darl*  man  hier  dx^,  dx^ 
als    die  relativen   rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes  in 
^2Ug    auf  den    festen    Punkt    {x^,  x^)    auffassen.     Vermöge 
^^J"  getroffenen  Annahme  ist  die  gegenwärtige  x^  x^  Ebene  die 
Tangentialebene   der   gegebenen  Fläche,  der  Punkt  {dx^,  dx^) 
"^igt   dem  festen  Berührungspunkt  beliebig  nahe,  und  die  Ver- 
bindungslinie der  beiden  Punkte  ist  die  Tangente  des  Normal- 
^^hnitts,   dessen    Krümmungshalbmesser  betrachtet  wird.    Man 
■^nn  daher  die  in  §  00  abgeleiteten  Resultate  sofort  dahin  über- 
^i^en,   dass  die   Gleichung  (7)   stets  zwei  reelle  Wurzeln  lo^^^ 
^'id  10^^^  hat,  und  dass  die  Richtungen,  welche  durch  die  zuge- 

**Öi^igen  Verhältnisse  -  -  *   bestimmt  werden,  auf  einander  senk- 
'*cht  stehen.  Den  Fall,  dass  w^"  und  (t)     einander  gleich  seien, 
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schlieHScn  wir,  wie  dort,  vorläufig  aus.  Es  existiren  aUdann  in 
der  Tangentialebene  der  Fläche  zwei,  von  dem  BeriHtnmffspunkt 
MiSffeftende   zu    einander   senkrechte  Richtungen,   für   welche  der 

rcciproke  Krümmungshalbmesser  des  Normalschnitts  —  seine  öms- 
scrsten  Werthe  annimmt;  die  beiden  den  Wertken  n/"  ttrtä  <■/" 
entsprechenden  Krümmungshalbmesser  g'"  und  g'"  teerdm  die 
Hauptlcrümmungshalbmesser  der  Fläche  in  Beeug  auf  den  betref- 
fenden Punkt  genannt. 

Wir  haben  in  §  60,  nacbdem  die  Riebtungen  der  Hatipt- 
axcn  des  Kegelscbnitta  bestimmt  waren,  statt  j:,  nnd  x,  nene 
rechtwinklige  Coordinaten  S,  *;  eingeitihrt,  welche  sieb  anf  die 
Hauptaxen  beziehen.  Verfährt  man  bei  der  gegenwärtigen  Anf- 
gabe  auf  entsprechende  Weise,  und  giebt  dem  Punkt  (dXj,dir^) 
der  Tangentialebene  die  Coordinaten  |,  >,,  welche  den  Richtnn- 
geii  der  IlauptnormalBcbnitte  der  Fläche  entspreeben  nnd  mit 
dx,  und  dx^  von  gleicher  Ordnung  sind,  so  tliessen  ana  den 
Gleichungen  (35)  und  (44)  des  §  60  die  Gleichungen 

(8)  dx\  +d4=f  +  ';\ 

(9)  /,.  dx]  +  2f,.,  dx,  dx^  +  f^  dxl  =  m"'  f  +  w""  i/. 
Hieraus  folgt  mit  Rtlcksicht  auf  (1)  und  (5)  durch  Division  dia 
Gleichung 

tu      ^    +w     n 


(10)  ,. ,— ^ 

t  +  1 

etatt  deren  auch  dfe  GleichuDg 


(11) 


f-t 


genommen  werden  kann.  Sobald  man  den  Winkel, 
die  von  dem  ßerllbrungspunkte  nach  dem  Punkte  (£,  ij  gezogne 
Gerade  mit  der  positiven  S  Axe  bildet  und  der  zugleich  der 
Neigungswinkel  des  hezMglitben  Normalschuitt«  der  Fläche  mit 
dem  zu  fu'"  gehörenden  Hauptnormaiechnitte  ist,  durch  ^  be- 
zeichnet, so  wird 


i^ii^+r; 


|'?'  +  »/8in*, 


und  die  Gleichung  (tl)  gebt  in  die  Gleichung 


Euler'suhcr  HaV/,  voti  iIl'ii  Krüiiimiingcraüici 


(  1  2>  -  =  j„  cos'  9  +  p,  8in^  .'t 

tlh^r.     IMesdbe  druckt  emen  von  Euler  gefumhticn  und  »ach  ihm 

&«v9cznn^  Sais  aus,  durch  welchen  die  Bestimmung  des  Krimmungs- 

^t^Mlbtnesscrs  für  einen  heliebif/en  Normalschnitt  einer  Fläche  auf 

«^»*?     ^enntniss  der  Lttge  der  IIaui)lnormalschniite  und  der  Wertfie 

«Äs»-      sugehörigen  Hauptkrümmungshalbmesser  eurüekgeführt  teird. 

Weil  die  GrJisse  q  hu  ileHnirt  ist,  dass  sie  dnrch  ihr  Vor- 

^^icten   die  Seite   der  Fläche  angieht,   auf  welcher   eich  der 

^«»S'^liörige  KrllmmuDgtimittelpunkt  beüiidct,  so  hängeo  die  ver- 

*^<2fa  »«denen  Erdcheinungen,    die    in  der  Nähe   eines   hestimniten 

'^»■Kilttes  einer  Flüche  anftreten,  davon  ah,  welche  Vorzeichen  die 

"^•:  reffenden  HauptkrUmmmigshalhmesser  e"',  p'^' haben.  Im  vori- 

^^^WM     §  warde   festgesetzt,   dass   der  Krtlniniun^mittelpunkt  bei 

^■■•^tn  positiven  Werthe  von  q  auf  derjenigen  Seite  der  Fläche, 

^«»C     -welcher  das  Differential  dif  negativ  ist,  und  im   entgegen- 

**3Äi!len  Fnlle   entgegengesetzt   liege;    wegen  der  gegenwärtig 

5  wendeten  Vereinfachung  ist  aber  das  Difterential  d(f  auf 

'^■'      Seite  der  Fläche  positiv,  nach  welcher  die  Ordinate  a\  m- 

^»«*»»jit.     Nun  lehrt  die  Gleichung  (IS),  dass,  wenn  ß'"  und  p'*' 

^■**^dbe  Vorz-eichen  haben,  die  Grßsse  p  ebenfalls  stets  dasselbe 

^****^Jien    behält:  mithin    sind    unter   dieser   Voraussetzung  die 

_  *~**  »»imnngen    aller   Nonualschnitte    nach    derseUien   Seite    ge- 

*'"tct,    und    die    Werthe    g'"   und  e*'*    geben     wirklich     den 

^^***ten  und  kleinsten  Werth  von  e  an.    Eine  Ausnahme  bildet 

*"     Vorhin  ansgeschlossene  Fall,    in   welchem  ftlr  die  Grossen 

"*■  ^la,/!,  die  Bedingungen 

lu-f„  =  ».f„  =  0 
***Ht  sind,  die   fllr  la   aufgestellte  Gleicliung  zwei   einander 

^  ^"«lie  Wurzeln  hat,  und  der  Aufdruck  den  unveränderlichen 
^*^li  — /',,  annimmt.  Auch  hier  find  die  Krtlnimungen  aller 
***"»»»al»ehnitte  nach  derselben  Seite  gerichtet,  doch  werden  die 
-  ***»utllchen  Krllmmungsradien  einander  gleich.  Ein  Punkt 
Fläche,  für  den  dies  geschieht,  heisst  ein  Nabelpunkt. 
-.  ^Ile  Nonnal schnitte,  welche  durch  einen  Punkt  einer  Kngel- 
it^*^">«  gelegt  werden,  griiste  Kreise  sind,   so  haben  die  sjlmmt- 


w-a», 


■<^ii  Pmikta  ejper  Kngetfltobe  eine  aolche  Begchaffenheit 
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Wenn  die  Werthe  p^"  nnd  e""  entgegengesetzte  Vonteichen 
tragen ,    so    Bind  die    Krümmiingen    in    den    beiden    Hanptnor- 
malschnitten    nach    entgegengesetzten  Seiten   gerichtet^  aladann     _■ 
folgt  aus  der  Gleichung  (12),    dass  p"'  nnd  g'^'  respectiye  den     m 
höchsten   positiven   und   negativen  Werth  des  KrUmmnogshalb-    — 
messers  darstellen,   dass  fflr  eine  Drehung  des  Normalschnitt»  -^ 
von  der  einen  Hauptla^e  in  die  andere  ein  altmähliger  lieber-  — 
gang   von  einem   positiven    Werthe   von  g   zu  einem   negativeu^^a 
stattfindet,   und    dass   fUr  zwei  leicht  zu  bezeichnende  Normal — 
schnitte,    welche  mit  den  Hauptnormalschnitten  gleiche  Winkel 

einschliessen,  die  Grösse      einen  verschwindenden  Werth  erhälW— 

Man  liberzengt  sich,  dass  die  Fläche  unter  den  angegebenen  ' 
Bedingungen    in    dem   betrachteten  Funkte   die    Beschaffenhdt 
eines  Sattels  hat. 

Uie  Uebereinstinimung  zwischen  der  in  §  60  hehandellea 
Aul'gabe   des   relativen  Maximums   oder  Minimums  und  der  anfj 

die  Gnisse        bezüglichen  Aufgabe  beruht  auf  sehr  allgemeine  1 

Gründen.     Wenn   das  Maximum   oder  Minimum   einer  gewtssea  ' 
Function  /'  mehrerer  Variabein  unter  der  Bedingung  aufgesucht 
werden  soll,    dass  eine   zweite  Function  g  derselben  VariabelsJ 
einen  gegebenen  Werth  behält,   so  hat  man  nach  der  in  §  59 1 
entwickelten  Methode  mit  Hülfe  eines    unltestimnittu  Factors  l  ■ 
den  Ausdruck  f+^(f  zu  bilden,    und    dessen   nach  den  sämmt- 
litihen   Variabein    genommene    erste     partielle    Difterentialquo- 
ttenten    einzeln  gleich    Null   zu   setzen.      Wird    umgekehrt  (las 
Maximum    oder    Minimum    der    Function    g    unter   der   Bedin- 
gung verlangt,  dass   die  Function  f  einen   festen  Werth  halw, 
80  stellt   man  nach  derselben  Methode  mit  einem  unbestimmten 
Factor  ii  den  Ausdruck  /if+g  auf  und  setzt  dessen  nach  den 
sämmtlichen    Variabein  genommene   erste   partielle  UilfereDtiiil> 
quotienteu   einzeln    gleich  Null.     Man  kann  nun  jede   der  letl- 
tern  Gleichungen  durch  den  Factor  //  dividiren  und  sieht  dann, 
dass  dieselben  ans  den  entsprechenden  Gleichungen  des  ersten 
Problems  entstehen,  wofern  in  den  letztern  das  Zeichen  i.  durch 

das  Zeichen    -    ersetzt   wird.     Sobald    insbesondere  f  und  g  ■ 


§  «Ä- 
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nfctioDale  ganze  homogene  Ftiaetionen  deBselbeii  Urades  von  den 

betreffenden  Variabein  sind,   so   folgt  aua  dem  in  §  46  mitge- 

thetllen  Enler'8cbev  Satze,   dass  die  Summe,    welcbe   erhalten 

nri  rd ,    indem    mau  jeden    partiellen    Üilferentialquotienten    des 

bomogenen    Aasdrueks   f+lg    mit   der    betreffenden    Variable 

maltiplicirt  and  hierauf  alle  Producte  addirt,    gleich  dem  mit 

der     Gradzahl    multiplicirten   Aasdrucke   selbst   wird;    das    ent- 

epi-echende  gilt   fUr   den    Ansdruck  fif+g,   weshalb    bei   dem 

ß«"»ten  Problem  f+i-g^O,  bei  dem  zweiten  Problem  /if  +  g^O 

s^«D     mnss.     Es   werden   daher  durch  da«  erwähnte  dem  ersten 

**^ohIem  zngehiirende  System  und  dnrch   das  zu    dem    zweiten 

'^»"*>t>leni    geliiirende  System  vnn  Gleichungen  die  zwischen  den 

''^»■»"i^beln  lieatehenden  Verbältnisse   in    genau  derselben  Weise 

■•^ÄtiBiuit.    Man  gelangt  aber  endlieb  wieder  zu  der  gleichen 

"^»tiuimung  dieser  Verbäitnisse,  wenn  gefordert  wird,  dass  der 

"**<»tient  der  beiden  Functionen      ein  Maiimum  oder  Minimum 

^'^■■«l«n  soll;  nacb  dem  Obigen  muss  die  Grösse  l  gleich  dem 

"'^■^lie  — -T  die  GrCsse  n  gleich  dem  reciproken  Werthe  —  . 

9  I 

In  nntterem  Fällig  sind  f  und  g  homogene  Functionen  des 

*»ten  Grades  von  zwei  Variabein,   von   denen  eine  Function 

'*'^«exitlieh  positiv  ist. 


Die  aus  der  Darstellung  {■>)  von  —  abgeleiteten    Resultate 

^ii  allgemein,  da,  wie  erwähnt    worden,  die  vorausgesetzte 
**«lerung   des  Conrdinatensystenis   immer  austllbrbar  ist.     Ih- 

^'^w  die  llanptkrtlmmnngshalbmesser  durch  die  itlr  w  =  —  — 

..     *?e«tellte  ({uadratiNcbo   Gleichung  (4)   bestimmt  sind,    liefern 

..  toefficienleii    der    durch    den    Factor    von    (u*    dividirten 

^en  Seite  die  symmetrischen  Verbindungen  Summe  und  Pro- 

'^  der  Wurzeln  fr/'*  und  *u*",    und  zwar  ist  der  negativ  ge- 

**»nieiie  Factor  von  m  der  Summe  (u'''  +  w"',  das  von  w  freie 

'^<l     dem    Frodiict  «/"tu"'  gleich.    Hieraus  entstehen  für  die 

^^^^r^*»*«*'  und  das  l'roduct  der  heüttm  reciproken  Ifauptki 

^^^K^^^'^nesser  die  Auxdrüekei 


Seit. 


880  Krümmungsmass.  § 

U«»;        (1)  "*"    («  — » » 

Q  9  s 

1  '11  '22  '12 


Wie  wir  sahen,   sind  die  beiden  Haaptkrttmmangen  nach  d 
selben  Seite  oder  nach  verschiedenen  Seiten  gerichtet,  je  n 
dem   Q^^^  und   gf^^  gleiche    oder    entgegengesetzte 
haben;  darüber,  ob  das  eine  oder  das  andere  der  Fall  sei,  ^ 
scheidet  das  Vorzeichen   des  Products  der   beiden  reciprohs. 
Hanptkrttmmungshalbmesser.    Dieses  Product  ist  von  Gaus^ 
den  disquisitiones  generales  circa  superficies  curvas  das  Krü 
mass  der  Fläche  in  dem  betreffenden  Punkte  genannt  wotAj 
Durch  die  angeführte  geometrische  und  die  physicalische 
handlnng:  principia  generalia  theoriae  figurae  fluidorum  in  sM 
aequilihrii  hat  Gauss  fllr  die  späteren  die  Theorie  der  Krfimia 
betreffenden  Untersuchungen  den  Grund   gelegt.    Nehmen 
als   Beispiel   das   in   §  57   erwähnte   Paraboloidf   welches 
Gleichung 

(1^)  ^3=0  («U^!+-«12-^1^2  +  «22^2-*-2«13^1  +  -^23^2  +  0 

hat,  so  findet  sich 

tu        ÖJjj,    ^,2       ^12'      '22       ^22» 

wonach 

(17)  fn  fn  -  f\  =  ^«11  ^*22  -  »12 

ist.    Dem  zufolge  erhält  das  KrUmmungsmiiss  den  Werth 

derselbe  ist  für  jeden  Punkt   des  Paraboloids  entweder  posE- 
oder   negativ,  je  nachdem   die  Verbindung  «j, a„— aj,  posi 
oder  negativ  ist.     Die  Flüche  heisst  in  dem  ersteren  Falle 
elliptisches,  in  dem  zweiten  Falle  ein  hyperbolisches  Pari 

Für  eine   tiefere  Einsicht  in  das  Wesen  der  Haaptkrfi 
mungshalbmesser  ist  es  von  Redeutung,  die  Ausdrucke  dersel 


IV 
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t  nur  unter  der  bisherigen  Voraussetzung,  dass  die  Gleichung 
Fläche  in  der  GesisAt  Xj,—f(x^yX^)=0  gegeben  ist,  sondern 
dann  zu  kennen,   wenn  die  Gleichung  die  im  vorigen  § 
rtinglich  angenommene  Beschaffenheit  bat, 

V  (p^v  ^v  ^s)  ^^  const 
erreichen  diesen  Zweck,  indem  wir  das  fUr  die  Grösse  -— 

ste  Problem  des  Maximums  oder  Minimums  bei  dem  Aus- 

k  von  —  wiederholen,  welcher  im  vorigen  §   unter   (20) 

;etheilt  ist ;  dieser  ist  vermittelst  der  Bezeichnungen 


3  7 


bildet 


^  a,  b 


9      >/g  {dxl-^dxl-^-dxl) 

Diferentiale  dx^jdx^,dx^  sind  durch  die  aus  (19)  fei- 
le Gleichung 

(p,  dx^  +  qpj,  dx^  +  qpg  3pc^  —  0 
mndei.    Demnach  lässt   sich    die  bezeichnete  Aufgabe  als 
(   Aufgabe    des   relativen   Maximums   oder   Minimums   aut- 

en,  beider  —  eine  Function  der  drei  Differentiale  dx^ydx^,dx^ 

und  ziitschen  diesen  die  Bedingungsgleichung  (22)  besteht. 
möge  dr  in  §  59  entwickelten  Methode  hat  man  also  die 
:e  Seite  'on  (22),  mit  einem  unbestimmten  Factor  multipli- 

,  zu  dem  Ausdruck  (21)  von  —  hinzuzuaddiren,    und  dann 

drei  nao  dx^,  dx^,  dx^  genommenen  ersten  partiellen 
fSerentialqutienten  des  Aggregats  zum  Verschwinden  zu  brin- 
.  Wird  j^e  dieser  Gleichungen  mit  dem  halben  Werthe 
Kenners  de  rechten  Seite  von  (21)  multiplicirt,  das  Product 

diesem  Fator  und  dem  eingeführten  Multiplicator  mit  t 
eichnet,  die  bige  Gleichung  (1)  benutzt,  und  die  Gleichung 
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Allgemeine  Umfonnuiig. 


§66., 


(23) 


(22)  zü  den  erhaltenen  drei  Gleiehnngen  hinzugefügt,  so  enV 
steht  das  System 

9^21  ^^1  +  9^22  ^^2  +  9'28  ^^»  +  CO  y^da;,  +  g)^  i:=0 

?)„  da:,  +  9)32  da:,  +  9)3,  da;,  +  cu  |/^  rfi»?3  +  9^3  ^ =0 
g)j  dXj  +  qPj  da;j,  +  y,  da:,  =0. 

Hier  sind   die  linken  Seiten  homogene  Aosdrttcke  des  e 
Grades  in  Bezug  auf  die  drei  Differentiale  dx^,  dx^^  dx^  a. 
den  Factor  t;  die  betreffenden  Coefficienten  bilden  das  symrmf 
trische  Schema 


(24) 


9'u  + 

io]/Q 

Vit 

«Tis 

Vi 

9n 

Vn- 

■i-to}fQ 

Vi3 

V, 

Vn 

VS} 

qPgj  +  fc 

^iQ 

Vs 

Vi 

% 

V» 

0, 

dessen   Determinante    ans    früher    angegebenen   Gründen  vcf- 
schwinden  muss.     Ihr  Ausdruck,   nach  den  in   I,  §  74  nitge- 
theilten  Regeln  gebildet  und  dann  negativ  genommen,  '9t  d& 
folgende 

Wenn  man  jetzt  die  adjnngirten  Elemente,  die  zu  dei  Scbemt 
der  qn^j  gehören,  respective  mit  (t>^^  bezeichnet,  so  dss 

(26)  )     9^229^83-9'L        =^11)    ^38^11  —  ^31         =^i2»   VllV^—^i      =^«' 

^81^12—^11^28=^28'    ^12^23-^22^31=^81»    VtsVsI^  ^tf'^n 

ist,  dann  erhält  (25)  die  Gestalt 
(27)         QW 

+ "^nvl  +  <^^22y2 + <^33y8 +2a^,3(3P,?)3 +2a^3,(ir;,+2«^,. 

Mithin  ergeben  sich  fllr  die  symmetrischen  Verbidniig« 
-cü^^)-c.^^>=-4  +  4  und  io^'^o^'^^T^, 


9 


0) 


(2) 


pcn,«) 


die  gesuchten  Ausdrücke 


s  ^^ 


Allgemeine  Umformung. 
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(- 


^^ 


-L    Jl 


qYq 


S»  «(«) 


X>eT  Zähler  von  dem   das  Krümmungsmass  der  Fläche  darstel- 
lenden Ausdrucke  (29)  ist  nach  I,  §  83  die  zu  der  quadratischen 
Form  £  q>^  ^dx^dx^^  adjungirte  Form,  in  welcher  die  drei  Va- 

0.  b 

riabeln  beziehungsweise  durch  die  drei  ersten  partiellen  Diffe- 
rentialqnotienten  9^,  9),,  ^3  vertreten  sind. 
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Capitel  IX. 


Integrale  Ton  Functionen  einer  Yarlable« 


§  66.    EUitheiliuig  der  Integrale  naeh  der 

der  in  IntegrlrendeB  Fonetten. 

Die  Betrachtung  der  Integrale  von  Functionen  einer 
riable,  welche  in  Capitel  II  angestellt  wurde,  setzt  in  Bei 
der  zu  integrirenden  Function  nur  voraus,  dass  dieselbe  ftlr 
gewisses  Intervall  der  Variable  eindeutig,  endlich  und  st^ 
gegeben  sei,  nimmt  aber  auf  die  Operationen,  durch  welche  cJi« 
Function  hervorgebracht  wird,  keine  Kttcksicht.  Dagegen  bezieta^i^ 
sich  die  Regeln,  nach  denen  eine  gegebene  Function  difTereotis 
wird,  wie  auch  frUher  bemerkt  worden,  im  Grunde  immer 
die  Operationen,  durch  welche  die  zu  differentiirende  FuDCt» 
entstanden  ist.    Gegenwärtig  soll  fUr  die  Integration  von  Fn 


tionen  einer  Variable  derselbe  Gesichtspunkt  absichtlich  gelt^'** 


gemacht  werden,  welcher  sich  filr  die  Diflferentiation  von  Ffl 
tionen   von   vorne    herein   ergab.    Dadurch    wird    es   mttgli 
solche  Gattungen  von   Functionen  zu  bezeichnen,   bei  welc' 
die   unbestimmte    Integration    ausgeführt,    das   heisst,    aof 
Bildung   von  anderweitig  bekannten  Functionen   zurtlckgcft^*"^ 
werden  kann. 

Bei  der  Differentiation   unterscheiden   sich    die  algel»'*'* 
sehen    Functionen    scharf  von    denjenigen,    welche   nicht 
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braisch  oder  mit  einem  andern  Worte  transcendent  sind.  Auf 
gleiche  Weise  theilt  man  die  Integrale  in  diejenigen,  für 
i?v^elche  die  zu  integrirende  Function  algebraisch,  und  in  die- 
jenigen, für  welche  sie  nicht  algebraisch  ist.  Eine  algebrai- 
sche Function  wird  nach  §  9  durch  die  Anwendung  einer  be- 
schränkten Zahl  von  algebraischen  Operationen  erzeugt,  und 
zw^ar  setzen  sich  diese  aus  den  vier  rationalen  und  aus  irratio- 
nalen Operationen  zusammen;  die  letzteren  umfassen  das 
Ausziehen  von  beliebig  hohen  Wurzeln  und  das  Auflösen 
von  algebraischen  Gleichungen  überhaupt.  Demzufolge  werden 
unter  den  Integralen  der  algebraischen  Functionen  die  Integrale 
der  mtionalen  Functionen  und  die  Integrale  von  solchen 
Functionen  unterschieden,  zu  deren  Bildung  irrationale  Opera- 
tionen erforderlich  sind.  Wir  gehen  jetzt  zur  Erörterung  der 
^rsteren  flber,  bemerken  aber  sogleich,  dass  wir  uns  mit  den 
^^tzteren  nur  in  einem  beschränkten  Umfange  beschäftigen 
Verden. 


§  67.    Xntttgralo  von  ratioiutlOB  FonottoBon  dor 

XntogratioBsvarlAblo. 

Insofern  die  rationalen  Functionen  in  ganze  und  gebrochene 
^  ^Qctionen  zerfallen,  sind  zuerst  die  Integrale  der  rationalen 
S^iizen  Functionen  zu  erwähnen.  Eine  solche  Function  der 
"''^tegrationsvariable  x  vom  »ten  Grade  hat  den  Ausdruck 

-^^ch  der  Gleichung  (5»)  des  §  25  ist  das  unbestimmte  Integral 
^^Uer  Summe  von  Functionen  gleich  dem  Aggregat  der  unbe- 
^ttUMnten  Integrale  der  einzelnen  Summanden,  nach  der  Glei- 
^^Ung  (8ft)  desselben  §  das  unbestimmte  Integral  einer  mit 
^^iier  Oonstante  multiplicirten  Function  gleich  dem  Product  aus 
^^r  beztlgliehen  Constante  und  dem  unbestimmten  Integral  der 
^^  Bede  stehenden  Function.  Es  bleibt  daher  nur  für  jedes 
^^Uxelne  Glied  der  Summe  (1)  das  unbestimmte  Integral  einer 
^S^iÄzen  positiven  Potenz  der  Variable  x  zu  bilden.  Der  Werth 
^^%»elben  folgt  aus  der  Gleichung  (20)  des  §  24,  indem  man 
JJ^^^lbßt  den  Exponenten  Je  gleich  einer  beliebigen  ganzen  posi- 
^n  Zahl  einschliesslich  der  Null  nimmt,  nämlich 

XtpMhlt«.  Analyids  IL  25 


Sfl4  Intef?ral  einer  ratk>na3en  Fanction.  §  Ci. 


const. 


•2'-  ./'''"  =  m--^ 

Mithin    wird    das  ftnbestimmte   Inteffral   der   raticmakn  gauen 
Fmncii&n  •  l  *  durch  die  Gleichung 

« 3 .  /i o^  x'  +  a,  x"~'  +  o,  x*""*  + . . .  +  a,)  dx 

■ 

■-n  ■  ■— 1 

O,  X  /I,  X  /I,  X 

"  +  —? —  o.  _? +  . . .  +  fl  X  +  eoBst 


M  +  1  N  W  —  1 

dai^e«tellt.  Aas  derselben  geht  hervor,  dass  das  anbestimnite 
Integral  einer  gegebenen  rationalen  ganzen  Fanction  einer  Va* 
riable  gleich  einer  rationalen  ganzen  Function  derselben  Va- 
riable von  einem  um  eine  Einheit  höheren  Grade  ist. 

Eine  rationale  gebrochene  Function  von  x  ist  gleich  eiDem 
Bruche,  dessen  Zähler  und  Nenner  rationale  ganze  FunctioDen 
von  X  sind.  Bei  einer  zu  integrirenden  rationalen  gebrochenen 
Fanction  sei  die  Zählerfnnction  €\x)  vom  ^ten,  die  NeDner- 
function  fix)  vom  Uten  Grade 

r4)  e{x)  =  e^.  x'  +  e,  X*"'  +  . .    +  c,, 

(5)  f(x)  =  a^,  x"  +  a,  x'"'  +  . . .  -h  a.. 

Alsdann  ist  der  gegebene  Bruch    ->  y  nach  I,  §  89  ein  unechter, 

wenn  die  Gradzahl  s  grösser  als  die  Gradzahl  n  oder  ihr  gleich, 
ein  echter,  vrenn  s  kleiner  als  ft  ist.  In  dem  erstem  Falk 
lai>sen  sich  stets,  wie  in  L  §  68  gezeigt  worden,  zwei  giD«^ 
Functionen  q(x)  und  r(x)  auf  eine  einzige  Weise  so  bestimmen, 
dass  die  Gleichung 

(6)  e{x)  =  fix)  q (x)  4-  nx) 

erfüllt  wird,  wo  r(xi  von  niedrigerem  Grade  als  f{x)  ist  D** 
an  der  envähnten  Stelle  für  diesen  Zweck  angegebene  Ver&hreo 
ist  die  nach  den  fallenden  Potenzen  der  Variable  x  geordnele 
Division;  es  haben  hierbei  c(x),  /Yx),  q[x)y  r{j:)  beziehungsweii^ 
die  Namen  Dividendus,  Divisor,  Quotient  und  Rest.  Weil  du  i^ 
verlangten  Functionen  q(x)  und  rix)  nicht  auf  zwei  vendii^ 
dene  Arten  bestimmt  werden  können,  so  gelangt  man  dvtk 
jedes  andere  Verfahren  zu  demselben  Ergebniss,  und  km 
deshalb  auch  die  in  I,  §91  entwickelte  Methode  der  unbesüBiB* 
ten  Coefficienten  anwenden.    Da  ^ix)  vom  (s  —  ft)ten,  r(j)  vfl« 
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(«— l)ten  oder  einem  niedrigeren  Grade  sein  muss,  so  haben 
die  Functionen  die  Gestalt 

(7)  q{x)  =  E,  x'"^  +  E,  x'-^"'  H- . . .  +  JS',^., 

(8)  r{x)  =  r^x*"^  +  rj  a?""^       4- ...  4-  r^_,. 

Substituirt  man  diese  Ausdrtlcke  in  die  zu  befriedigende  Glei- 
chung (6)  und  setzt  vermöge  des  in  I,  §  44  bewiesenen  Prineips 
die  Coef&eienten  der  gleichen  Potenzen  der  Variable  x  einander 

?ieicli,   so   ergeben  sich  für  die  Coefficienten  E^^  E^,... E^ 

^0»    *'i3  •  •  •  ^„-i  die  Gleichungen 

ej    =%E^     +  ttj  Eq 

«.-,==  «0  ■^.-»  +  «1  -^,-.-1  +  «2  ^.-n-i  +  ■••■, 


— m 


^    (9)  werden  nach  einander  die  Coefficienten  E^,  ^j, . . .  -B,_^ 
^^^xinden,   indem   man  jedesmal   mit  der  Grösse   a^   dividirt; 
^^^^e    ist  von  Null   verschieden    vorausgesetzt,   da  die  Func- 
*^^*^   f{x)  von  keinem  niedrigeren  als  dem  »ten  Grade  sein  soll. 


^*"»uf   liefern   die    Gleichungen   (10)   die   Determination   der 
^^^Kifficienten  r^,  r^ . . .  r„_,  ohne  Ausführung  einer  neuen  Di- 


^xon. 

Nachdem  die  Gleichung  (6)  durch  f{x)  dividirt  ist,  kommt 
in  I,  §  89, 

^^^^urch  der  gegebene  Bruch    ^  y  als  die  Summe  der  ganzen 

^Hction  Q  ix)  und  des  echten  Bruches  -r,  4-  erscheint.  Das  ge- 

f{x) 

^^olte  unbestimmte  Integral   wird   daher  gleich  dem  Aggregat 
^^'^  unbestimmten  Integrale  der  ganzen  Function  q{x)  und  des 


^^Uten  Bruches  -^^ 


"^^       M^'=M^''*ft-,"' 


p-»\  eine 


riilionali'ii  t'it 


wie  auch  im  Folgenden  gescbeben  wird,  ist  die  binzaznaddi- 
rendc  IntegratioiiBtronHlAiite  lortgelaSBen.  Das  erste  der  beiden 
Integrale  lässt  sieb  vermöge  der  obigen  Kegel  (3)  auEtXlbren, 
uod  erhält  mit  HUUe  der  in  (7)  angenommenen  BezeichDUDg 
der  Coefficienten  den  Ausdruck 


(13) 


fqix)  äx 


hl 


\-E. 


80  dasB  nur  das  zweite  Integral  zu  untersueben  bleibt  Wenn 
die  Function  e{x]  von  vorne  berein  niedrigeren  Oradea  al»  die 
Function  f(x)  ist,  so  muss  in  der  Gleicbung  ('3)  q{x)  verscbwin- 
den  und  r(x)  =  c(3r)  sein;  man  hat  es  daher  in  tteiden  Fällen 
mit  dem  Integral 


n-r) 


(U) 
zu  tbun. 

VAn  Mittel  zur  Behandlung   dieses  Integrals   liegt    iu  der 

riv) 
LUeung  der  Aufgabe,  dm  Bruch  -^-i-  ««  Partialbrüche  mu  ter-  ^ 

legen,  welche  in  I,  §  93  erörtert  ist.   Wir  nehmen,  wie  dort,  mi»-^ 
Zuziehung  des  Fundamontalsatzes  der  algebraischen  Oleicbunge»',^^' 
an,  dass  die  Zerlegung  der  Function  f(x]  in  ihre  Faktoren  eratt»«»-^ 
Grades   ausgeführt   sei,  daHs    man    die   gleichen  Factoren  tl^ 
ersten  Oradei!  zu  Potenzen  vereinigt  und  die  Darstellung 
(15)  fix)  =  a„(x-^f(x~£j^.  . .  ix-$,P 

gebildet  habe,  wo  ^^,  |„..-^i  die  von  einander  versehiedeKrven 
Wurzeln  der  Gleichung  f(^)=-0  sind.  Dies  vorausgeHetzt,  Ut 
an  der  angelUhrten  Stelle  gezeigt,  dass  der  echte  Bruch  -f^\- 

immer  und  nur  auf  eine  Weise  als  ein  Aggregat  von  echten  fTir- 
tialbrücben  ausgedrückt  werden  künne,  deren  Nennerfiinctic^nm 
ohne  gemeinsamen  Tbeiler  und  insbesondere  gleich  den  Poten^^ 
{*—?,)".  {x-^^t,  . . .  (a;  — |J°^  sind, 

rjx)  _     ViM       ,       gaW       .  .       ffiW 


hier  sind  also  die  Grade  der  ganzen  Functionen  9),  (x),  ip^{x),.'fi(*} 
respectivc    niedriger  als   die  Zahlen    Q^o,, ...a^,    Feiwr  Jit 


l  Hl.        ZvrIogLint'  tioLT  t-nbrouliiricii  FuuctiDii  in  Purtiiillirilulii.',  38fl 

I,  §  Q't  darauf  aufinerkHam  gemacht,   dass,  wofern  fM  iiar 
ngleicbc  Factoren   des   orsten  (4rades  enthält,  mithin  l  gleich 
igt,  und  die  »Hmnitlichen  Zahlen  a,,  a^, ...a^  gleich  der  I^in- 
"Äeit  Bind,  alsdann '/),  (a;),  ^^(x), . . .  ff>j.{x)   reapective  gleich  Con- 
itauten  r'",  r'", ..  .r'"' werden,  die  sich  verniitteist  der  ersten  Ab- 
eitung  fix)  folgendermaBsen  ausdrucken  lassen, 

1^  *■(£,)         (■•)_^  (.,_  r(ij 

Um  Missverständniasen  vorzubeugen  erwähne  ich,  dass  die 
»et reffenden  Formeln,  welche  in  I,  g  %  tinter  der  Annahme  ab- 
f^oleitel  sind,  der  Coefticient  «„  von  x'  in  der  Function  f(x)  sei 
^^Ivich  der  Kinliuit,  offenbar  gültig  bleiben,  sobald  man  diesen 
^CL'oeflicienten  beibehiUt,  wie  jetzt  geschieht.  Ks  gehurt  demnach 
"s^a  der  Voraussetzung,  dass 

<:  18)  f{z)  =  a,ix-i,)ix-^)...{x-&,) 

ma^i    and   alle  Wurzeln  |„  ^,  ...f_  der  zugehörigeu  (ilciehung 
vanter  einander  verschieden  sind,  die  Partialbruchzerlcgung 


I Jeilun 


<;i!>) 


— ,-  + 


x-E,^ 


j.i_'-(.y      ,n_rihL       >)_'<« 

"/-(s,)'     ~rt5,)'"        ra.)' 

Villi  welcher  auch  in  §  'i'J  dieses  Dandes  Gehraach  gemacht 
\vürden  ist. 

VüT  den  Fall,  dass  die  Function  f(x)  nicht  lauter  verschie- 
dene Factoren  des  ersten  Grades  hat,  ist  a.  a.  0.  nachgewie- 
sen, daes  die  zu  der  Gleichung  (16)  gehörenden  Functionen 
T,  (x),  <f,{3;), . . .  ^Pj(a:)  Btets  durch  das  Verfahren  der  Anfsnchnng 
dea  grHsten  gemeinsamen  Theilers  zweier  Functionen  einer  Va- 
riable, und  auch  vermittelnt  der  Anflnsung  eines  Systems  von 
Gleicbnngen  des  ersten  Grades  bestimmt  werden  kOnnen.  Wir 
wollen  jetzt  die  allgemeinen  Kndresnltate  durch  Anwendung 
der  Differentiation  ableiten,  wobei  unter  der  Voraussetzung /  =  n 
die  Darstellung  von  (I9i  wieder  erwcheiuen  wird. 

Wenn  man  die  Gleiohung  (16|  auf  beiden  Seiten  mit  f(x) 
mulliplicirt,  so  entsteht  ein  Ausdruck  der  ganzen  Fonction  r(x) 
durch  ein  Aggregat   vnn  Producteii,    von    denen  jedes  eine  der 


r  3*1 


Zerlegung 


I,-li™chL.(i 


gAiizt^n  Functiuneu  tpiix),  v^i^),  ■  ■  ■  rp^ix)  und  (lii-jvnip;  gatuv 
Kuiictioii  EU  Factorea  hat,  welche  aus  der  üivUioii  von  f(x) 
durcli  die  zugeliörige  l'otenz  (*  — ^,)"',  (x— $,)"',...  (* — 1^)*' 
cnttiteht.    Uer  KUrze  halber  werde 

(20)  m     j}(^^)^   A-) 


^vW. 


.  +  ^r.u)  n^(x}. 


gesetzt,  daan  hat  rird 

(211         r(x)  =  (p,(x)  D,(x)  +  tr.^[x)  D.,(x) 

Hier    sind   die   sämmtlichen  Functionen  J>^(x),  D^{x), . . .  D^tx) 

durch  die  I'oteuz  (^ —f,)'' algebraisch  theilbar,   folglich  auch 

diu  sKmmtlichen  mit  denselben  gebildeten  Prodncte,  und  dahvr 

iet  e«  die  Summe  dieser  Producte  ebenfalls.  Ans  diesem  (irnndc 

wird  die  Ditferenz 

(2:2)  rlx)-,p,(x)D,(x) 

gleich  dem  Product  einer  ganzen  Fuuctiou  A',  {x)  «ud  der  Po-  

tenz  {x  —  ^jf, 

(23)  ■  K^{x)ix -£,)'•. 

Nun  findet  man  in  der  Gleichung  (2i,)  des  J}  16  eine  VotBchrift.  ^:^f^ 
um  die  auf  einander  folgenden  Differentialquotienteu  den  Vro-  — «::» 
duct!«  zweier  Functionen  zu  bilden.  An  der  betreffenden  Stelle  ist  ^.^ssi 

vorauBgesetzt,   dasg   beide  Functionen  dem  reellen  Gebiete  an .mh- 

gehörcn.  Da  aber  in  §  33  für  rationale  Functionen,  die  woM^mmja 
einer  reellen  Variable  x  und  complexen  Constauten  gebildet»  -s»el 
sind,  der  erste  und  die  successiveu  nach  x  la  nehmenden  Üif — '^  ü- 
l'erentialquotienten  definirt  »<ind,  da  in  dem  dortigen  Satxe  (ÜK'  M^y^ 
ausgesprochen  ist,  dass  der  erste  DifTerentialquotient  der  Sutumec  -^^  'c, 
der  üilTerenz,  des  Product«  und  des  Quotienten  von  zwei  ratio — «r»  i'v 
nalen  Functionen,  die  aus  einer  reellen  Variable  x  uml  com— ««""- 
)>lexeu  Constanten  bestehen,  nach  denselben  Hegeln  erhalieii«:»"^^ 
werden,  die  auf  dem  reellen  tiebiete  gelten,  und  da  die  (il«i—  *  **' 
chung  (2i,)  des  §  IG  nur  auf  der  wiederhulteu  Anwendung  dui*^^*'' 
Rege!  beruht,  nach  welcher  der  erste  L)ifiercntiaIi|noticut  eiiiiiLW  *"' 
Products  gebildet  wird,  so  darf  die  genannte  Formel  ancb  daniv^' 
auf  dos  Product  (21))  angewendet  wcrdeu,  wenn  die  Wund  i^ 
der  Gleioboug  ß§)  =  ^  eine  comtdexcOritsse  ist  uod  die 
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Punction  K^ix)  coniplexe  Constanten  enthält.   Die  auf  einander 
folgenden  Differentialquotienten  der  Potenz  {x  —  S^f'  haben  ver- 
möge (25)  des  §  33  die  Ausdrücke 

ax 


^(•^-S,r         ...         ..      ..  .    ...  .^a.-. 


da^ 


=■-  «1  («1- 1) . .  (S^-P  +  1)  (^  -  li) 


emnaeh  liefert  die  angeführte  Gleichung  für  den  nach  x  ge- 
ommenen  j>ten  Differentialquotienten  des  Products  (23)  die  Dar- 
telluDg 

25)  rf^      ^^ "  ^'^      ^      d  v'-'      ^'  ^^ ""  ^'^ 

. . .  +  K,(x)a,{a,^l)..,{ci,^p+l){x^^,Y'-'. 

lange  die  Zahl  p  kleiner  als  Q.  ist,  sind  die  Factoren  jed^s 
dieser  Summe  eine  Potenz  der  Basis  x — ^,  von  posi- 
tivem Exponenten,   eine  Zahl  und  ein  Differentialquotient  der 
f'anction  K^{x\  welcher  wie  diese  selbst  eine  ganze  Function 
von  X  ist    Daher  verschwindet  bei  der  Substitution  des  Werthes 
a:  =  f  I  jedes  einzelne  Glied  und  folglich  auch  die  Summe.    Also 
hat  das  Product  (23)  die  Eigenschaft,  dass  dasselbe  mit  seinen 
sämmtlichen  nach  x  genommenen  Differentialquotienten  von  der 
ersten,    zweiten   bis   zur  (o ,  —  1)  ten  Ordnung   für  den  Werth 
x=fj   gleich  Null  wird.    Man  sieht  übrigens  leicht  eins,  dass 
sich  das  eben  bewiesene  Resultat  mit  dem  Inhalte  des  letzten 
Satzes   in   I,  §  49   deckt.     Mithin    muss  die  mit   dem  Product 
(23)  gleiche  Differenz  (22),   wie  auch  jeder   ihrer  Differential- 
quotientcn  bis  zur  (a,  — l)ten  Ordnung  einschliesslich  für  den 
Werth   a;=^,    gleich   Null   sein     Das   giebt  die  folgenden  a» 
Gleichungen,   in  denen   die   nach  x  genommenen  Differential- 
quotienten,  wie  in  §   10,  nach  Ijagranrje  durch  Accente  ange- 
deutet sind, 
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(26)  r(|,)=<)f.,(?.)A(li) 
'•'(?,)=9'',(l.)A(l.)  +  9'.(li)^'i(?. 

Die  Function 

hat  für  x  =  ^,  einen  von  Null  verschiedenen  Werth,  weil  nach 
der  Voraussetzung  £,  von  jedem  der  Werthe  f^„  £„  . . .  f;^  differirt. 
Man  erhält  daher  aus  den  Gleichungen  (26)  nach  einander  die 
Qj  Werthe 

(27)  7>i(^i),  9>'x(^,),.-.9i"*""'($i), 

durch  welche  die  ganze  Function  y,(4;),  deren  Grad  höchstens 
der  (q,  — l)te  sein  kann,  vollständig  bestimmt  wird.  In  §  16 
ist  hervorgehoben,  dass  itir  rationale  ganze  Functionen  mit 
reellen  Coefficienten  der  Begriff  und  die  im  ersten  Bande  ge- 
brauchte Bezeichnung  der  successiven  Ableitungen  respective 
nlit  dem  Begriffe  und  der  von  Lagrange  herrührenden  Be- 
zeichnung der  successiven  üifferentialquotienten  der  Function 
zusammenfallen.  Dieselbe  Bemerkung  dehnt  sich  jetzt  auf  ra- 
tionale ganze  Functionen  mit  complexen  Coefficienten  ans;  man 
darf  die  rationale  ganze  Function  (pi(x)y  als  eine  Function 
des  (a,  — l)ten  Grades,  stets  folgendermassen  durch  die  Glei- 
chung (18)  in  I,  §  93  darstellen 

(28)      fp,(x)=fr^i§,)+*r\im^  -l)  +  --2! '  -(^-1.)*+  •  ••  ■ 

welche  genau  der  Gleichung  (12)  in  dem  angeführten  §  16  des  ^ 
vorliegenden  Bandes  entspricht. 

Der  Werth  y,(f,)  ist  nach  der  ersten  Gleichung  (26)  gleiche: 

dem  Bruche  J^:l\  oder  dem  Werthe  der  Function  tt/  \=*i(^iCr 

fllr  x=^,.    Fttr  die  Darstellung  von  q' i  (S,)y(f'\{Si) . .  durcMB 
die  übrigen  Gleichungen   kann  man  die  Bemerkung  benutze 
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das8  sich  die  anf  einander  folgenden  nach  x  genommenen  Diffe- 
rentialqaotienten  des  Quotienten  s^  (x)  bestimmen  lassen^  indem 
die  beiden   Seiten  der   Gleichung  r(x)  =  D,  (x)$^  (x)   wieder- 
holt nach   X  differentiirt    und   die    gesuchten   Differentialquo- 
tienten  durch  Auflösung  der  betreffenden  Gleichungen  ermit- 
telt werden;  diese  Werthe   sind    hierdurch,   so    lange  D,  (^) 
niclit  verschwindet,   eindeutig  bestimmt    Die  erwähnten  Glei- 
chungen verwandeln  sich  aber  in  die  obigen  Gleichungen  (26), 
sobald  in  den  erstgenannten  zuerst  x  durch  ^,,  hierauf  ^,  (^,) 
durch  g>i(^i),Ä',(^i)  durch  y',(^,)  u.  s.f.,  zuletzt  s^^'^'^S^)  durch 
yC«j-i)^^^^  ersetzt  wird.    Demzufolge  müssen  die  Werthe 

7',(li),'P'x(l.),.-.9'^'"~'\l,) 
beziehungsweise  den  Werthen  gleich  sein,  welche  die  gebrochene 
Function  Si{x)  und  ihre  successiven  nach  x  gebildeten  Diffe- 
i'entialquotienten   für   x  =  f ,    annehmen,   und   man   erhält   die 
Ausdrücke 

Vermittelst  genau  entsprechender  Betrachtungen  werden  die  zu 
^^^  Gleichung  (21)  gehörenden  übrigen  ganzen  Functionen 
TaCo?), ..  .g)^(a:)  determinirt.  So  kommt  für  die  Function  <jr.^(a:) 
uach  der  Analogie  von  (28)  der  Ausdruck 

*»(*)=-T.(l,)+9>'.(^)(^-f.)+  -^^  -^^(^-^aT'''^ 

^it  den  nach  (29)  gebildeten  Werthen 

^^^gleichen  bekommt  man  die  Ausdrücke  der  übrigen  Functionen 

^^8  (28)  und  (29)  durch  Fortrücken  der  Zeiger  in  der  Reihe 

^>  4, . . .  ^.    Da  schon  im  ersten  Bande  gezeigt  worden,  dass  die 

^^stimmung  der  Functionen  (p^ix), . . .  (Px{x)  immer  und  nur  auf 

^^^^  einzige  Weise  möglich  ist,  und  da  das  gegenwärtige  Ver- 
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fahren  unter,  der  Voraussetzung   der   Möglichkeit   eine  einxi 
Bestimmung  liefert,  so  muss  dieselbe  richtig  sein. 

Die  in  (20)  definirten  Functionen  D^{x\  D^{x), . . .  Dj^{x^ 

können  vermöge    der  Differentialquotienten  der  Function  fixZ 
dargestellt  werden,    indem  man  die  Gleichung  (28)    anf  di 
Function  selbst  anwendet  und  bedenkt,  dass  nach  einem  vorhiv  S- 
bewiesenen  Satze,  wofern  die  ganze  Function  f(x)  durch  dl^ 

ganze  Potenz  (a?— |)*  theilbar  ist,  sowohl  f(x)  wie  auch 
sämmtliche   nach  x  genommenen   Differentialquotienten  bis 
der  (a — l)ten  Ordnung  einschliesslich  für  a;=f  verschwind 
mtlssen.    Aus  der  allgemein  gültigen  Gleichung 

(32)  f{x)=m+fW{x^^H  m(^_f)% ...  +  Ai).  (^ 


2! 


n\ 


folgen  dann  durch  Einführung  der  besondern  Werthe  fj,  ^ 

die  gesuchten  Ausdrücke 


(33) 


üi+l) 


r 


,(«t+i) 


(j;-g))+...-h      „, '    (x— § 


n! 


Oj! 


(«,+  !)! 


;-(a;-g,)+...+  .    J*    (af- 


n: 


r'-'ih)  _  f'^'^'^h) 


/"'(ii) 


^^(^)=-n;;!-+-K+r)r(^-^^)-^  ••+  -^. 


Dieselben  eignen  sich  für  den  vorliegenden  Zweck  insofern, 
bei  der  Ausführung  der  Gleichungen  (29)  die  Werthe  der  F 
tion  Z),  {x)  und  ihrer  Differentialquotienten  für  x  =  ^i,  un 
Betreff  der  übrigen  Functionen  D^ix), . . .  D-^{x)  die  entsprec 
den  Werthe  gebraucht  werden.  Wir  haben  nun  die  Werthe 
Functionen 


(34) 


a,i 


l)y  (f.)  = 


t'^'  (?.) 


a.,i 


.  IK  (.^)  = 


r'\^:) 


"x! 


f  ^^1.        Zerlegung  ciiiwr  gtbrrjclu'n 


1  I'ariialbrüülie. 


utx3  köiiiiun  die  Werlbc  der  betreffenden  Üift'erentiulquotienten 
Ie£«j;ht  hinznltlgeii.  Subitld  «iiior  der  PotenzexpoDenten  a,...ajt 
^l^mch  der  Eiuheit  ist,  gebt  der  zuß:eb<)rige  Functions werth  der 
liiB-^sen  Seite  in  den  Wertli  Über,  weleben  der  Differcntiul- 
<l«»«:»tient^'(*)  fUr  die  betreffende  einfache  Wnrzel  der  ßleichung 
/  C^^=0  annimmt.    Sei  ^,  eiue  solche  Wurzel,  dann  urgiebt  sich 

-'>,  <^)=/"(|,),  ibiglicb  nach  (29)  v^,  (|,)  =.';-^|^,  mithin  ent- 
■••-^l»!,  falls  das  gleiche  bei  allen  n  Wurzeln  ^,,  |j, . . .  ^,  der  Fall 
****■»      wie  vorhergesagt  war,  die  I'artialbrucbzerlegung  (19), 

Bei  der  Anwendung,  welebe  von  der  Zerlegung  des  Bruches 

/-  V-_~—.^  ftlr  die  Integration  desselben  gemacht  werden  soll,  kommt 

*•*       £etracht,  dass  in   dem  untprlltiglicb  gegebenen  Brncbe  .;  > 

"Etiler  und  Nenner  ganze  Functionen  mit  reellen  Coefficienten 
****»<il,  und  für  die  Function  r(xi  nach  ihrer  Entstehung  das- 
*^*l>«  gilt.  Wenn  nun  |„  eine  reelle  Wurzel  der  Gleichung 
*    C^>  =0  bedeutet,   so  ist  die  zugehörige   Function  D^{x)  und 


Brneb  s  [x)  = 


>■  {^) 


*flr«ndc  F'unctiiiu  '/i,,  i»  sowie  der  Bestandtheil 


durchaus    reell,  mithin   auch  die  be- 


U-V 


der 


'"*^^«=l»ten  Seite  von  (16).  Was  die  nicht  reellen  Wurzeln  anlangt, 
*'*  lachen  wir  i»  I,  g  47  nachgewiesen  und  in  §  8  dieses  Bandes 
^^^  «^«^erholt,  dass  eine  rationale  ganze  Function  f{x),  deren 
*^*«»»»iitliche  Coetlicicnten  reelle  Gritssen  sind,  wenn  sie  darcli 
'^'**^«i  nicht  reellen  Werth  g,  +  i<f,  von  x  zum  Verschwinden 
*5«^t>»-4y.|,t  wird,  inmier  auch  Itlr  den  conjugirten  Werth  p,  — to, 
•"»■«ihwindet,  und  das»,  falls  die  höchste  Potenz  de«  Ausdrucks 
?,  —  ia, ,  dnrch  welche  f{x)  »iifgeht,  die  ate  ist,  f(x)  eben- 
genau  durch  die  Ute  Potenz  des  conjugirten  Ausdrucks 
^,  +  irr,  theilliar  ist.  Sobald  daher  bei  unserm  Bruche 
/■  f^-v    die  Gleichung  ('{$)  =  II  Wurzeln  hat,  die  nicht  reell  sind, 

**«dBen  sich  dieselben    zu   Paaren   von   conjugirtcn.     Nimmt 
^^''^     bcispielsweii^e  un,  diiHn 

ia5> 


■  =  «■  +  • 


■  =  «■ 


& 


aet\eg«»« 


einet  ge 


.btoc 


•Viene» 


Y«»' 


dVotv 


de» 


eVwge 


flöxtteo  ^^^^^xttttg  ^;;j  Y«»'  '* 


6\, 


35  6»' 


i„ttc\»»etV 


g\ev< 


«-.♦«nie»  ""    .  „   ctftte»   __  __  coefft«^^**"  ,  rat  sAve  t  ^     .^.g 


ct»v—  Co 


«Vt  e«^  -der  S»t*.  *^,^^t.  ^^^  V^aXen 


vo» 


coiöP 


,\e%ett 


er- 


det 


it) 


c  + 


ut.'^««^"!:.  d. 


>f^»'V,;;.t«Tee\\« 


g' 


det 


a\ft 


evti 


a\a 


cot»*" 


eoX 


Lgebenet^  '  rVotet^*««^  Tes  tee^e»  ^^X^\o  ^^!**!e^Tite 


ÖV 


\e\v  »^ 


Abst 


^\etft 


etvte 


!s:''>.^^«/r»"ifr  v»-^«» ' 


Coeffte 


AtttttS 


dv« 


^°'"t*V:^."p.'^. "°!  'x*e»'».r^u.  v«»« 


BteVWe* 
da» 


lovveO) 


\>e\  ""     Aet  te 


eV 


det  -      -. 


Xtt 


tieb'O* 


jtiAe 
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:r=|j,  nnd  der  ebenso  hohe  Differentialqnotient  von  I>^{x\  fUr 
a:=f,,  conjngirte  Werthe  erhalten.    Da  nun  ausserdem  r{x)  eine 
Function  mit  reellen  Coefticienten  ist,  so  ttihrt  die  Anwendung 
des  erwähnten  Satzes  zu  dem  Ergebniss,  dass  respective  die  in 
(29)  und  (31)  angegebenen  Werthe  von  9>i(^,), 9>',(^,), ..  .und 
9'a(5«)>9>'i(fi))»--  ^^^  folglich  auch  die  in  (28)  und  (80)  dar- 
gestellten   ganzen   Functionen   qn^  {x)  und  qn,  {x)   zu   einander 
conjugirt  sind.    Hieraus  ist  aber  der  Schluss  zu  ziehen,   dass 
in  (16)  vorkommende  Aggregat 


C36)  _^-i.w      ^  „j 

durch  Fortheben  des  imaginären  Theils  gleich  einer  rationalen 
^^"Hnction  von  x  mit  reellen  Coefficienten  wird,  womit  die  auf- 
S^Btellte  Behauptung  gerechtfertigt  ist.  Also  besteht  die  rechte 
S^ite  von  (16)  aus  reellen  Partialbrttchen,  die  von  den  reellen 
"^^unteln  der  Gleichung  /'(^) = 0  herrtlhren,  und  aus  Paaren  von 
^^^^*yugirten  Partialbrttchen,  die  den  Paaren  conjugirter  Wurzeln 
^mitsprechen  nnd  zusammengenommen  ebenfalls  reell  sind.  Die 
^mme  der  unbestimmten  Integrale  dieser  Bestandtheile  bildet 
gesuchte  unbestimmte  Integral. 

Wir  kehren  jetzt  zu  dem  Falle  zurück,  dass  die  Gleichung 
C^)  =  0  lauter  ungleiche  Wurzeln  besitzt,  worauf  sich  die 
^^leichung  (19)  bezieht.  Wenn  ausserdem  die  sämmtlichen 
^^urzeln  reell  sind,  so  haben  auch  alle  Constanten,  welche  die 
^Jlliler  der  Partialbrttche  bilden,  reelle  Werthe,  und  es  handelt 
um  die  unbestimmten  Integrationen 

dx 

a  nach  der  Seihe  gleich  1, 2, 3, ...  n  zu  setzen  ist.    Wie  in 

v2a)  des  §  24  ftlr  das  unbestimmte  Integral  /  —    der  Logarith- 

^^118  naturalis  von  x  gefunden  wurde,   so   ergiebt  sich  ans  der 

Gleichung 

C37)  tflog(^-U  ^      1 

dx  X — £^ 

^i«  unbestimmte  Integration 

(ag)  f  -^  =  log  {x  -  O  +  const.      . 


/ 


ratio iinlcn  Function. 


Deshalb  entsteht  ans  der  Gleiclmng  (IP)  das  Resnltat 


■^m^'=-m'°''-' 


'5,H 


rcy 


log(j- 


Sobald  Dicbt  alle  Wurzeln  der  Gleichung  f{^=0  reell  sin^  *^' 
mligen  die  reellen  mit  ^,,  f^, . . .  |„  die  Paare  von  conjugirte^^' 
Wurzeln  IblgendErmassen  bezeichnet  werden 

(*")     S,..=e.  +  '''',.6+>>=ef,  +  >'' 1,+.— "-«..-,+".-  — H 

Dann  bringt  die  reelle  Wurzel  |,  in  (19)  den  reellen  Bestand  Ä-^ 


(42) 


Si^"v     =K. 


it.. 


tbeil     -  hervor,  dessen  unliestimmtes  Integral  nach  (38)  der* — '■ 

Ausdruck  ' 

(41)  r"'log(I-J,)  ' 

hat;  ebenso  liefern  alle  reelleu  Wurzeln  entsprechend  gebildet«-*  , 
Ausdrucke.  Für  die  Zähler  der  Brüche  in  (19),  die  zu  coniplexeM^^ 
Wurzeln  gehören,  habe  man  durch  Trennung  der  reellen  und.^^^ 
imaginären  Theile  die  Werthe 

ni,„)~  '*  ■ nwj" 

HE,«)-"'   "■■■■rß,,J 

Kunmebr  ist   das  niibestimnite  Integral   der  Aggregate   anfxi^^ 
8«cben,  welche  zu  den  verschiedenen  Paaren  conjugirte-r  Wnnwl« 
gehören:  das  erste  derselben  heisst 
,,.,,         h,  +  ik,       ,       /i,-ik,        _   2A.U— g,)-2t.. 

Wir  trennen   den  reellen   und  imaginären  Theil   dee  RruiH 

(44)  ___     l_-  -  = -"-^t        -1 i£3 ,  i 

a;  — e,— tV,        {/c-e,V+«!       t:c  — e,)'+oJ  j 

und  bemerken,  dass  der  Zähler  des  reellen  Theiles  gleich  A«= — sfi 
halben  Werthe  von  dem  nach  x  genommenen  Uitferential(^ti::ai).' 
tienten  des  Nenners,  mitbin  der  reelle  Theil  nach  (5)  des  §■  12  i 

gleich  dem  halben  Werthe  des  DilTerentialqnotienten  des  Lo  .^^a- 
rithmus  naturalis  des  Ne 
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(A^\  .  1^  rf  log ((x— (>,)*+ ff!)  _         g  — gl 

^   ^  2  dx  ~{x—Q,Y^a\ 

Für  die  besondern  Werthe  ß,=0,a,=l  geht  die  in  (44)  vor- 
genommene Zerlegung  in  diejenige  über,  welche  in  (3)  des  §  33 
den  Differentialqnotienten  der  Fanction  Arcns  tangentis  ge- 
liefert hat;  in  entsprechender  Weise  lässt  sich  der  durch  %  divi- 
dirte  imaginäre  Theil  von  (44)  als  der  nach  x  genommene 
Differentialqnotient  eines   Arcns  tangentis   ansdrttcken,  dessen 

Argument  der  Quotient  - — —    ist, 

rfarctgf-^^^) 


dx  (i»?  —  (>i)*  +  «yj 

hat  demnach  die  unbestimmten  Integrationen 

"vrird  wie  früher  vorausgesetzt,  dass  die  Werthe  der  Function 

'  *?( ^'  )  zwischen  den  Grenzen  —  ^  und  —  liegen;  sie 

alsdann  eine  eindeutige   und  stetige  Function  ihres  Argu- 
^^^^nts —^  mithin  auch  eine  eben  solche  Function  von  x. 


^1 


Aggregat  (43),  dessen  Werth  entsteht,  indem  man  die  rechte 
von  (45)  mit  2ä^,   die  rechte  Seite  von  (46)  mit  —2*, 
^^^^Itiplicirt  und  addirt,  giebt  jetzt  die  unbestimmte  Integration 

j    (.i^^+F^^:^'>=*a.g((«-,.)-+.;)-2»..re*(s=f') 

*^urch  die  Anwendang  von  (41)  auf  die  reellen,  und  von  (49) 
^<if  die  paarweise  conjngirten  Bestandtbeile  der  rechten  Seite 
■Von  (19)  wird  daher  die  Aufgabe  tbigendermaesen  gelOst 

(50)    /  ?li?)j*=J').     .  _..  .       ^   (0 


f'-^'>  dx- 


/"log(a;-|,)  +  ...  +  /■'  log  (a;-!,) 


^\  +  A, log ({X - Q,f  +  o\) - 2k,  arc tg {^-~)  +  ■•■ 

••  -  +»^,log((«-e^_,)V  aL_,)  -2*,._,arctg(-7^M- 


400 
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Hiemach  ist  das  unhestimnUe  Integral  eines  echten  roHanaien 
Bruches,  dessen  Nenner  in  Bezug  auf  die  Integraiionsvariahle  x 
nur  ungleiche  Factoren  ersten  Grades  enihäÜj  eine  Summe^  deren 
BestandtheUe  Producte  aus  Constanten  in  Logarithmen  und  m 
umgekehrte  trigonometrisclhe  Functionen  sind. 

Für  den  jetzt  zu   erörternden  Fall,   wo  f{x)  mehrbche 
Factoren  enthält  nnd  in  (15)  dargestellt  ist,  wollen  wir  wieder 
annehmen,  dass  unter  den  von  einander  verschiedenen  Wnrzeln 
fp  ^>  •  •  •  ?i  die  reellen  mit  ^^  ^j, . . .  $,  und  die  Paare  von  con-  — 
jugirten  wie  in  (40)  bezeichnet  werden.    Auf  der  rechten  Seite 

(^-£.f 
folgende  Gestalt  bekommen,  die  in  I,  §  93   unter   (18*)  ange: 

geben  ist, 


von  (16)  kann  nun  der  Bruch 


mit  Hülfe  von  (28)  di^^ 


(51) 


ViW  %%) 


y",(?,) 


-<i+...+ 


9l 


(x-i,)''      Gr-E/      (^-H|)'''^  ■  2!  (^-1^,)'''' (a -1)!     * 

Die    entsprechende   Gestalt   der   anderen   Brüche   wird   du 
Fortrücken  der  Zeiger  erhalten;  die  Substitution  der  Resultat" 
in  (16)  bringt   die  am  Schlüsse  von  I,  §  93  erwUmte  Pi 
bruchzerlegung  hervor.    Auch  darf  vermöge  (29)  statt  (51) 
Gleichung 


■eil 


(Piix) 


^:(Si) 


^',(Si) 


+  ...+ 


1 


s 


ih-n 


^^^^    (:p-.E^)a,  -  (^-5^)0,  •  (x-S,)«.-i (a,-l)!     *-S, 

gesetzt  werden.    Bei   der  als   reell  angenommenen  Wurzel 
lässt  sich   die  unbestimmte  Integration  der  einzelnen  Brfic 
sogleich  ausitihren.    Wenn  ein  Exponent  Q  die  Einheit  übertri 
so  kommt 


(53) 


/'  '   dx      1        ^1 


(54) 


dagegen  bringt  der  letzte  Brach  nach  (38)  einen  Logarith 
naturalis  hervor.    Es  ist  daher 


r  9.( 


(-a,+l)(x-|.r-' 


1 


•l-» 


•*■:. 


i-  a,  +  2)  («-!,) 

(o,  — 1)!  "^-     •' 
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a.uoli  dann  erfolgen,  wenn  e(x)  und  f(x)  einen  gemeinsamen 
Tlüeiler  besitzen,  derselbe  muss  jedoch  selbstverständlich  aus 
de  1:1  Resultaten  herausfallen.  Sobald  nun  angenommen  wird, 
wie  Yon  jetzt  ab  geschieht,  dass  e{x)  und  f{x)  keinen  gemein- 
en Theiler  haben,  so  sind  die  Werthe,  fUr  welche  -y^-r  auf- 


,  endlich  und  stetig  zu  sein,  die  reellen  Wurzeln  ^j,  ^j, . . .  ^^ 
Gleichung  /'(f)=0;  demnach  ist  das  Intervall  der  auszu- 
fli Irrenden  Integration  so  zu  wählen,  dass  die  Variable  x  durch 
inen  der  genannten  Werthe  hindurchgeht.  Von  dieser  Vor- 
ssetznng  werden  nur  diejenigen  Theile  des  zu  bildenden  Inte- 
8  betroffen,  welche  aus  dem  Schema  (54)  herrühren.  Hier 
die  Integrationsvariable  x  nur  einen  solchen  Spielraum 
»mmen,  dass  die  Differenz  x  —  B^  ihr  Vorzeichen  nicht 
Insofern  die  t>'unction  Logarithmus  allein  für  positive 
te  des  Arguments  definirt  ist,  bezieht  sich  die  obige  Glei- 
^lna.i:ig  allein  auf  die  Annahme,  dass  die  Differenz  x—^^  immer 
Positiv  sei.  Für  den  Fall,  dass  die  Differenz  x  —  ^^  innerhalb 
ganzen  Integrationsintervalls  stets  negativ  ist,  hat  man  aus 

Gleichung 

dlog{-a  +  'e,)  ^      -  1 

dx  —  .r-fS, 

unbestimmte  Integral 

/  -— V  =  log  {—  X  +  ^J  +  const. 

^bxuleiten,   und  in  jener  Gleichung  den  Ausdruck  log(a; — ^^ 
^Urch  den  Ausdruck  log  (— äj-k^J  zu  ersetzen. 

Das  in  §  8  angefiihrte  Beispiel  eines  rationalen  Bruches 
^i^ffert,  da  fllr  den  Nenner  die  Zerlegung 

'  ^«'•-ar'-*-23a;^-f  16a;~36=(a;-f 2)V- 1)  {x—2-i^b){x—2'\-i^5) 

*^^fiit^ht,  die  Partialbruchzerlegung 

10«*— 22/— 95a?^-f60a;-fl01  1.3.1 


«*—«*— 3a? V23.r Vi  6^—36  («■f2/      x+2      a?— 1 

^    3  +  2ifb     ^    3— 2tl/5 


«— 2— «y5       ^-2-ft)/5 
^^^liin  hat  das  unbestimmte  Integral  des  betreffenden  Bruches 
^^    Ausdruck 


i 


+  h,lQs({x-  g,f  +  ijl)  —  2*,  arctgf  — 

Hier  halieii  die  gleichstelli^n  Drilclie  der  ersten  und  zweiten 
Zeile  zu  einander  winjugirte  Wertbe,  weshalb  die  Suiuuie  eioes  . 
jeden  Paares  reell  ist.  Die  Gleichung  t't4)  bildet  das  Schema,  ^ 
nach  welchem  auf  der  rechten  Seite  von  (Um  dir  Partieübrüche -^t 
von  reellen  Kctmem,  die  Gleichung  (58)  da^enige,  nai^h  welchem^ 
die  Aggregate  der  Partialbriirhe  von  cor^jugirten  eomplexcn  JV'gwmi'w  i 
eu  integriren  sind,   und  die  Summe  der  betreffenden  Resultate  itt^a 

dax  gesuchte  Integral  des  rationalen  echten  Bruches  -r  ,  ■ 

Hei   unserer  Definition  eines  Kwiscdien  gewissen  Grenieir» 
anszudeliuenden    Integrals  wttrde   vorausgesetzt,    da»H    die  ic^ 
integrirende  Function   in  dem  betretTenden  Intervall  eindeutiges 
eniiltch  und  stetig  sei.  Diese  Bedingungen  werden  von  einer  ratio 
naien  ganzen  Function  der  Variable  x  Biets  erfüllt,  we^balb  di' 
Integration  einer  solchen  Function  Überall  austtlhrbar  ist.     Bim 
rationale  gebrochene  Function  kann  dagegen  fUr  einzelne  Werlh- 
der  Variable  :r  die  Bedingung  der  Endlichkeit  und  Sieligkei 
verletzen,  wie  in  §  6  entwickelt  worden  ist.    Nach  den  dortifce' 


m    i 


Erörterungen    treten  diese  Ausnahmen  bei  dem  Quotienten  -V- 

von  zwei  ganzen  Functionen  ohne  gemeinsamen  TheUer  *{m 
und  f{z)  auBSchliesHÜch  fltr  diejenigen  reellen  Wertbe  der  Vh 
riahle  x  ein.  fllr  welche  der  Nenner  f{x)  verschwindet  In  de 
gegenwUrtigen  §  ist  bisher  nicht  vorausgesetzt  worden,  du«  d^ 

Zähler   und  Nenner  des  zu   integrirenden   Bruches     -'   ,-  kdn^ 

gemeinsamen  Theiler  haben;  sowohl  die  Bestimmung  der  g 
Function  nixi  in  (0)  wie  die  Purtialbrncbzerlegung  tu  (lOj  kOflS« 
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auch  dann  erfolgen,   wenn  e{x)  und  f(x)  einen   gemeinsamen 

Theiler    besitzen ,  derselbe  muss  jedoch  selbstverständlich    aus 

den   Resultaten   herausfallen.    Sobald  -nun  angenommen  wird, 

Tvie  von  jetzt  ab  geschieht,  dass  e{x)  und  f{x)  keinen  gemein- 

eise) 
Samen  Theiler  haben,  so  sind  die  Werthe,  für  welche  :^,  -<  auf- 

hört,  endlieh  und  stetig  zu  sein,  die  reellen  Wurzeln  ^j,  ^2, . . .  ^^ 
der  Gleichung  f(^)=0;   demnach   ist  das  Intervall  der  auszu- 
ftthTenden  Integration  so  zu  wählen,  dass  die  Variable  x  durch 
fe^einen  der  genannten  Werthe  hindurchgeht.    Von  dieser  Vor- 
aussetzung werden  nur  diejenigen  Theile  des  zu  bildenden  Inte- 
betroffen,  welche  aus  dem  Schema  (54)  herrühren.    Hier 
die  Integrationsvariable  x  nur   einen   solchen  Spielraum 
:ommen,    dass   die   Differenz   x  —  ^^    ihr   Vorzeichen    nicht 
S.i[iclert.    Insofern  die  t'unction  Logarithmus  allein  ftlr  positive 
Vv^^rthe  des  Arguments  definirt  ist,  bezieht  sich  die  obige  Glei- 
<^liimg  allein  auf  die  Annahme,  dass  die  Differenz  x—^^  immer 
T>o«itiv  sei.    Für  d^n  Fall,   dass  die  Differenz  x  —  ^^  innerhalb 
ganzen  Integrationsintervalls  stets  negativ  ist,  hat  man  aus 

Gleichung 

dlog(- j?  +  gj  ^      -1 

dx  — .'1^  +  5, 

unbestimmte  Integral 

/  -:iy  =  log  (—  a;  +  ^J  +  const. 

^V>auleiten,   und  in  jener  Gleichung  den  Ausdruck  log(a: — |^ 
duTch  den  Ausdruck  log  (— aJ  +  ^J  zu  ersetzen. 

Das  in  §  8  angeführte  Beispiel  eines  rationalen  Bruches 
liefert,  da  fllr  den  Nenner  die  Zerlegung 

**^~Ä -ac'+2ar^+16ir-36=(a;-h2)V- 1)  (a:— 2- ij/5)(a;— 2+11/5) 
^steht,  die  Partialbruchzerlegung 

l(te*— 22/— 95ar^+60a?+101     _  _  J _3_         1 

V— 4?*— 8a?'+23/+16a?— 36     ~(a?+2)*      a?+2      a—l 

.     3  +  2i|/5     ,     S—2ifb 


a?— 2— f]/5       Ä— 2+ty5 
VÜhin  hat  das  unbestimmte  Integral  des  betreffenden  Bruches 
4«n  Ausdruck 


Aasgfzi'ichnet«  Zerlegaiig  i-incr  gebroclieiipn  l''uuc-lic>ll..l 

oder-^~+3Iog{a:+2)     +log(— x+l)+3Iog((a;— 2)*+r,)-4|'5arete(- 
^l>der--|-2+31og{-«-2)+log(-i+l)+31og({a:-2)'+5)-4)/5arctg(- 

je  nachdem  das  Intervall  der  Integration  zwisclien  den  Grenze» 
+  1  und  +»,  oder  —2  und  +1,  oder  —  »  und  —2  liegt 

g  68.    Zarlegnng  einer  ratlonaleii  gebroohenea  FnnottoB 

einer  Variable  In  die  Theile,  welche  Integrirt  den 

algebrelioben  und  truiBoen deuten  Tbeil  dei 

OesammtlnteKralg  berTOrbrlngeii. 

Mau  kann  die  Tlieile  einer  rationalen  geliroclieuen  Fnnirj 
tion,  aus  denen  die  verschiedenen  Beetandtheile  de«  Geuuuink'« 
integrats  hervorgehen,  mit  HUlte  der  Cleicbungen  (11),  (10-^ 
(52)  des  vorigen  §  in  der  folgenden  Weise  ziiKaminenstellcu 


(2) 


/■(«)       (j!-E,}''       (*-|,)""'      ■■■      (a,-l)I      *-£, 


*'a(5i)     .         .        I         '•^"(5*^^ 


(^-E,r  ('«-?0*'"'  ' " "  (Oj-D!  '-?! 
dnrch  die  Integration  entsteht  ans  der  ganzen  Function  d 
(s  — «)ten  Grades  g(i)  eine  ganze  Function  des  (ä  — M+l)t= 
Grades,  ans  der  Gesammtbeit  der  Brüche,  deren  Nenner 
Bezug  auf  die  Integrationsvariable  x  von  böherem  als  d« 
ersten  Grade  ttind,  eine  Summe  von  rntionalen  echten  Brtlch« 
die  gleich  einem  rationalen  echten  Bruche  ist,  ans  der  G 
»ammtheit  der  Brüche,  deren  Nenner  in  Bezug  auf  *  r^ 
ersten  Grade  sind,  eine  Summe  von  Ausdrücken,  welch«  P^ 
ducte  von  Constaiiteu  in  Logarithmen  und  umgekehrte  trIgo> 
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metrische  Functionen  sind.    Wenn  die  Brüche  der  rechten  Seite 

von  (2),  deren  Nenner  a;— f„  a:—  $2>  •  •  •  ^ ""  ^2>  ^^^  deren  Zähler 

Oonstanten  sind,   zusammenaddirt  werden,   so  ergiebt  sich  ein 

ra.tionaler  Bmch,   dessen  Nenner  gleich  dem  mit  der  Gonstante 

!7^    multiplicirten  Product  der  einzelnen  Nenner 

dessen  Zähler  eine  ganze  Function  eines  niedrigeren,  also 

höchstens  des  {X — l)ten  Grades  ist,   die  a(x)   heissen  möge. 

3.S  Aggregat  der  übrigen  auf  der  rechten  Seite  von  (2)  vor- 

>inmenden  Brüche  ist  gleich  dem  vollständigen  nach  x  genom- 

enen  DifTerentialquotienten  eines  Aggregats  von  Brüchen,  deren 

Constanten  und  deren  Nenner  respective  die   um  eine 

ir^heit  niedrigeren  Potenzen 

^irfccL    Die  Addition  dieser  Brüche  liefert  einen  Bruch,   dessen 
^nner  das  Product 

)  d{x)  =  {x-^/'^\x^l;,r^\..(x^^,r''-' 

dessen   Zähler   eine   Function   von   niedrigerem,   mithin 
^^cihstens  dem  (w  —  i  —  1)  ten    Grade    ist,  die  y  (x)  genannt 

^■»den  möge.   Demnach  existirt  die  Zerlegung  der  Function  ^^-^» 

"^i  welcher  der  erste,   zweite  und  dritte  Bestandtheil  integrirt 

^[^^pective  die  ganze  Function,  den  rationalen  echten  Bruch  und 

Aggregat  von  transcendenten  Ausdrücken  erzeugen,  deren 

Lmme  gleich  dem  Integral  der  Function  ^~l  ist. 

In  I,  §  94  wurde  beiläufig  bemerkt,  dass  das  obige  Product 

^  C«)  ein  gemeinsamer  Theiler  der   Function  f{x)   und  ihrer 

^^^ten  Ableitung  f  {x)  ist.    Doch  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass 

^iß)  der  gröste  gemeinsame  Theiler  der  beiden  Functionen  ist. 

A^u«  der  Darstellung  (15)  des  vorigen  §  erhält  man  die  Glei- 

<^huQgen 

(6)  f{x)=a,{x-^^)  (x^^^) . . .  {x-^,)ö{x) 

f  (a:)=a,(al(a^^g . . .  (a;- g;i)  + . . .  +  a,(a:-g,) . . .  (a:-g;i,i))  (J  (a:). 


u'gozeiclineto.  2rr 


r  grhpocli' 


Wäre  ()(:r)  nicbt  der  grüstc  Theiler  von  l\x)  und  l''{x), 


dit;  gaii7.en  Functionen 


,  /■'(-«) 


,fi') 


f 

^V  z<^irlegt  iBt,  80  kjjuiite  ein  solcher  Theiler  nur  einer  der  Fxctoreo 
^B  des  ersten  Grades  oder  ein  Prodnct  solcher  Ftictoren  Hein. 
H         Sobald  aber   dies   der  Fall  w9re   nnd   in    dem   Theiler  uiws 

■  der   Factor  x  —  E,   vorkäme,  so    iiillsste     ./7 

f  : 


'  für  den  Wertb 


,  verschwinden. 


,  tw , 


k 


gleich  dem  Ausdruck  a^(i,{$,  —  S^}{§,  —  EO...{Si  —  £,),  der  on m-mt* 

möglich  verscbvrindeii  kann,  weil  nach  den  Itetttehendeu  Voraas .«9«  J9.{ 

»etzungeD  keiner  seiner  Factoren  gleicb  Null  ist  Üieraos  folgt — : 
ixsä  d{x)  wirklich  der  gröste  gemeinsame  Theiler  der  Func-  - 
tion  f(x)  und  ihres  Differentialquotienten  fix)  ist. 

Mit  Hülfe  des  Verfahrens,  welches  in  I,  g  ß8  anseinander^s 
gesetzt  ist,  kann  der  gröste  gemeinsame  Theiler  von  zwei  ganzer  -. 
Functionen  einer  Variable  ermittelt  werden,  ohne  dass  die  Zer^ 
Icgang  derselben  in  Faetoren  ersten  Grades  vorausgesetzt  wirc:^ 
Wird  daher    dieses    Verfabreu    auf   die   vorliegende    Fundio^Ki 
f[x)   und  ihren  ersten  Ditfereutialquotienten  f'(x)  angewoDde^^ 
80  erhält  man  unmittelbar  deren  grösten  gemeinsamen  Tbeilc!^^ 
Da   ferner  der  grHste  gemeinsame  Theiler   von   zwei 
Functionen  durch  die  Multiplication  mit  einer  ))clicbigi>n  Co       -mi 
BUnte  nicht  wesentlich  geändert  wird,  so  tlarf  man  dem  gTHst^^^i 
gemeinsamen  Theiler  von  f(T)   und  f'(x)  die  Bestimmung  at^^B/*- 
«rlegeu,    dass   die  hriehste  in  demselben  vorkommende  Pote^ 
Ton  j-   die    Einheit   zum    Coctlicienten   habe;  dann   musR  i^Ktfi 
Vtreffende  Theiler    mit   der    in   (4)  detinirteu   Function  3i~__  J^' 
Identisch  sein.     Nachdem  so  die  Function  d(x)   volUtilndig  t-»f 
(timmt  ist,  ergelien  sich  durch  Diviinion  die  von  einem  gemeSn- 


(«nte  mit  der  in  i:tl  eingeführten  Function  ii(x)  xnsammenfiLSJ^ 
Die  Functionen  i{_x)  nnd  [t{x)  bilden  die  Nenner  der  »■' 

der  rechten  Seite  tob  (5)  befindlichen  echten  Brüche  jW  uv4 
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^  ,    >. .    Wir  werden  jetzt  die  merkwttrdige  Thatsache  begründen, 


*y  so  wie  d{x)  und  ß(x)  ohne  vorhergehende  Zerlegung  von 
rC"^*^)  in  Factoren  ersten  Grades  bestimmbar  sind,  auch  die 
Zäbler  y(x)  und  a(x)  ohne  jene  Zerlegung  durch  die  Methode 
i^r  unbestimmten  Coeffieienten  gefunden  werden  können  *).  Dass 
die  Gleichung  (5)  nicht  erfüllt  werden  kann,  indem  statt  der 
Functionen  y{x)  und  a(x)  beziehungsweise  zwei  andere  Func- 
tionen r{x)  und  ^(x)  gesetzt  werden,  deren  erste  niedrigeren 
Grmades  als  d{x)  und  deren  zweite  niedrigeren  Grades  als  (i(x) 
i^t^     lässt  sich  folgendermassen  erkennen.    Gesetzt,   man  hätte 

i  solche  Functionen,  für  die 


^      *^  /"W-ä^^^^       dx       +  ß(x) 


e,  so  entstände  durch  Subtraction  die  Gleichung 

jr{x)-Y{x)\ 

^^  A_     \         ^^         J   i_  -^{x)—a{x) 

^  "~  d{x)  ■*■         ß{x) 

»riin  wäre  der  Bruch  —   i/  >"       gleich  einem  Aggregat  von 

^*^^^chen,  deren  Zähler  Constanten  und  deren  Nenner  die  einzelnen 
-^Äetoren  a?— f„...a:— |j  sind,  dagegen  der  nach  :r  genommene 

vollständige  Differentialquotient  des  Bruches    ^   fZ\         gleich 

Einern  Aggregat  von  Brüchen,  deren  Zähler  Constanten  und  deren 
Volmer  Potenzen  der  Factoren  rr— ^j, . . .  a;  —  ^^^  von  einem  jeden- 
*^ll8  die  Einheit  übertreffenden  Grade  sind.  Weil  nun  unter 
den  Grössen  ^j,  ^j, , . .  f^  nicht  zwei  einander  gleich  sind,  und 
d*her  irgend  welche  ganze  Potenzen  von  je  zweien  der  Aus- 
d^^ttcke  a:— fj, .  .  .  x—^j^  nie  einen  gemeinsamen  Theiler  haben, 
*^  Würde  die  Gleichung  (5b)  dem  im  vorigen  §  erwähnten 
^Ätze  widersprechen,  dass  ein  rationaler  echter  Bruch  nur 
^^^    eine    einzige    Weise   in    echte   Partialbrüche   mit  gegebe- 


*)  VgL   Hermite,    oours  .d'analyse,  caicul    integral,   intigration   des 
'•^»bfw  rationelles,   wo  die  Erscheinung  in  etwas  anderer  Gestalt  zuerst 
^Nachgewiesen  ist. 


AusgUEcichnetu  Zerlcguug  c 

nen  Rennern  zerlegt  werden  kann,  von  denen  keiu  Paar  eioen 
gemeinsRmeu  Theilor  hat.  Demnaeh  luuae  r{x)  —  y(x)  ^0. 
y4(x)  —  a(x)  =  0  sein,  wodurch  die  aut'gcetellte  Bchauptoog 
gerechtfertigt  ist. 

Nimmt  man  nun  fllr  y{x)  nnd  a{x)  die  GeeUlt 

(7)  y(x)  =  y„ x'-''  '  +  y, x^-^-''  +  ...+  y_^,, 

(8)  fl(a:)  =  o„i*-'     +«,x*-'     +  . . .  +  o^  ,. 

80  lassen  sich  die  n  —  i.  Coefficienten  y^,  y,,.  -  - ^.j.,  nmJ  die 
X  Coefficienten  a„,  Oj,  ...Oj^^,  nnr  anf  eine  einzige  Weise  so 
bestimmen,  dass  die  ans  (1)  und  (5)  folgende  Gleichung 

J  K')  \ 

("'  rt») — iT-^wy 

befriedigt  wird.  Dass  die  rechte  Seite,  mit  der  ganzen  Pnnotion 
fXxi  mnitiplicirt.  in  der  That  {gleich  einer  ganzen  Function 
werden  muss,  zeigt  sieh,  sobald  für  die  Function  3(,x)  und 
deren  nach  x  genommenen  üifferential<iuotienteu  <J'(x)  aberma]« 
der  gröste  gemeiniiaiuc  Theiler  '^(x)  aufgesucht  wird.  Es  sei 
(10)  d{x)  =  i{x)   Z{x), 

d'(x)  =  i,{x)C{x), 
wo  die  ganzen  Functionen  eix)  und  c,(«)  keinen  gemeinsamen^ 
Theiler  haben.  Hier  Übernimmt  c(:c)  bei  d(x)  dieselbe  Rolle,  welcb^^ 
ß{x)  in  Bezug  auf  f\x)  spielt.  Da  nun  ii(x'j  gleich  dem  Prodner- 
der  unter  einander  verschiedenen  Ausdrucke  ersten  Gradea  ist  ^3 
welche  in  der  in  (lö)  des  vorigen  §  gegebenen  üerlegun^^ 
von  f{x)  enthalten  sind,  so  musa  i{x)  gleich  dem  Prodari  der-=a 
jenigen  nntereiwindcr  vonnchicdenen  Ausdrucke  ersten  Qnule<^= 
sein,  welche  in  der  in  (.4)  anfgestellten  Zerleguug  der  Fnnci^ 
tion  S{x)  vorkommen.  Weil  ferner  d{x)  nur  solche  AusdrUekir^ 
ersten  Grades  enthUlt,  die  in  ji{x)  vorhanden  sind,  »o  enthü  ■ 
auch  i{x)  nur  solche  Ausdrucke  ersten  Grades,  die  in  //(.^^ 
vorkommen,  und  da  jeder  einzelne  Anndmck  sowohl  in  ;f(j^^ 
wie  in  e{x)  nnr  ein  einziges  Mal  anftritt,  so  mnss  der  Qnotic^K3 


gleich  einer  ganzen  Function  von  x  sein. 


Durch  die  Auefllhrnng  der  Differentiation  nnd  BerDcSc-- 
sichtignng  der  Gleichnng  f(x)=',i<x)S(x)  wird  aus  (9)  4  5^  , 
Gleichung 
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mithin  entsteht,  indem  mit  dem  Prodnct  ß{x)  d{x)  multiplicirt 
und    >}/  nach  (10)  durch     y  J  ersetzt  wird,  die  Gleichung 

<12)      r{x)  =  y'(«)/?(a;)  -  yix)  Ä  ,^  (3.)  +  „{x)  dix), 

in  welcher   ^;  (  >  wie  oben  bemerkt,  eine  ganze  Function  von  x 

1)ezeichnet    Man  hat  nun  die  Goefficienten  der  gleich   hohen 

Totenzen  von  x  einander  gleich  zu  setzen,  und  erhält,  weil  die 

l^unction  r{x)   vom   (n— l)ten  Grade  ist,  n  Gleichungen    des 

ersten  Grades,  mittelst  deren  die  in  den  Functionen  ^(rr)  und 

a(x)   enthaltenen  n  Goefficienten    eindeutig  bestimmt   werden 

können.    Damit   ist  die    in  der  Gleichung  (5)  vorgeschriebene 

e(x) 
2erlegung  des  rationalen  Bruches     ^  i  >  unabhängig  von  jeder 

erlegung  der  Function  f{x)  in  Factoren,  ausgeführt,  und  gleich- 

/e(x) 
-^■Y  äx  angegeben. 

In  dem  Beispiel  des  vorigen  §  findet  sich 

f(x)  =     x*  —     X*—   3x*  +  23a:«  +  I6x  —  36 
f'{x)=   hx*—  4x^  -    Ox^-hiGx  +16 
dlx)  =      a:  +  2 
d'(x)=    1 
€{x)=      X  -h  2 

ßlx)=      x^—  3a:*+    3a;«  +  17  a;  —18 
r(a:)=10a;*-22a:«— 95a:«4-60a?  +  101 
y(rr)  =  -l 

a(a;)  =  10a;*  — 43  a;*—   \x  +55, 
dass  die  obige  Gleichung  (5)  zu  der  folgenden  wird 


0^^22x'— 95j;«  +  60.r+101  _  ^^+2/         1 0.r '  —  43;r «  -  4^  +  55_ 
'*— ^*— 3a;*  +  23a;« +  16^—36""      dx      "*"  .r*— 3a;«+äi?"  +  17i--l8* 
^^i    der  Zerlegung  in  Factoren  hatte  /^(a;)  den  Ausdruck 

/!?(a;)  =  (a:  +  2)(a;-l)(a;-2  — i|/5)(a;-2+tY5). 


9  69-    Intagrale  von  Aaxdrttoksn,  dl»  tn  Bazbc  kuf  dl« 
XatagrRtloiisvftrlftble  and  «la«  WarxAl^Sii*  rational  Riad. 

Kiui;  Fuiictiuu  A'u,  (i^j,  ilit^  in  Ik'^iig  auf  tl'w  Variable  x 
und  eine  von  x  abhäiigeiKlc  GrrtNBe  «>  rational  ist,  kann  als  ein 
Brneli  dargestellt  werden,  dessen  Zähler  und  Nenner  gleich 
■Snnmicn  von  Produkten  au«  ganzen  positiven  Potenzen  von  la 
und  aus  rationalen  ganzen  Functionen  von  x  sind.  Wenn  nun  u 
die  Wurzel  einer  algebraischen  Gleichung  des  nten  Graden  be- 
deutet, deren  nach  x  rationale  Coefticienten  als  Quotient«n  von 
ganzen  Functionen  desselben  Nenner»  dargestellt  seien,  80  kann 
man  mit  HUlle  der  Gleichung 


(1) 


w    +- 


=  0, 


(2) 


IC(i,ü,). 


die  Potenz  i"  nnd  alle  höheren  ganzen  Potenzen  von  *"  durt-fa 
!  Ausdrücke  erset/^n.  welche  nnr  die  («— l)te  nnd  die  niedrige- 
j  Ten  Potenzen  von  <u,  mit  rationalen  Functionen  von  x  mnlti- 
[  plicirt,  enthalten.  Daher  lässt  sich  statt  der  gegebenen  Funviion-a 

K{x,  la)  ein  Bruch  substttuiren.  dessen  Zähler  und  Nenner  ii^ 

Bezug  auf  c»  höchstens  vom  (n  —  l)ten  Grade  sind,  nnd    dicHü 
'  wieder  ganze  Functionen  von  x  zu  Coeßicienton  haben.  Hieran)^ 

folgt  fllr  KIx.m),  «obald  die  Zahl  n  =  2  und  deshalb  die  Glei  j 
I  chung  (I)  eine  quadratische  ist,  der  Ausdruck 
K^(x)u, -t-  K,{x) 

in  welchem  die  Coefticienten  ganze  Functionen  von  x  sind.  W 
I  wollen  femer  annehmen,  dass  i  li  eine  reine  quadratische  Gli'      ■■ 
1  chang  sei 

I  (8)  M'  —  R(x}  =  i\ 

I  wo  Rix)  eine  ganze  Function  von  x  bedeutet;  dann  int  c;  gleti^c?' 

ler  Qnadratwnrzelgrttssc 
[(4)  >o=^R<x). 

'  in  Folge  detisen  verwandelt  »ich  die  rechte  Seite  von  {2)  dnr^* 
Hultiplieation  mit  der  Verbindung  L„fx)ii  —  L^ixi  nnd  Aarvt 
Benutzung  von  C.ii  in  den  folgenden  Ausdruck 
(5)    Kix,<->\ 

K,ix)L,(^\R{x)—S,{x)L,(^e)  _  K.,{x)  7.,(t)  — if.(j)/.  (jrjg[^J 
'  "  iL,{x))'Jlix)-{~L,(x)Y  (L,t*))*Ä(i)-(iOT"  -  * 
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Sonciit  wird  das  nach  x  genommene  Integral  der  Function 
(joc^  lo)  gleich  der  Summe  der  Integrale  einer  rationalen  Fnnc- 
Yon  X,  und  einer  Function,  die  durch  Division  einer  ratio- 
Dsilen  Function  von  x  mit  der  Quadratwurzelgrösse  co  gebildet 
ist.  Weil  nun  die  Integrale  der  rationalen  Functionen  im  vo- 
riS^i^  §' vollständig  behandelt  sind,  so  bleibt  nur  noch  der  zweite 
Bestandtheil  zu  untersuchen ;  derselbe  erhält,  sobald  die  vor- 
k.oiximende  beliebige  rationale  Function  von  x  mit  F(x)  be- 
K^iohnet  wird,  die  Gestalt 

Wir  werden   das  vorliegende  Integral  zunächst  unter  der 

IX  flachen  Voraussetzung  betrachten,   dass  die  ganze  Function 

(^  vom   ersten   oder   zweiten  Grade   ist;   in   diesen   beiden 

^Fallen   lässt  sich   dasselbe  durch  Einführung  einer  neuen  Va- 

^ia-tle  in   das  Integral  einer   rationalen  Function  verwandeln, 

i3[xit1iiD   nach   dem   vorigen  §   mit  Hülfe  von  Logarithmen   und 

rtmgekehrten  trigonometrischen  Functionen  darstellen. 

In  §  25  ist  unter  (IX)  die  Aufgabe  gelöst  worden,  ein  In- 
*^®gTal  durch  Einführung  einer  neuen  Variable  zu  transformiren ; 

daselbst  wurde  das  Integral  /fix)  dx,   indem  man  x  als  eine 

Function  einer  neuen  Variable  t  auffasste,  vermöge  der  Gleichung 
^^^nsformirt 

C7)  ß^)ax  =  /fix)^^^dt, 

dx 

'^o    auf  der   rechten  Seite    für  x    und  ihre  in  ^  dargestell- 

ten Werthe  zu  substituiren  sind.  Es  sei  nun  die  in  dem  Integral 
(6)  vorkommende  Function  R(x)  vom  ersten  Grade 
^^)  R{x)  =  ax'\'h. 

^a  die  Quadratwurzel  dieses  Ausdrucks  zu  bilden  ist,  so  muss 

derselbe  in  dem   ganzen  Integrationsintervall  positiv    bleiben. 

^^  kann  ihn  daher  gleich  dem  Quadrat  einer  neuen  Variable  t 

»etzen 

W  ax'\-b=^t\ 

^»d  erhält 

(10)  ^,  =  -^!^^,   iax^h  =  t, 

a 


lei'  Kuucliuii  er»U.'D  Gridus 

ferner  durch  DifTereDtiatioii 

(in  -^(//  =  ^Ad/, 

Demzofolge  liefert  die  Anwendung  der  TransforniationKgleicliuiit; 
(7)  auf  (6)  das  Reenftat 

da  aber  eine  rationale  Function  einer  Variable  x,  wenn  statt  x 
eine  rationale  Function  einer  neuen  Variable  t  substitnirt  wird, 
in  eine  rationale  Function  von  '  llbergeht,  so  befindet  sieb  auf         ~: 
der    rccbten  Seite  der   vorstehenden  Gleiehung,  wie  behanplet        3 
worden,  das  nach  t  genommene  Integral  einer  rationalen  Fonc-        - 
tion  von  t.  Nachdem  die  Integration  vermittelst  der  im  vorigen  §  ^^g 
mitgetheilten  Vorschriften   ausgeführt   ist,   kann   man  statt  dei — rrw 
Variable  t  wieder  ihren  Auedruck  t  =  \'aj:-¥b  setzen  und  erbäli^^^^ 
dadurch  den  in  x  dargestellten  Ausdruck  des  Integrals. 

In  dem  zweiten  Falle,  wo  R(r]  gleich  einer  Function  dem 
zweiten  Grades  von  x  ist,  habe  man 

(13)  li(x)  =  ax'  +  2br  +  c. 
Dabei  ist  zu  unterscheiden,  ob  der  Coefficieut  a,  welcher  hi^ 
nicht  gleich  Null   sein   darf,    positiv   oder  negativ  ist.    Es  s^ 
erstens  a  positiv,  mithin  R(x)  ftlr  das  ganze  Intervall  der  Int^. 
gration   mit  a  von    gleichem  Zeichen.    Setzt  man   nun  Rli~~ 
gleich    dem   mit   a  multiplicirteu   Quadrat    eiuer  Summe  TOD 
und  einer  neuen  Variable  t,  so  werden  x  und  ]'R(x)  gleieb 
tionalen  Functionen  von  /.     Die  (ileicbung 

(14)  ax*  +  2bx  +  c  =  a!x  +  t)' 
liefert,  da  ax*  auf  beiden  Seiten  fortfällt,  die  Bestimmung 

aus  n 

(Iß)  x  +  t  = 


2{at—b) 
aus  welcher 

r  —  2bl+c 
2(al~b) 

entsteht.     Weil    aber    vermilge  ( 14 1    die   yuadratwanwlgrft-*»? 
^Rix)  gleich  yaix+t\  ist,  so  kommt 

(.7,       ^«<'>=K.^^',r- 

Aus  (15)  ergiebt  sich  durch  DifTerentiation 
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'öithin  geht  das  Integral  (6)  in  das  folgende  Integral  einer  ra- 
tionalen Function  von  t  über 

F*ttir  die  Variable  t  erhält  man  aus  (14)  durch  Ausziehung  einer 
Qnsidratwurzel  die  Darstellung 

^=  — rr  4--^ 7= 

Sobald  der  Coefßcient  a  negativ  ist,  kann  die  Function 
C^  nicht  zu  denjenigen  gehören,  die  niemals  ihr  Vorzeichen 

em    und    für   keinen    reellen  Werth   von  x  verschwinden; 

n  sonst  würde  sie  stets  das  negative  Vorzeichen  haben  und 
inen   reellen   Werth  der  Quadratwurzelgrösse   \^B{x)  liefern. 


muss  daher  R{x)  für  zwei  von  einander  verschiedene  reelle 
rthe  ^,  und  f,  verschwinden,   und   zerfällt  mithin  wie  folgt 
**^     zwei  reelle  Factoren  des  ersten  Grades 

gleich  darf  die  Variable  x  nur  ein  Integrationsintervall  durch- 

tfen,  in   dem  die  Ausdrücke  x — ^^  und  x  —  ^^  verschiedene 

OTzeichen  haben.    Unter  diesen  Umständen  ist  es  erlaubt,  den 

^^^tiv  genommenen  Quotienten    der  beiden  Ausdrücke  gleich 

Quadrat  einer  neuen  Variable  zu  setzen, 

CS2)  z:^±l?  = 

Folge  dieser  Annahme  wird 

C23)     ^^i^y^*,  «=i^^ 

1+«*      «—=1 


=  «*, 


s 


*'       1  f  tt* 


0(i)r=f^a}l -^\x-^,)  =  }f=~a  u\^, 


du~        (1+«»)« 
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Hieraus  entsteht  die  Transformation   des  Integrals  (6)   in  di 
Integral  einer  rationalen  Function  von  u 

Die  zu  leistenden  Integrationen  sollen  flir  die  Annah: 
dass  F{x)  gleich  der  Einheit  ist,  wirklich  ausgeführt  werd 
Man  erhält  in  (19)  einen  Logarithmus  naturalis  ^  in  (27)  e 
umgekehrte  trigonometrische  Function 


(28) 


/*  2        du  1      o        * 

-== =  — 7=-  2  arc  tg  u, 


(29) 

daher  entstehen  darch  Anwendung  von  (20)  und  (23)  die  Besol 

— .^^^  = j^\og{-ax  —  b+Ya\ax*+2b3^—m—«i 


(31) 


Bei  Gelegenheit  der  letzten  Gleichung  machen  wir  darauf  SB^v^f- 
merksam,  dass  die  umgekehrten  trigonometrischen  FunctioJ*»^^^ 
die  Eigenschaft  haben,  durch  einander  ersetzt  werden  zu  köM^^^^ 

Beispielsweise  ergiebt    sich    aus   der   Gleichung  arctg  j/u- 

—  1 — u  j 

oder  tg^  =  yu  die  Gleichung  cos2^  =  y3~  '  vermöge  d^ 

2^  =  arcco8  --:-  ist.    Man  hat  deshalb 

1  4-t* 

2arctg  r r:^  =arccos( — z — ^ — -\y 

^— 5i  \      ?t— §i      / 

und  darf  statt  (31)  die  Gleichung 


(31 


*)       /    ^  = prr_-  arccos  1 -    I 


gebrauchen. 

Mit  der  Voraussetzung,  dass  die  Function  JR  (x)  vom 
oder  zweiten  Grade   sei,   hören   die   in   (6)   enthaltenen  tMM^ 
grale  auf,   welche  unbedingt  auf  Logarithmen  und  umgekal»^^ 
trigonometrische   Functionen    reducirbar   sind.     Die   Integr*/^? 
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Stach   dann  erfolgen,   wenn  e{x)  nnd  f{x)  einen   gemeinsamen 

Xheiler    besitzen ,  derselbe  mnss  jedoch   selbstverständlich    aus 

den    Resultaten    herausfallen.    Sobald   nun   angenommen  wird, 

'wie   von  jetzt  ab  geschieht,  dass  e{x)  und  f{x)  keinen  gemein- 

eise) 
Samen  Theiler  haben,  so  sind  die  Werthe,  für  welche  ~\  auf- 

hört,  endlich  und  stetig  zu  sein,  die  reellen  Wurzeln  ^j,  ^2»  •  •  •  ^/ 
der   Gleichung  /*(^)=0;   demnach   ist  das  Intervall  der  auszu- 
nihrenden  Integration  so  zu  wählen,  dass  die  Variable  x  durch 
keinen  der  genannten  Werthe  hindurchgeht.    Von  dieser  Vor- 
aussetzung werden  nur  diejenigen  Theile  des  zu  bildenden  Inte- 
s  betroffen,  welche  aus  dem  Schema  (54)  herrühren.    Hier 
die  Integrationsvariable  x  nur   einen   solchen  Spielraum 
ommen,    dass   die   Differenz   x  —  ^^    ihr   Vorzeichen    nicht 
äiiclert.    Insofern  die  t'unction  Logarithmus  allein  flir  positive 
^^örthe  des  Arguments  definirt  ist,  bezieht  sich  die  obige  Glei- 
^Imng  allein  auf  die  Annahme,  dass  die  Differenz  x—^^  immer 
positiv  sei.    Für  d^n  Fall,   dass  die  Differenz  x  —  ^^  innerhalb 
ganzen  Integrationsintervalls  stets  negativ  ist,  hat  man  aus 
Gleichung 

dx  — .tr  +  5, 

unbestimmte  Integral 

d  X 

=  log  (—  X  +  ^J  4-  const. 


/ 


^t^uleiten,   und  in  jener  Gleichung  den  Ausdruck  log(a; — ^^ 
^^rch  den  Ausdruck  log  (— rc-*-^,)  zu  ersetzen. 

Das  in  §  8  angeführte  Beispiel  eines  rationalen  Bruches 
*i^fert,  da  für  den  Nenner  die  Zerlegung 

^^ — ^Ä*--ar'+23x'  +  16ic--36=(a;+2)V--l)(^—2--ij^5)(a;— 2+11/5) 
■^^steht,  die  Partialbruchzerlegung 

10a?*— 22/— 95ar^+60a?-H01     _       1 _3_      _1_ 

/--/— 8a?V23.TVl6a?— 36     ~  {a+2f      x+2      a—l 

.     3  +  2tl/5     .     3— 2il/5 

mj^      -1 ^     1 • 

Mithin  hat  das  unbestimmte  Integral  des  betreffenden  Bruches 
^^n  Ausdruck 
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Fahrt  man  jetzt  die  rationale  ganze  Function  8ft  («)  des  (2p4-l)ten 
Grades  ein 

(38)  JRW=aM(^,-g5  -(^,^g)...((g,-^^,^i^-(^--^^,)), 

so  ergiebt  sich 

(39)  -«(«)  = (s-iy*' — ' 


folglich 


(40) 


ds      ^  (<— 1)^' 


Mithin  wird  das  Integral  (6)  durch  die  Gleichung 

in  das  Integral   einer  Function  transformirt^  welche,   wie   b 
hauptet  worden,  gleich  dem  Product  einer  rationalen  Functi^zzzzzjn 
von   s  und  der   reciproken   Quadratwurzel    aus   einer 
Function  des  (2p  +  l)ten  Grades  von  s  ist.     Die  Substitnti 
(33)  verwandelt   sich   fUr  den  Fall,   dass  p  =  0  und  a  n 
ist,  mit  Hülfe  der  Gleichung  8  =  — u'  in  die  obige  Substitnti 
(22),  durch  welche  das  betreffende  integral  (6)  in  das 
einer  rationalen  Function  verwandelt  worden  ist 

Für   einen   die  Zwei    übertreffenden   Werth  von  n  in  ^^er 
Gleichung  (1)  heben  wir  nur  die  Annahme  heraus,  dass  (1)  ^^ioe 
reine  Gleichung   sei,   bei   welcher  das  von  lo  freie  Glied  F=*»iiie 
Function  ersten  Grades  von  x  ist.    Zu  der  Gleichung 
(42)  w"— (aa:  +  6)=0 

gehört  alsdann  der  Werth 


(43) 

Aus  der  Substitution 

(44) 

ax  +  6  =  /" 

folgen  die  Ausdrücke 

von  X   durch   die 

neue 

Variable  /, 

and 

von  t  durch  x 

(45)                         x  = 

a 

=  t, 

mithin  kommt 

dx  nt* 


(^6)  di 

Also   geht   das   nach  x  %u  nehmende  Integral  einer  gegebesf 
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rationalen  Function  K{x^  ta)  von  den  Elementen  x  und  (o  wieder 
in  das  Integral  einer  rationalen  Function  der  neuen  Integra- 
tionsYariable  t  über, 

(47)  rK{x,  to)  dx  =  rKi-^^u\  -^^  di\ 

dasselbe  kann  durch  einen  in  Bezug  auf  die  Grösse  t  rationalen 
Ausdruck,  durch  Logarithmen  und  umgekehrte  trigonometrische 
Functionen  dargestellt  werden. 

§  70.  Intsgralt  von  Aiudrftoktii,  woloh«  IiOirMrlthiiMB  od«r 
imylrabrta  trlfonometrlioh«  FonotlOBtti  •nthalttn. 

In  den  beiden  letzten  §  hat  sich  gezeigt,  dass  die  Inte- 
S^ale  der  algebraischen  Functionen,  welche  in  Bezug  auf  die 
Integrationsvariable  allein  oder  in  Bezug  auf  diese  und  eine 
Quadratwurzel  aus  einer  ganzen  Function  des  ersten  oder  zweiten 
^i'ades  rational  sind,  vermittelst  einer  beschränkten  Zahl  von 
^^K^ebraischen  Ausdrücken,  Logarithmen  und  umgekehrten  tri- 
Sonometrischen  Functionen  dargestellt  werden  können.  In 
Speicher  Weise  lässt  sich  die  Integration  von  Ausdrücken  be- 
^^^erkstelligen,  die  durch  Multiplication  eines  Logarithmen  oder 
fixier  umgekehrten  trigonometrischen  Function  der  Integrations- 
^striable  mit  algebraischen  Functionen  von  einer  gewissen  Be- 
9<^liaffenheit  entstehen.  Sei  q){x)  eine  algebraische  Function, 
^v^elehe  die  Eigenschaft  hat,  gleich  dem  nach  x  genommenen 
I>ifferentialquotienten  einer  algebraischen  Function  g{x)  zu  sein, 
So  entstehen  durch  das  in  (9^)  §  25  ausgedrückte  Verfahren  der 
^lieilweisen  Integration 

Cl>    /fix)^dx=f(x)g{x)-/-^^gix)dx  +  const, 

i^ndem  f(x)  nach  einander  gleich  log  x,  arc  tg  x,  arc  sin  x  und 

'^^  =  (p(x)  gesetzt  wird,  die  Gleichungen 

(2)      y   log  X  (p  (x)  dx  ==     log  X  g(x)—J — ^ —  g(x), 

^^)       j9iGt^xq>(x)dx=  BXGtgx  g{x)-'J-j-^^-^  g(x\ 

^  )        /arc  sin  x  q>  (x)  dx  =  arc  sin  xg(x)  —  /  ,  g(x). 

^  •/  yi—x* 
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Wenn  daher  g(x)  eine  ratiniiale  FiiDCtJOD  von  x  allein,  oder  in 
(2)  und  (3)  eine  rationale  Function  vnn  x  und  einer  Quadrat- 
wurzel auä  einem  beliebigen  Ausdruck  des  zweiten  Grades, 
oder  in  (4)  eine  rationale  Function  von  x  und  dcrQuadratn'urze! 
('1 — x'  ist,  so  geboren  die  auf  der  recbten  Seite  angedeuteten 
Integrationen  iu  die  vorhin  bezeichnete  Gattung  und  klinneu 
enteprecliend  behandelt  werden.  Dil'  durch  Integration  von  ^ix^ 
erhaltene  Function  g(r)  wird  notbwendig  eine  ganze  Funrlion^ 
sobald  <('{x)  eine  ganze  Function  ist;   in  diesem  Falle  ist  alsc 

die  behnta  der  Integration  au^estellte  Bedin(;uDg  stets  crfllllt: 

Auch  da«  Integral  dee  Producta  einer  ganzen  Function  i 
eine  positive  gan/.e  Potenz  eines  Logarithmus  erlaubt  eine  Hhik- 
liche  Behandlung.     Es  sei 

(5)  (fi(x)  =  a^x'  +  a^x''~^  +  . . .  +  a^_,  ar+  a,, 

80  folgt  durch  theilweiaes  Integriren  die  Relation 

(ti)  y (logic)'  if{x)  dx  =  (logier  (--:pf  +  -^  +  . , .  +  a, 


-/i(Iogj:r'(-^^H 


-  +  ... 


welche  so  oft  zu  wiederholen  ist,  bis  mau  von  der  positiv« 
ganzen  pten  Potenz  des  Logarithmus  zu  der  Potenz  vom  Gra« 
Nnll,  das  heisst  der  Einheit  gelangt. 


171. 


Xat*flT^*  von  AtudrUokeii,  Ol«  ZxpoB«BtlftlfBnotla&> 
und  trlffonoinstrUohfl  FonotloiKn  •ntbaltm. 


Wenn  a  und  b  reelle  Constanten  bedeuten,  so  erbüll  r 
nach  g  12  und   ItJ   ftlr   die   In  Bezug  auf  x  genommenen  IMITfr 
rentialtiuotienten  der  Exponentialfuuction  e"  und    der  trigoni 
metrischen  Functionen  cos  bx  und  sin  bx  die  Bestimmung«!! 
,,,  de" 


dm 
ieotbr 


dx 


=  ae". 


=  —  bsinbx. 


-  =1 2i  eoB  b  X. 


,„.  dainbx 

^^'  ~d7- 

Uieraus  folgen  die  Ausdrücke  der  Integrale  einer  Exponentiil- 

fuuction  e",  bei  der   a  nicht   gleich  Null   Ist,   nnd  der  Iripioo 
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metriscben  Functionen  cos  bx  nnd  sin  bx,  bei  denen  b  nicht 
gleich  Nall  ist, 


(4)  f  e"dx  = 

(5)  Jcosbxdx  = 

(6)  /^^^  bxdx=  — 


e"' 


a 
Binha 

cos  bx 


«& 


\ 


b 

An  die  Thatsaehe,  dass  die  unbestimmte  Integration  einer 

Bxponentialfiinetion  auf  diese  selbst,  die  unbestimmte  Integration 

^iiies  Cosinus  auf  einen  Sinus,  die  des  letzteren  auf  den  ersteren 

zuiUckfllhrty  knttpft  sich  die  Möglichkeit,  das  unbestimmte  Inte- 

^^^ral   des  Products   einer  ganzen  Function  der  Integrations- 

^A-riable  mit  einer  der  drei  erwähnten  transcendenten  Functionen 

^«rch  eine  beschränkte  Zahl  von  Ausdrücken  von  der  Art  der 

^^^    integrirenden  Function  darzustellen.    Es  sei  q>  (x)  eine  ganze 

Function,  so  ergiebt  sich  durch  theilweises  Integriren 

^P  (ar)  dx=      I      ^^^       (p{x)dx=      - — vC^)- /    ^-    V'W  dx, 

rd(^^^)  ^^^^         r,^^^ 

^x)dx::^—J--^^j^-^q>(x)dx=     "\^9{^)—J—^  ^q>\x)dx, 

<p(x)dx=—J      \y^        (p{x)dx= ^ff{x)+ j    -^-  (pXx)dx. 

r  mit  q>'(x)  bezeichnete  Differentialquotient  von  (p(x)   nacho? 
eine  ganze  I^nction  von  einem  um  eine  Einheit  niedrigeren 
'^'^e  als  (p(x);   durch  den  wiederholten  Gebrauch  der  betref- 
^den  Qleichung  sinkt  daher  der  Orad  der  unter  dem  Integral- 
zeichen bleibenden  ganzen  Function  bis  zur  Null  herab,  und 
arch   verwandelt   sich   das   auszuführende  Integral  in  eine 
mme  von  Ausdrücken,  die  mit  der  zu  integrirenden  Function 
gleichartig  sind. 

Vermittelst  Einführung  einer   neuen  Variable  lässt   sich 

^^Virken,  dass  bei  einem  vorgelegten  Integral  statt  der  Expo- 

^^^utialftmction  ein  Logarithmus,   statt  einer  trigonometrischen 

*^  ^netion   eine   umgekehrte   trigonometrische  Function   eintritt. 


n  & 
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Die  Annahme 

(10)  e-=y 
giebt  die  Folgerungen 

(11)  a:  =  — logy, 


a      ^^^      dy         ay 
während  die  Annahme 

(12)  9\xihx=^ss 
die  Folgerungen 

(13)  J?  =  ^i- arc  sin  jer,    co8  6a?=l^l— j»*,     ,-    =  -;-    , 
^    '  h  ^  ^    dg        h   ^\ gt 

hervorbringt    Es  kann  aber  die   zu  integrirende  Fanction  » 
beschaffen  sein,  dass  bei  der  Substitution  (10)  der  Logarithmo^L^acoi^ 
und  bei  der  Substitution  (12)  die  umgekehrte  trigonometriscl 
Function  fortfällt,  und  nur  algebraische  Bestandtheile  erscheine 
So  hat  man  bei  einer  rationalen  Function  f{^  eines  Argamen 
$,  und  einer  rationalen  Function  g  (^,  i;)  von  zwei  Argumenten 
und  fj  die  Transformationen 

(14)  ./^(0<?«=y?(y)-ff-' 

(15)  I  g{i*.o^hXy  sin  hx)dx-=^  f  g {^\ — jg», z)      ; 

hier  gehören  die  auf  der  rechten  Seite  auszuführenden  Integrsi./e 
von  algebraischen   Functionen    zu   denen,   die   in  ^  68  und    €7p 
absolvirt  sind. 

Auch   die  Integrale  von  Ausdrücken,  welche  durch  Mnlf/- 
plication  einer  Exponentialfuuction  mit  einem  Sinus  oder  einem 
Cosinus  entstehen,  können  durch  Verbindungen  derselben  Art  dar- 
gestellt werden.    Vermöge  (1),  (2)  und  (3)  bewerkstelligt  idm 
die  Differentiationen 

(16)  — (,e    cos  X)  _  ^g"  ^^g  j^  __  -^^^r  gjj^  j^^ 

dx 

d  (t      sin  hx)  nx     •     -t         .     r    •'  1. 

.  _N  /  _  Qg*^  g,n  bx  +  be    cos  bx. 

dx 

Da  die  Ausdrücke  der  rechten  Seite  in  Bezug  auf  die  Elemente 

e*^  cos  bx  und  e"  sin  bx  zwei   Functionen  des  ersten  Grsdei 

sind,   bei   denen   die  Determinante  der  Coefficienten  den  nieht 

verschwindenden  Werth  a*  4-  ft"  hat,  so  werden  diese  Elemente 
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durch  Auflösung  der   betreffenden  Gleichungen   als   Aggregate 
von  vollständigen  Differentialquotienten  dargestellt, 

(17)     c"co96«=  «       dCe"  cosM  ^  _&        d(e"BinM 

a'  +  o'         dj?  a*  +  6'  da? 


*    «j-    .    ,  6       d(e    cosbjc)  ^         a        die    wahx) 

a*  +  6'  aa;  a*  +  6*  d« 

Mithin   ergiebt   sich   für  die   in  Rede  stehenden  Integrale  die 
Bestimmung 

(18)    /e*' cos  6a;  da:  =5         ,  ^  .,  g*''co8fea?+    ,  .  .,  e**^  sin  feg, 

/^ sin  6a?  drr  = rr-rr  ^^ cos  5a?  +    ,  ^  ^,  c^'sin  6a:. 
o*  +  6*  a'  +  6" 

Integrale  von  Producten  aus  cos  6  a?  oder  sin  6  a?  in  cos  ex 

sin  exj  wo  e  ebenfalls  einen  beliebigen  reellen  Werth  be- 

»lohnet,  werden   mit  Hülfe   der  Additionsformeln  der  trigono- 

■^^^^rischen  Functionen  auf  die  Integrale  (5)  und  (6)  zurflckge- 

**tliTt.    In  Folge  der  Gleichungen 

(lO^    cos  6a?  cos  ex  =  — - —  cos  (6+c)a?  +  —  cos  (6— e?)a?, 

sin  6a;  cos ca?  =  -^—  sin  (6+c)a?  +  —  sin  (6 — c)a?, 

sin  hx  sin  ex  =  —z —  cos  (6  +  (?)a?  +  —  cos  (6 — c)x 
^^^^  man  die  Integrationen 

^  ^^M)fl6a?co8accir  =  -r7r — r-sin  f6  +  (?)a;+ ^ttt — rsin  (6— (?)a?, 

2(6 +  c)  2(6— c) 

-1  ^^ .—  .      —1 


^in 6a;  cos  ca;  (Za:  =  ^,-  .   .  cos  (6  +  c) a;  +  ^rjr — ^  cos (6  —  (?) a?, 

2(6 +c)  2(6 — (?)        ^ 

Biii6x  sin  ex  (te  =  -TTTz--— r-  sin  (6  +  c)x  +  ^tt — c  sin  (6  — (?)a?. 

2(6 +c)  2(6— c) 

^ie  Resultate  gelten  fttr  alle  Verbindungen  von  reellen  Werthen 
^  und  (?,  mit  Ausnahme  derjenigen,  bei  denen  6  gleich  ±c  ist. 
^Hr  6=c  geht  6  +  (?  in  26,  6— c  in  Null,  der  Cosinus  des  ver- 
^^Iwindenden  Winkels  in  die  Einheit,  sein  Sinus  in  Null  über; 
^lodann  entstehen  aus  (19)  die  Gleichungen 


4 


n 


Auf  die  Gleichungen  i20i  und  (211  wird  später  zurUckgegati 
werden. 

I  73.    VoÜKtchiuiB:  von  InU^attonon  mit  BOU* 
BBAndllober  I 

Im  Vorhergehendcu  sind  melirore  Gattungen  von  lutograL 
ehametensirt  worden,  welche    sich   duri'b  eine  beachränkt«  ^fc 
zahl  von  algebraiHcheii  und  l'undanientalen  trauHcendenten  Ka^r 
tionen  ansdrtlcken  laiseen.    Da  aber  nur  ein  kleines  Oebiet  ^~ 
Integralen   einer  derartigen  Behandlung  föhig  ist,  *o  hat  n^  ^^ma 
gesucht,  nnifatiseudere  Metboden  auszubilden.    Kiue  solche  h^H^e- 
tbode  gründet  Hich  auf  die  Annahme,  daas  die  zu  integriretr». '«Je 
Function  oder  ein  Factor  derselben  in  eine  uonvergeDtc  nnvacft^f. 
liehe  Summe  entwickelt  werden  kflniie,  und  stellt  das  betrelTev=Bde 
Integral  selbst  als  eine  convergenle  unendliche  Summe  dar.       Vh 
der  Werth  eines  bestimmten  Integrals  gleich  dem  Grenzwe«— tic 
einer  gewissen  Summation  ist,  so  besteht  das  Wesen  des  beze  Äc^ll- 
neten  Verfahrens  darin,  dass  ein  ins  Unendliche  laiifeuder  r*m- 
aem    in    einen   anderen    ins  Unendliche  lanfenden  Prorvss     "ver- 
wandelt    wird.     Wir    betrachteu    das   innerhalb    der  Gr»™ 
und  b  auszufahrende  Integral 

(l)  fr(x)gix)dx, 

und  setzen  die  Entwiekelung  der  Function  gix) 
'2)  g(x)  =  ffoU)  +  gj(.x)  +  . . .  +  y^ui  +  «,^,(j;) 

voraus;  der  Bestausdnu'kSt^^.i  ji  habe  die  Eigenschaft,  ia  Bof 
auf  jeden  zwischen  a  und  b  befindlichen  Wrrtk  von  x  hei  t 
reiciiend   grossen  WerUxe   der  Xahl  g  numerisch   kteiner  «rfi  n»  j 
beliebig   kleine  Oriisae  (u  ^u    sein.    .Sowohl   der  Factor  A*)™/ 
auch  die  einzelnen  Glieder  der  angeführten  Summe  jr.(x),  f  ,i<i, ' 
inllKKen  dabei   die    allgemeinen  Bedingungen   der  Elndeiti^at 
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Endlichkeit   und  Stetigkeit   ertUlIen.    Nach  dem  Satze  (I)   des 
§  25  wird  nun  das  Integral  (1)  gleich  der  Summe  von  Integralen 

<?'(:^:) 9oi^)  äx  +fnx)g,(x)dx-\'.,.  ■{'ff{x)g^{x)dx  +ff{x)^,^,{x)dx, 

a  a  a 

und  zwar  Ittsst  sich  zeigen,  dass  das  letzte  derselben  fttr  einen 
^enflgend  grossen  Werth  der  Zahl  q  unter  einer  beliebig  kleinen 
Orösse  bleibt    Insofern  die  Function  f{x)  in  dem  Integrations- 
iotervall   endlich   ist,   liegt   sie  numerisch   unter  einer    festen 
Grösse  %  der  Ausdruck  8l^^j  {x)  befindet  sich  in  Folge  der  ge- 
troffenen Voraussetzung  fdr  eine  genügend  grosse  Zahl  q  unter 
der  beliebig  kleinen  Grösse  cu,  mithin  die  zu  integrirende  Func- 
tion unter  dem  Werthe  des  Products  g  w.  Vermöge  des  Satzes  (I) 
in   §22  ist  daher  der  Werth  des  betreffenden  Integrals  kleiner 
&1b  der  durch  Multiplication  mit   der  Differenz  h  —  a  gebildete 
Ausdruck  %(a(b — a),  welcher  für  eine  wachsende  Zahl  q  durch 
den   beliebig  abnehmenden  Factor  m  selbst  beliebig  klein  wird. 

Die  in  (3)  aufgestellte  Summe  von  Integralen  hat  also 
^"nter  den  angeführten  Bedingungen  die  Eigenschaft,  hei  unend- 
Steher  Ausdehnung  zu  convergiren  und  durch  ihren  Grenawerth 
^^^  Integral  (1)  auszudrücken,  so  dass  die  Gleichung 


<^-*)     /f{x)g{x)dx 


,.6 


'=jf{x)gS^)dx  +Jf{x)g,{x)dx  •¥jf(x)g^{x)dx  +  ,, . . 

0  a  a 

besieht. 

Um   das  Verfahren  bei  einem  gegebenen  Integral    anzu- 
^önden,   hat   man   die   Wahl   der    Function   g{x)   und   deren 
^^rstellung    durch    eine    unendliche    Summe    so    einzurichten, 
dagg  die  auszutllhrenden  Integrationen  keine  Schwierigkeit  ver- 
^^^^achen.     In   dieser   Hinsicht   nehmen   die  nach   den  ganzen 
'^otenzen  der  Variable  fortschreitenden  Summen  die  erste  Stelle 
^^1^}  und  es  verdient  bemerkt  zu  werden,  dass  durch  Benutzung 
^i^ses  Mittels  auch  die  Potenzreihen  erhalten  werden  können, 
Welche   zu  der  Darstellung   des  Logarithmus   und  der   umge- 
kehrten trigonometrischen  Functionen  dienen. 


24  Potenzreihen.  §  #a. 


In  den  Integralen 


(5) 


/dx  I       dx         j         dx 


lassen  sich  die  unter  dem  Zeichen  vorkommenden  algebraischen 
Fnnotionen,  so  lange  die  Variable  x  einen  nomerisch  unter  der 
Einheit  befindlichen  Werth  hat,  nach  I,  §  107  und  I,  §  119 
durch  die  folgenden,  nach  den  positiven  Potenzen  von  x  fort- 
schreitenden convergenten  Reihen  ausdrucken, 

(6)     -^4 —  =  1— x+a?*+ ...  +(-iya?*  +  ---» 

X  "T"  X 

(7)  — ^-=l -«'+«*+...+(- !)♦«*•+..., 

Demgemäss  kann  man  die  auf  der   rechten  Seite  von  (4)  ai 
gedeuteten  Integrationen    sofort   ausführen.     Nimmt   man  d  ie 

untere  Integrationsgrenze   a   gleich   Null   und  setzt   statt  d«-«^HHer 
oberen  das  Zeichen  x,  so  kommt 


log  (1  +  X), 

J     »+'• 

0 

dx 

—  am  am  />•  • 

—  a 

It  \J    OtAJ    ^i/   ^ 

0 

denn  log  (1)  ist  gleich  Null,  und  die  Functionen  arctgx  i&xsd 
arcsiu:i;  verschwinden  ebenfalls  f!lra;=0,  wenn  sie,  wie  frlto^', 

71  TT  ^ 

auf  das  von  —  -   bis  +  -     ausgedehnte  Intervall  eingeschi^Ln  »t 

werden.  Indem  also  die  einzelnen  Glieder  der  in  (6),  (7),  (S) 
angegebenen  Reihen  von  0  bis  x  integrirt  werden,  entstehen 
die  Resultate 

a  8  9+1 

)aretga;     =a;-|- +  |- +  . ..  +  (-1)'^+ . . . , 

.  .  ,13.1.3«,  ,1  .3...(22— 1)     Ji- 

)arc8ma;   =x+-^-x  +  ^TTT^  "^  •• ' -^2  .  4...(2g)(2g+i)^ 
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von  denen  die  beiden  ersten  im  vorigen  und  auch  im  gegen- 
wärtigen Bande  abgeleitet  sind. 

Der  so  eben  eingeschlagene  Weg  lässt  sich  anch  für  das 
Integral  einer  beliebigen  rationalen  Function  der  Integrations- 
yariable  benutzen.  In  §  67  wurde  auseinandergesetzt,  wie  man 
hier  ohne  die  Zerlegung  der  betreffenden  Nenuerfunction  in 
Factoren  ersten  Grades  zu  kennen,  den  algebraischen  Theil 
und  den  rationalen  Bruch  bestimmen  kann,  aus  dessen  Inte- 
gration der  transcendente  Theil  entsteht    Nach  den  dortigen 

Bezeichnungen  ist  bei  dem  zuletzt  genannten  Bruche  ^-4  die 

Nenuerfunction  ß(x)  gleich  dem  Product  von  lauter  ungleichen 
Factoren  ersten  Qrades 

(13)  ßix)  =  a,{x-^,)(x^^)...(x--^,\ 

die  Zählerfunction  a{x)  höchstens  vom  (A  — l)ten  Grade.  Es 
möge  ausserdem  angenommen  werden,  dass  das  von  x  freie 
Glied  in  ß{x)  einen  von  Null  verschiedenen  Werth  habe,  mithin 
keine   der  Grössen   ^j, S^j-  --  ^i  gleich  Null    sei.     Der  Bruch 

Ol  (jßi 

^y  (  war  gleich  einer  Summe  von  Partialbrttchen 

P(X) 

a(  )         t^^^  t^^^  t'^^^ 

wo  die  in  den  Zählern  auftretenden  Gonstanten  t^^\  P\  , . .  t^^^  in 
§  67  bestimmt  sind.  Wenn  nun  die  Grösse  x  solche  Werthe 
bekommt,  die  numerisch  kleiner  als  der  absolute  Betrag  von 
irgend  einer  der  Grössen  ;^j,  ^ . . .  f;^  sind,  so  kann  jeder  der 
auf  der  rechten  Seite  von  (14)  befindlichen  Brüche  zufolge 
I,  §  107  durch  eine  nach  den  positiven  Potenzen  der  Variable 
x  fortschreitende  convergente  geometrische  Keihe  dargestellt 
werden.  Man  erhält  hier  die  Reihen 
,0) 


(15) 


deren  Summe  wieder  gleich  einer  nach  den  positiven  Potenzen 
von  X  geordneten  convergenten  Reihe  ist.     Vermittelst  der  in  I, 


ratio [inleti  Kunction 


(16) 


=  %..+Z,x  +  %,. 


Abschnitt  III  entwickelten  Grundsätze  ist  aber  leicht  zu  be- 
weisoD,   dass  dieselbe  Reihe   entstehen   raut^e,   sobald   fUr  den 

^ordnete  Entwickelung  ausgeführt  wird,  wie  sie  in  i,  g  107 
angedeutet  ist;  ferner  wird  derselbe  Zweck  erreicht,  indem 
man  in  der  Gleichung 

ßM 

beide  Seiten   mit    der  Nennerfunction    {i{x)    nmltiplicirt,    bei 
welcher  dau  von  z  unabhängige  Glied  als  von  Null  ver»cfaieden       ^ 
Yorausgosetzt  ist.  und  die  eingettlhrteu  Coefficienten  I„,3:,,I„..      _ 
durch  Gleichsetzen  der  gleich  hohen  Potenzen  vou  x  bestimmt.    _  , 

Weil  die  Function  ßix)  vom  A  ten  Grade  ist,    bilden  die  Coeffi- 

cienten  X„,  I,,3!,, . . .  eine  recurrente  Reihe  der  A  ten  Ordnung—^ 

Für    die    gegenwärtige    Untersuchung    ist    vor    allem    wesent ^ 

lieb,  dass  XujXij'I,, . . .  ohne  den  Gebrauch  der  Zerlegung  det^a 
Function  ß(x)  in  ihre  Factoren  gefunden  sind.  Als  bekanu''  .^n 
gilt  der  Bereich  der  Variable  x,  für  welchen  die  auf  de-  =^ 
rechten  Seite  von  (16)  befindliche  Entwickelung  convergirV — : 
Unter  der  Annahme,  dass  die  Grenzen  «  und  h  der  fUr  der-  = 

Bruch  ä/ H   i"i    vollziehenden    Integration,    so   beschaffen    sintr^^» 

dass   jeder    zwischen   o  und    6    liegende   Werth   x  DumeriaersT~~ 
kleiner  als  eine  Grl^ssc  ist,   die  unter  jedem  der  absoluten  B«^^ 
träge  der  Grössen  ^j,  ^j, . .  .  Ij  liegt,   darf  nach  dem  Obigen  d" 
Gleichung (16) gebraucht  werden;  mithin  ergiebt  die  allgemein 
Gleichung  (4)  den  Ausdruck  des  bezeichneten  Integrals 


^"J'M 


dx^Z.ib -(!)+' 


••)-> 


Hier    wird    also    vermittelst    einer    convergenten    nnendliclB^ 
Summe  die   Integration    eines   vorgelegten   rationalen  Brück«  - 
ohne  die  Kenntniss  der  Zerlegung  der  Nennerfunction  in  Fa< 
ren  ersten  Grades  bewerkstelligt.     In  dem  Beispiel  der  §§    ^^37 
und  ()8  hatte  die  Function  ß{x)  den  Ausdruck 

(j:  +  2)(a:-lKx-2-t)^)(*-2  +  i»'4),.     - 
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80  d«88  die  absoluten  Beträge  der  Wurzeln  respeotive  1,  2,  3 
sind.  Demgemäss  gilt  die  Gleichung  (17)  unter  der  Bedingung, 
dass  a  nnd  b  numerisch  unter  der  Einheit  gewählt  werden.  Wie 
sich  aus  §  67  ergiebt,  bekommt  in  diesem  Falle  das  unbestimmte 

Integral  des  Bruches  37  <-  die  (xestalt 

10«»  — 43««— 4« +  56       , 

ax 


X*  —3a?"  +  3a?'  +  17a?— 18 
Slog(a;+2)+log(— a?+l)+31og((a:  — 2)*+5)— 4/5arctgf"^-^^ 

Die  Coefficienten  %^,  X^,  X^, . .  werden  durch  die  Gleichungen 

55  =  -183:« 

-  4=    i72;„-i8a;, 
-43=     33;„  +  i7ij  —  isa;, 

10  =  -  zz,+  32;,  +  173;,  -  isi, 

0=  Xo-    31,  +    31, +  171,  — 181, 


31og(6  +  2)+log(— &  +  l)  +  31og((6-2)>+5)— 4»/5arctg(^ 


bestimmt,  also  stellt  die  auf  der  rechten  Seite  von  (17)  befind- 
liche Reihe  den  Werth 

6— 2\ 

-31og(a  +  2)-log(-a+l)-31og((a-2)«+5)+4f^5arctg[^r?] 

dar. 

Als  Beispiel  für  die  Entwickelung  eines  nicht  auf  Loga- 
rithmen und  umgekehrte  trigonometrische  Functionen  zurttck- 
fllhrbaren  Integrals  in  eine  unendliche  Summe  nehmen  wir  das 
Integral,  welches  die  Länge  des  Bogens  einer  Ellipse  ausdrückt; 
von  demselben  ist  die  Benennung  auf  die  in  §  69  definirte 
Kategorie  von  elliptischen  Integralen  übergegangen.  In  §  62 
wurde  der  Bogen  einer  Ellipse,  deren  auf  die  rechtwinkligen 
Coordinaten  x^  und  x^  bezogene  Gleichung 


»r?       a 


A^i--' 


l«atet,  durch  das  Integral 


(18) 
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bestimmt    Da  Ä  und  B  positive  Qrössen  bezeichnen  and  A>B 
sein  soll,  so  liegt  der  positive  Werth 

(19)  ^  =  ^' 

unter  der  Einheit;   die  Grösse   e  wird  die  Exoentricititt  der 
Ellipse  genannt.    Das  Integral  (18),  bei  dem  die  untere  Grenze 
durch  die  Null,  die  obere  Grenze  durch  x^   ersetzt  werdei^^ 
möge,  geht  bei  der  Einführung  einer  neuen  Variable 

mit  Anwendung  von  (19)  in  das  Integral 

(21)    j/Ä  r^^^d^^^  T-ß^mß^ 

Aber;   die  zweite  Gestalt  entspricht  der  obigen  Definition  ein< 
elliptischen  Integrals.    Da  der  numerische  Werth  der  Variabl 
wegen  der  Quadratwurzelgrösse  fl — ^*  niemals  die  Ei 
übertreffen  darf  und  c  ebenfalls  einen  echten  Bruch  bezeichn 
so  ist  auch  der  Werth  e*^'  stets  kleiner  als  die  Einheit 
die  Quadratwurzelgrösse  fl^c^p  erlaubt  nach  I,  §  119 
folgende  convergente  Entwickelung 

(22)       ,/I3?7=i-^c»r-2i^c^|'-2-,-^e*r-.  -   - 
Nach   der   in   (4)  enthaltenen   Vorschrift  ist  jedes  Glied  der 

rechten  Seite  mit  dem  Factor  —=:=z-—  zu  multipliciren  und  von 

V'l-S« 

0  bis  ^  zu  integriren.    Setzt  man  also 

(23)         j,^m=  rJ-^, 


80  ist  zunächst 


/dx     _ 


(24)  J,{%)  =  /   -.^^  =  arc  siu  l 

0 

und   das   Integral   (21)   wird  durch  die   folgende  convergente 
Summe  dargestellt 
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(25)   l^(arc8m?-lj.(^c*-2h^,(?)c--^J.(^c*-..0. 

Die  Integrale  J^gi^)^   welche  nur  die  Quadratwnrzelgrösse 

yi — ^  enthalten,  können  durch  ein  reenrrirendes  Verflihren 
bestimmt  werden.    Aus  der  Darstellung 


0  0 

folgt  durch  theilweise  Integration 


(27)  y -^ = _,^z?  j«-v(2,-,)y  u^^.i, 


0 

mithin 


(28) 


.,/_^._^,^V.,-.)/-^. 


0 

oder,  indem  durch  2q  dividirt  wird, 


(29)  j;,  (^  = 2^^ +  —2^  cT;^.,  (D. 

Offenbar  nehmen  die  Glieder  der  Reihe  (25)  um  so  schneller 
ab,  je  kleiner  die  Excentricität  e  der  betreffenden  Ellipse  ist. 
Sobald  die  Excentricität  e  verschwindet,  geht  die  Ellipse  in 
einen  Kreis  von  dem  Radius  |^  über,  und  die  Reihe  (25) 
reducirt  sich  auf  ihr  erstes  Glied 

(30)  fÄ  arc  sin  f , 

das  in  der  Formel  (27)  des  §  62  angegeben  ist. 


I  78.    Ansdümuny  d«r  B^flnltton  «üim  Intofrals  a«f 
FanotUmtB,  dl«  lOr  tiBs^üi«  SMlon  d«r  Integration 
nwndHoh  ffroMy  nnatotlir  odor  unboatlmait  wtrdMu 

Die  Definition  eines  bestimmten  Integrals 

(1)  /f{x)dx, 

a 

von  der  wir  ausgegangen  sind,  und  bei  welcher  f(x)  fUr  das 


430 


AenJiTnng  dpr  firi 


>  Integrals. 


S  75, 


Inlegration^iutervall  eindeutig,  endlich  und  »tetig  angenommen 
ist,  iiat  zur  Folge,  das«  ei»  Integral,  welches  sieb  von  dem 
Integral  (1)  dadurch  nnterRcbeidet,  das»  die  eine  Integratious- 
grenze  Dm  beliebig  wenig  reracboben  i»t,  einen  Werth  annimmt, 
der  ebenfalls  nur  um  beliebig  wenig  von  dem  Werthe  von  (1) 
abweicht.  Es  möge  die  Differenz  ß~a  positiv  sein,  und  d  eine 
kleine  positive  GrOsse  bedeuten,  so  dass  die  Werthe  a  +  d  und 
^  — d  innerhalb  des  ursprünglichen  Intervalls  liegen;  alsdmn 
liefert  der  Satz  (VI)  des  §  25  die  beiden  Gleichungen 

(2)  f  {{x)dx=  ff{x)Ax—  I  f{x)i}x, 

(3)  ffix)  d  X  =/'fix)dx-J  fix)  dx. 
Nun  ist  der  numerische  Werth  des  Integrals 

J  f(x)dx 

nach  dem  Satze  (I)  des  §  22  kleiner  als  das  Product  von  d  in 
eine  Constante,  unter  welcher  f{x)  enthalten  bleibt:  das  glei 
gilt  fUr  den  nuioerischen  Werth  des  Integrals 


Jfip:)dx 


und  daher  wird  der  numerische  Werth  eines  jeden  der  beiden 
Integrale  fUr  eine  beliebig  kleine  GrAsse  6  beliebig  klein, 
worans  das  Behauptete  hervorgeht.  Man  darf  deshalb  auch 
sagen,  dass  der  Werth  des  Integrals  (1)  der  Orenzwerth  wi, 
welchem  sich  sowohl  das  Integral  (2)  wie  das  Integral  (-i)  fUr 
eine  gegen  die  Null  abnehmende  Grösse  d  nähert- 

Diese  Definition  wird  dabin  führen,  den  Begriff  des  be- 
stimmten Integrals  von  gewissen  Besuhränkungeu  Jtn  befreien, 
denen  er  bisher  nnterworfen  war. 

Wenn  nämlich  die  Function  f{X)  fUr  «las  von  a  \m  $ 
gehende  Intervall  ho  gegeben  int,  dass  sie  Überall  eindeutig, 
endlich  und  stetig  bleibt,  jedoch  bei  der  Annllhernng  von  x  an 
eine  der  Grenzen  Über  jedes  Mass  hinaus  wächst,  so  iitj 
jedenfalls  erlaubt,  die  Integration  in  einem  Bereich  auaznfll 
weicher    die     betreffende   Grenze    nicht    einachlietwt 


§  78.    ünendliöhwerdeD  der  Function  unter  dem  Integralzeichen.        481 

dieser  Hinsicht  zwischen  den  beiden  Grenzen  kein  Unterschied 
besteht,  so  genügt  es,  die  Voranssetzang  zn  erörtern,  dass  f(x) 
<*H  der  mUem  Crtenee  a  unendlit^  gross  werde.    Alsdofin  existirt 
fw  das  Integral 

(4)  J  f{x)dx 

^^^  doppelte  MögUehkeit^   dass  sein   Werih  für  einen  gegen  die 

-^^^M  abndimenden  Werih  d  gegen  einen  festen  Qrensswerth  can* 

'^^^girtj    oder  kein  solches  Verhalten  eeigt.    In  dem  erstem  Folie 

^^^^^d  der  betreffende   Grrenzwerth  das  von  a   bis  ß  genommene 

-^^^^gräl  der  Function  f{x)  genannt  und  durch  das  Zeichen 

CS)  J  ^(^)  i  ^ 

a 

^<^^ge8tdU\  in   dem   eweiten   Falle  fehlt  die  Berechtigung^  das 

^^^ervdU  der  Integration  bis  eu  dem  Werthe  x=^a  ausjBudehnen. 

Ob  der  eine  oder  der  andere  Fall  eintrete,  hängt  von  dem 

'ocess  ab,  durch  welchen  die  Function  f(x)  ttr  x=a  unendlich 

Si'OBs  wird.    Eine  allgemeine   Entscheidung  lässt   sich  treffen, 

Sofern   f{x)    gleich    dem   Product    einer   endlich    bleibenden 

^^^ction  und  einer  negativen  Potenz  der  Basis  (x—a)  ist;   es 

^^i  demnach 

(ö)  f{x)  =  {x-ay'(p(x). 

Um  fUf  einen  bestimmten  Exponenten  —  t  zu  untersuchen,  ob 
**ch  das  Integral  (4)  bei  abnehmendem  d  einem  bestimmten 
"^önzwerth  nähere,  schaltet  man  zwischen  a  +  d  und  ß  den  mit 
Miller  positiven  über  d  liegenden  Grösse  e  gebildeten  Werth 
^  +  «  ein,  wodurch  die  Gleichung 

('2\  ^^  x»«+*  pß 

^     ^  (x  —  aYip{x)dx=^l  (x  —  a)~'(p{x)dX'{'  1  {x  —  ay<p(x)dx 

^*w  a+rf  a4>» 

^^Bteht;  dann  handelt  es  sich  um  das  erste  der  auf  der  rechten 
^ite  angegebenen  Integrale.  Liegt  der  Exponent  —  k  zwischen 
^^11  und  der  negativen  Einheit,  ohne  der  letztem  gleich  %n 
^^T'den,  so  lässt  sich  die  Grösse  £  so  wählen,  dass,  wie  nahe  d 
^^  die  Null  gerückt  werde,  das  bezeichnete  erste  Integral  unter 
^^^^r  beliebig  kleinen   Grösse   bleibt,   mithin  das  Integral  (7) 
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gegen  einen  festen  Orenzv^erth  convergirt.  In  dem  betreffenden 
Integral 

{x  —  a)^  q>(jc)dx 

hat  der  Factor  {x — a)~  die  Eigenschaft,  stets  das  positiTe 
Vorzeichen  beizabehalten,  während  der  Factor  (f  (x)  ftir  jedes  Ö 
zwischen  den  festen  Werthen  —$  und  +$  bleibt  Zugleich 
liefert  das  ttber  den  ersten  Factor  genommene  Integral  den 
Ausdruck 


(9) 


Man  erhält  daher  durch  den  Satz  (VIII)  des  §  25  zwei  Grenzeui 
welche  den  Werth  des  Integrals  (8)  einschliessen,  indem  man 
den  Werth  von  (9)  beziehungsweise  mit  den  Grössen  — $  und  +9 
multiplicirt.  Weil  vermöge  der  gemachten  Annahme  — l  +  l 
eine  positive  Grösse  und  6>d  ist,  so  folgt,  dass 

und  dass  der  Werth  von  (9)  kleiner  als  die  Grösse  — - — ,    ist. 

—  *+ l 

Der  Werth   von  (8)  liegt  daher  gewiss  zwischen   dem  Prodnet 

der  letztern  Grösse  mit  —  ^  und  ihrem  Product  mit  4-^,  oder 

er  ist  numerisch  kleiner  als  das  Product 

Hier  bezeichnet  $  eine  von  d  unabhängige  Constante,  der  Factor 
ist  ebenfalls  von  d  unabhängig  und  kann  durch  eine 


—  *+l 

passende  Wahl  der  Grösse  e  so  klein  gemacht  werden,  dass 
das  Product  (11)  unter  jede  gegebene  Grösse  herabsinkt  Damit 
ist  aber  die  in  Betreff  des  Integrals  (8)  angestellte  Behaupton; 
gerechtfertigt    Man  darf  also  bei  dem  Integral 

(12)  /  (x-a)    (p{x)dx, 

in  icelcheni  die  Function  q>(x)  endlich  bleibt,   die  IniegraHm  Hi 
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dem   Werlhe  x=^a  atAsdehnenj   so  lange   der  Exponent  --Je 
iS^^braiseh  grösser  cds  die  negative  Einheit  ist. 

Dieser  Satz  gilt  nicht  fUr  Exponenten  — £,  die  gleich  der 

tiyen  Einheit  oder  algebraisch  kleiner  als  dieselbe   sind; 

schon  für  die  ein&chste  Annahme,  dass  q>(x)  gleich  Eins 

i^  tritt  eine  characteristische  Aendemng  ein.    Das  in  diesem 

.He  zu  prtlfende  Integral  (9)  bekommt  für  — 4=—  1  den  Werth 

/+» 
{x—ay''dx=[\og(x—a)]l^'^=loee—\osd, 

Icher  bei  abnehmendem  d  über  jedes  Mass  hinaus  wächst, 
cnso  überschreitet  der  Ausdruck 


) 


£  0 


— Ä  +  l         -Ä  +  1 

das  Integral   (9)   auch   für   einen  algebraisch    unter   der 
iven  Einheit  befindlichen  Exponenten  —  Ic  darstellt,  wegen 
alsdann   negativen  Werthes   —  ä;  + 1   bei  abnehmendem  d 
e  gegebene  Grösse.    Dass  ein  Integral  von  der  Gestalt 

Cxa»)  /(ß-xy'(p(x)dx, 


m  Function  für  x=^ß  unendlich  wird,  unter  den  ent- 
^ps^henden  Bedingungen  entsprechende  Eigenschaften  wie  das 
iK^'fcegral  (12)  hat,  lehrt  eine  Wiederholung  der  angestellten 
^^trachtungen. 

Die  Frage  nach  dem  Verhalten  des  Integrals  (4)  erhält 
^^^K^e  anschauliche  geometrische  Bedeutung,  sobald  dasselbe,  wie 
^^^  §  21,  als  der  Ausdruck  des  Inhalts  eines  ebenen  Flächen- 
s^lftcks  aufgefasst  wird,  welches  durch  die  der  Gleichung 

(IS)  y=f(a^) 

S^^Hgende  Curve,  die  Abscissenaxe  und  die  beiden  Ordinaten, 
4i^  zu  den  Abscissenwerthen  x=a  +  d  und  x=^ß  gehören, 
"^^^iKrenzt  wird.  Wegen  der  Voraussetzung,  dass  die  Function 
/  C«)  für  07= a  unendlich  gross  werde,  hat  die  betreffende  Curve 
^"^^h  der  in  §  7  mitgetheilten  Erklärung  in  dem  Punkte 
^^*^ot  eine  zu  der  Abscissenaxe  senkrechte  Asymptote;  bei  dem 
-^OHehmen  der  Grösse  ö  rückt  die  mit  der  Asymptote  parallele 
Ordinate,  welche  den  auszumessenden  Flächenraum  be- 


^^^  der  Asymptote  immer  näher,   und  die  oben  hervorge- 

^*<^Mhits,  AzuaytiB  IL  28 


viendungvin. 

hobenc  iloppelte  Mllglichkeit  Uussert  sk-Ii  in  <Ier  Weise,  diuw 
<li;r  Inhalt  des  tiezll^liphen  Flitcheiiranmps  entweder  rinen  festen 
Werth  zur  Grenze  hat  oder  nicht.  Der  Werth  der  negativen 
Einheit,  welcher  dir  die  Function  (0)  die  Scheide  zwischen  den 
beiden  Füllen  bildet,  ergiebt,  wenn  if(x)  wieder  gleich  VAn» 
genommen  wird,  die  Gleichung 

(10)  »=,:^„' 

welche  in  §  7  discatirt  wurde  und  sich  auf  die  Hyperbel  be- 
zieht. Hier  wüelisl  der  Inhalt  des  in  Rede  stelieiulen  Klüchen- 
mumeH  über  jedes  Mass. 

Naehdent  erkannt  worden  ist,  dass  die  Integration  einer 
Function  unter  der  entwickelten  Bedingung  bis  zu  einem  Werth 
der  Variable  erstreckt  werden  darf,  für  welchen  die  Function 
unendlich  wird,  hat  man  bei  jeder  zu  untersuchenden  Gattung 
von  Integralen  die  Frage  zu  beantworten,  ob  die  einzelnen 
Werthe  der  Variable,  tlir  welche  die  Funttion  unendlich  wird, 
eine  bis  zu  ihnen  ausgedehnte  Integration  gestatten  oder  uiehl. 
Bei  einer  rationalen  Function  der  lutegrationsvariablc  »igt 
die  Zerlegung  in  I'artialbrUche,  deren  Zähler  Constantvn  um! 
deren  Nenner  Ausdrucke  des  ersten  Grades  in  Bezug  auf  die 
Intcgrationsvariable  oder  ganze  Potenzen  von  solchen  Aus- 
drucken  sind,  dass  die  Fnnction  dann  und  nur  tiann  unendlich 
wird,  wenn  einzelne  dieser  Partialbritchc  durch  da«  Verschwin- 
den des  Nenners  unendlich  werden.  Da  nun  jeder  Ausdruck 
der  bezeichneten  Art  x^a,  wo  a  eine  reelle  Grilnse  (»edeulel, 
nur  in  einer  ganzen  negativen  Potenz  auftritt,  so  darf  nach 
dem  Obigen  die  Integration  nicht  bis  zn  dem  belreffenden 
Werthe  a  erstreck)  werden,  und  es  sind  dei«halb  alle  Wertbe 
der  Variable  zu  vermeiden ,  lltr  welche  die  zu  integrireiide 
rationale  Function  ins  Unendliche  zunimmt.  Dagegen  eigieU 
sich  die  folgende  Unterscheidung  fllr  das  in  §  60  mit  (6,i  be- 
zeichnete Integral 


hier  bedeutet  I-\:c}  eine  rationale  Function,  I{i.xj  eine  gaio* 
Function  von  x,  dereu  Fnctoren  ersten  Grades  sitmnitlich  ma  «ta* 
ander  verschieden  sind.    Wenn  ilixj  einen  reellen  Faetiir  a»tat 
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Orades  (a:— a)  enthält,  und  F{x)  für  a:=€r  endlich  bleibt,  so 
darf  nach  dem  obigen  Satze  die  Integration  bis  x=^a  ansge- 
defant  werden;  denn  man  kann  die  zu  integrirende  Function  in 

die  Gestalt ^  (f{x)  oder ^  V(^)  bringen,  woy(a;) 

{x — a)  (a — a) 

'tor  a:=a  endlich  bleibt,  und  der  negative  Exponent  des 
-Ausdrucks  ersten  Grades  zwischen  Null  und  der  negativen 
E^inheit  liegt.  Dagegen  lässt  sich  die  Integration  aus  den  vor- 
iger angeführten  Gründen  nicht  bis  zu  solchen  Werthen  er- 
strecken, für  welche  die  rationale  Function  F{x)  unendlich 
^wird.  Zu  den  in  Rede  stehenden  Integralen  gehört  auch  das 
Integral 

07)  f-£^, 

'Welches  von  Null  bis  x  genommen  die  in  der  früheren 
Weise  definirte  Function  arc  sin  x  ausdrückt.  Die  unter  dem 
Wurzelzeichen  befindliche  Function  1— .r*=(l — x){\-\-x)  ver- 
schwindet ftlr  die  extremen  Werthe  der  Variable  4- 1  und  —  1 ; 
^s  ist  erlaubt,  die  Integration  bis  zu  jedem  derselben  auszu- 
dehnen. Weil  nun  die  Function  arc  sin  a:  bei  einer  Annäherung 
d^8  Arguments   gegen   die  positive  Einheit  stetig  bleibt   und 

S^en  den  Werth       convergirt,   bei  einer  Annäherung  gegen 

die  negative  Einheit  ebenfalls  stetig  bleibt  und  sich  dem  Werthe 


n 


A   nähert,  so  gelten  die  Gleichungen 
(18) 


/da       n        j        dx      n 


0  0 


*^8  deren  Verbindung  die  Gleichung 

"^^voi^ht. 

Bisher  ist  nur  von  solchen  Unterbrechungen  der  Stetigkeit 
S^^Tochen  worden,  bei  denen  die  betreffende  Function  ins 
^^endliche  wächst.  Allein  es  kann  eine  Function  für  ein  ge- 
*^*8S68  Intervall  der  Variable  x  auch  die  Beschaffenheit  haben. 
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dass  sie  an  einzelnen  Stellen  die  Stetigkeit  verliert,   ohne  on- 
endlieh  zn  werden.    Dies  geschieht  in  dem  von  a  bis  ß  ausge- 
dehnten Intervall  etwa  für  einen  Werth  x=Cy  sobald  die  Function 
von  a  bis  c  stetig,  von  c  bis  ß  ebenfalls  stetig,  jedoch  so  ge- 
geben ist,  dass  sie  bei  der  Annäherung  von  x  an  den  Werth  e 
in  dem  einen  und  dem  andern  Theilintervall  gegen   zwei  von 
einander  verschiedene   Werthe   convergirt.    In   der  erwähnten 
geometrischen  Interpretation  stellt  dann  die  Gleichung  y=rf(x) 
für  das  von  a  bis  c  reichende  Intervall  ein  erstes,  für  das  vo 
e  bis  ß  reichende  Intervall  ein  zweites  Curvenstttck  dar,  welch 
Stücke  in  den  zu  dem  Abscissenwerth  x=c  gehörenden  Punkte 
nicht  zusammentreffen.    Die  Function  f{x)  kann  in  den  beide 
Intervallen   durch  verschiedene  analytische  Ausdrücke   defini 
sein,   zum  Beispiel   von  x=^a   bis  x=c  durch  den  Ausdruc 
ersten  Grades  Ix  +  r,  von  a;=c  bis  x^=ß  durch  den  mit  anderr-^r       n 
Constanten  gebildeten  Ausdruck  ersten  Grades  Z'aj  +  r*,   wc 

die  zu  ar=c  gehörenden  Werthe  le-hr  und  l'c  +  r'  von  eiu^  ^ n, 

ander  diiferiren;  bei  dieser  Annahme  repräsentirt  die  Gleichu 
yz=:f(x)  zwei  nicht  zusammenstossende  begrenzte  gerade  Linie* 

Insofern  die  Function  f{x)  von  a  bis  c  und  von  e  bis 
stetig  verläuft,   lässt  sich   unsere  ursprüngliche  Definition  n      ^     nf 

das  von  a  bis  c  und  das  von  c  bis  ß  auszudehnende  Integi       ■ al 

der  Function  f{x)   anwenden.    Bei    einer   von  a   bis  ß   steM^ti^ig 
gegebenen  Function   ist   das   für  dieses   Intervall   genommen        :^e 
Integral  gleich  der  Summe  der  über  die  beiden  Theilinterva_  'J^Mle 
ausgedehnten  Integrale.  Demgemäss  wird  bei  der  in  e  unstetige*  «^^o 
Function  das  von  a  bis  ß  auszuführende  Integral  als  die  Suni 
der  erwähnten  Integrale 

(19)  f  fix)dx=ff{x)  dx  +Jf{x)  dx 


a 


l 


definirt;    auf   entsprechende  Art   verfUhrt   man  bei    einer    ¥i=^it 
mehreren  Unterbrechungen  der  Stetigkeit  behafteten  Functic^^^« 
Man  sieht,    wie  sich  die  Flächenräumc,   welche  bei  der  obig^^^" 
Interpretation  durch  die  Integrale  der  rechten  Seite  von  O'^^J 
ausgedrückt  werden,   längs  Theilen   der   geraden  Linie  anei^^' 
ander  schliessen,  welche  zugleich  die  letzte  Ordinate  des  ent^  ^ 
und  die  erste  Ordinate  des  letzten  Flächenstücks  ausmacht 
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Zu  Betrachtungen  ähnlicher  Art,  wie  sie  bei  dem  Unend- 
lieb  werden  der  Fanetion  unter  dem  Integralzeichen  angestellt 
sind,   führt  die  Integration  von  Quotienten,  deren  Zähler  und 
Nenner    für   einen    gewissen    Werth    der   Integrationsvariable 
S^S6n  die  Null  abnehmen,   und   die   in  §  38  untersucht  sind. 
Sei  x^=^a  ein  Werth,   für  welchen   bei    dem   zu   integrirenden 
Quotienten  f(x)  diese  Erscheinung  eintritt,   so  ist  wieder  fest- 
zustellen, ob  sich  das  zugehörige  in  (4)  angegebene  Integral  für 
eine  gegen  die  Null  abnehmende  Grösse  d  einem  festen  Grenz- 
'OT'erthe   nähert;    sobald  dies    geschieht,   bezeichnet    man    den 
Orenzwerth  durch  das  Inte^al  (5).    Wenn  der  in  Rede  stehende 
Quotient  f(x)  bei  der  Annäherung  von  x  gegen  a  selbst  gegen 
einen  festen  Grenzwerth  convergirt,  so  ist  leicht  zu  schliessen, 
dass  fttr  das  betreffende  Integral  dasselbe  gilt;   wenn  dagegen 
f(jx)  bei  der  Annäherung  von  x  gegen  a  über  jedes  Mass  wächst, 
dann  muss  die  Art  des  Wachsthums  wie  oben  betrachtet  wer- 
d^n,  um  über  das  Verhalten  des  Integrals  zu  entscheiden.    Als 
Beispiel  untersuchen  wir  das  Integral 

(20)  f^^dx, 

/     sina? 

0 

in  Welchem  g  eine  beliebige  positive  Constante  und  ß  eine  eben- 
solche bedeutet,  die  nicht  grösser  als  --  ist,  ferner  das  allgemei- 
*»ere  Integral 

(21)  f^^dx, 

J    (sin  x) 

0 

^o  ß  und  g  die  angegebene  Bedeutung  haben  und  A;  ebenfalls 
^*ne  positive  Constante  ist.  Die  im  Nenner  befindliche  Function 
sino:  verschwindet  für  a;=0  und  für  jeden  Werth  von  x,  der 
ff^eich  einem  ganzen  Vielfachen  der  Zahl  7r  ist,  mithin  ver- 
schwindet sie  innerhalb  der  Integrationsgrenzen  nur  für  a;=0, 
^'^d  bleibt  sonst  überall  positiv.  Ebenso  verschwindet  die  im 
'^^hler  stehende  Function  singx  fllr  a;=0.  Eine  Einsicht  in 
^^H  Verlauf  der  gebildeten  Quotienten  gewährt  der  in  §  13  ent- 

^Jtene  Satz,  dass  der  Quotient  ^^°^  für  einen  gegen  die  Null 

X 
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r  tlcni  luU'grkljcichen 


abnehuiendeii  Wertli  von ; 
wertb  uäbert  tiiebt  man 
Functioaeu  die  Gestalt 


sicli  der  positiven  Einheit  als  Gn 
den   in  (20)  nnd  (21)  vorkommendei 


(23) 

80  leuchtet  ein,  dase  die  linke  Seite  von  (22)  bui  abncbmendero 
X  gegen  die  pusitive  Constante  q  convergirt,  folglich  das  Inte- 
gral (2(i)  eine  der  aut'geBfellteii  Definition  entsprechende  be- 
stimmte Bedeutung  hat     Die  linke  Seite  von  (23)  erscheint  | 


als  ein  Prodiict  der  Factoren  — *-  und  ( 
irgend   einem   kleinen   positiven   Werth  x= 


,  deren  jed«q{ 
=  (J  bis  x=lt  enÄI 
bleibt,  nnd  des  Factors  qx  ,  welcher  fllr  0<:ft-<I  gegen 
die  Null,  tllr  A—  1,  wie  achon  bemerkt,  gegen  die  positive  Ein- 
heit convergirt,  und  Wr  1<:A<:2  in  einer  solchen  Weise  nn- 
endlieh  wird,  dass  nach  dem  obigen  Satze  die  bis  zn  dem 
Werthe  x  =  0  ausgedehnte  Integration  erlaubt  ist.  Mitbin  darf 
das  Integral  (21)  unter  der  Voraussetzung  gebildet  werden,  dass 
die  positive  Grösse  k  einen  kleinem  Wertb  als  die  Zahl  Zwei 
erhält. 

Man  wendet  die  Definition  eines  bestiuunteu  Integral 

(24) 


ff(x)dx=\\m.ffix 


wo  der  Grenzwerth  der  rechten  Seite  für  eine  gegen  diftq 
convergirende  Grüsse  d  zu  nehmen  ist,  auch  auf  solche  Punot 
an,  die  bei  der  Anuilheruug  der  Variable  x  gegen  den  t 
Wertb  R   zwischen   zwei    bestimmten    Grössen    eingesohloMU 
bleiben,  sich  jedoch  keinem  festen  Grenzwerthe  nähern, 
wieder  mit  t  eine   positive  Mber  d  liegende  Grösse  \m 
wird,  so  bat  man 

{'^)  fnx)dx=  f}(x)dx  +  ff{x)d 

ä  +  .l  ä-ti  ä«l 

sobald  nnn  der  numerische  Werth  von  f{x)  in  dem  erateol 
grai  der  rechten  Seite  fllr  ein  noch  so  kleines  d  unter  eiii| 
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stimmten  Grösse  %  bleibt,  so  ist  der  nameriscbe  Werth  des  Inte- 
grals nach  dem  oft  benutzten  Satze  unter  der  Grösse  tJC*""^) 
enthalten,  die  ftlr  ein  hinreichend  kleines  e  beliebig  klein  wird. 
Es  bedarf  also  in  deip  vorliegenden  Falle  keiner  einschränken- 
den Voraussetzung,  um  zu  schliessen,  dass  die  linke  Seite  von 
(25)  für  ein  abnehmendes  d  sich  einem  Grenzwerthe  nähert,  und 
nm  demgemäss  das  Integral  (24)  zu  definiren.    Ein  Beispiel  der 
erwähnten  Eigenthtlmlichkeit  bietet  die  Function 

(26)  sin  i 

^r  einen  gegen  die  Null  abnehmenden  Werth  der  Variable  x. 
Jftt  Bezug  auf  jeden  Werth  von  x  ist  die  Function  eindeutig, 
stetig  und  zwischen  der  positiven  und  negativen  Einheit  einge- 
schlossen; sie  verschwindet  ftlr  die  positiven  Werthe 

1  1    •  1 

71  2n  3n 

^*^d  ftlr  die  gleichen  negativen,  wechselt  bei  dem  Durchgange 
P^'irch  diese  Werthe  stets  das  Vorzeichen,  und  erreicht  auch 
^oamer  wieder  die  extremen  Werthe  der  positiven  und  negativen 
*^iuheit. 


I  74.    Angduhniing  der  Deflnltlon  eines  Integrals  auf 
unendlioh  grosse  Integratlonsintenralle. 

Sobald  das  Intervall,   für   welches   eine  zu   integrirende 
^^nction  f{x)  gegeben  ist,   nach  der  Seite  der  positiven  oder 


aven  Werthe  von  x  beliebig  weit  reicht,  dass  heisst,  sobald 
Function  f(x)  für  unbegrenzt  wachsende  positive  oder  nega- 
^ive  Werthe  ihres  Arguments  definirt  ist,  entsteht  die  Frage,  ob 
^tch  dag  Yon  a  bis  ß  genommene  Integral 

^^>  fn^)dx, 

a 

^^  Vrieder  ii>a  sein  möge,  einem  festen  Grenzwerth  nähere, 
^lls  die  obere  Grenze  ß  algebraisch  wachsend  jede  positive 
^''ÖBse  ttbertriflft,  oder  die  untere  Grenze  a  algebraisch  abneh- 
^^Ucl  unter  jede  negative  Grösse  herabsinkt.  Unter  der  Vor- 
^^^*^^€tsungy  d(iS8  ein  solcher  Grenetverth  vorhanden  ist^  nefint  man 
^*^^€iben    beziehungsweise   das   von  a  bis  -f  oo,   oder   das  von 
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derselbe  mass,  weil  —  A;  + 1  vermöge  der  Voraassetzang  eine  ne- 

gative  Grösse  ist,  kleiner  als  der  Ansdrack  -^^    ^     sein.     In 

Folge  des  Satzes  (VIII)  in  §  25  ist  wieder  der  nnmerische 
Werth  des  Integrals 

(7)  Jx'^q>{x)'dx 

ß 
kleiner  als   das  Prodaet  der  Grösse  $  in  den  Werth  von  (6), 
mithin  auch  kleiner  als  das  Prodaet 

Dieses  wird  wegen  des  negativen  Exponenten  —  ib  +  1  fbr 
einen  hinreichend  grossen  Werth  von  ^  beliebig  klein,  woraus 
das  behauptete  folgt.  Für  ein  Fortrücken  der  unteren  Grenze 
ins  negativ  Unendliche  kann  eine  ähnliche  Betrachtung  ange- 
stellt werden;  doch  bedarf  der  Satz  wegen  des  Umstandes  einer 
Modification,  dass  die  Potenz  x~^  bei  beliebigem  Exponenten 
nur  fttr  positive  Werthe  des  Arguments  definirt  ist 

In  dem  gegenwärtigen  Satze  bleibt  fttr  den  Exponenten 
—  ib  ein  zwischen  0  und  —  l  liegender  Werth  und  auch  der 
Werth  — 1  selbst  ausgeschlossen,  da  bei  der  Voraussetzung 
ijp(x)=l  das  Integral  (6)  massgebend  ist,  welches  für  0>— *> — 1 
durch  die  obige  Gleichung  dargestellt  wird,  für  4  =  — l  den 
Ausdruck 

(6.)  x^'  Ax  =  \So^xf;'=  logOi^  +  A)  -  log/^ 

erhält,  und  in  beiden  Fällen  mit  wachsendem  A  über  jedes  Mass 
hinaus  wächst.  Die  betreffende  Eigenschaft  von  (6«)  ist  in  §  31 
ausführlich  erörtert. 

Weil  das  unbestimmte  Integral  jeder  ganzen  Function  der 
Integrationsvariable  selbst  eine  ganze  Function  ist,  und  daher 
mit  wachsender  Grenze  ins  Unendliche  wächst,  so  muss  eine 
rationale  Function  der  Integrationsvariable,  damit  die  Integration 
auf  ein  unendliches  Intervall  erstreckt  werden  darf,  jedenfalls 
gleich  einem  echten  Brache  sein.  Für  einen  solchen  war  in 
§  67  die  Bezeichnung 
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gebraucht,  and  zwar 

(10)  r{x)  =  Tq a?""*+  r^x'"'^-^  . . .  +  r^_^ 

f{x)  =  a^ X     +a,  a?""^  4- ...  4- a^_,  a:  +  a^ 

gesetzt  worden.    Das  Integral  der  Function  (9)  darf  nach  d 
Satze   (I)   ins    Unendliche   ausgedehnt   werden,   sobald  ro  = 
oder  die  Zählertnnction  von   einem  um  zwei  Einheiten  nied 
geren   Grade   als  die  Nennerfunction   ist.    Denn   unter  dies 
Voraussetzung  erlaubt  die  Function  (9)  die  Darstellung 

(11)  —^-^  =  0?       — HS""' 

wo  der  mit  der  Potenz  x"^  multiplicirte  Quotient  fttr  ein  wa^^c:^}. 

sendes  x  gegen  den  festen  Grenzwerth  — ^   eonvergirt,  folgL  "m^b 

die  Bedingungen   der  in    dem  Satze  vorgeschriebenen  6eft^^4BU 
X    (p(x)  mit  dem  unter  der  negativen  Einheit  liegenden  EK:g::x>- 
ponenten  — 2   erfüllt  sind.    Es   versteht  sich,  dass,  wenn     die 
Function  f{x)  für  reelle  Werthe  von  x  verschwindet,  das  nnexx  d- 
lich  auszudehnende  Integrationsintervall  ausserhalb  der  änssers&^n 
von  diesen  Werthen  liegen  muss.    Ein  besonders  einfaches    Xn- 
tegral,  bei  dem  der  Nenner  einen  um  zwei  Einheiten  niedrigeren 
Grad  als  der  Zähler   hat  und   für  keinen  reellen  Werth  vock    ^ 

gleich  Null  wird,  ist  das  folgende,  welches  der  zwischen  ~  "  2 
und  -     eingeschlossenen  Function  Arcus  tangentis  gleich  ist, 

(12)  /^  =  arctg:r. 


Für  ein  Ober  jede  positive  Grösse  wachsendes  x  eonvergirt  c^*^ 
vorliegende   umgekehrte  trigonometrische   Function   gegen 


Werth  -^  >  ftlr  ein  unter  jede  negative  Grösse  herabgehende^ 


je 


n 


gegen  den  Werth  — -  ;   auf  diese  Weise  entstehen  die  Gl^^' 
chungen 
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ydx    _ 
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—  OD 


vereiDigen  kann. 

Bit  Hülfe  des  Satzes  (I)  lässt  sich  anch  beartbeilen,  wann 
die  Integration  bei  dem  in  §  69  mit  (6)  bezeichneten  Integral 

(14)  A'(^)^#r 

ins  Unendliche  erstreckt  werden  darf.  Hier  möge  die  ganze 
f^nnction  B{x)  wieder  vom  2jö  +  lten  oder  2i>4-2ten  Grade, 
ferner  F{x)  gleich  einem  rationalen  Bruche  sein,  bei  dem  der 
f^Tnd  des  Zählers  in  Bezng  anf  x  um  g  Einheiten  höher  als  der 
^^«  Nenners  ist.  Demnach  ist  F{x)  gleich  dem  Product  der 
f^otenz  af  in   eine  Function,   die   sich   für  wachsendes  x  einer 

^-^Hötante  nähert,  der  Factor  -,_  respective    gleich    dem 

*^*'ocluct  der  Potenz  x  oder  x"^      in  eine  Function,  die  fllr 

^^Äclgendes  x  ebenfalls  gegen   eine  Constante   convergirt,   mit- 

•^^       ,—1-1-     beziehungsweise   gleich   dem  Product  der  Potenz 
^B(x) 

,^_  oder  x^"^^^  in  eine  mit  zunehmendem  x  endlich  bleibende 

^tiction.    Der  Satz  (I)   erlaubt,   die  Integration  in  Unendliche 
^^^udehnen,  sobald  respective 

g ^ — <— 1,  oder  flr— jp  — 1<— 1 

das  heisst,  sobald  die  ganze  Zahl  g  einen  unter  der  ganzen 

d  p  liegenden  Werth  hat.    Dieser   Bedingung  genügt  insbe- 

^^Ä^ere  die  Annahme  einer  ganzen  Function  F(x)j  welche  nach 

^^  in  §  69  aufgestellten  Definitionen   fttr  jp  =  1  oder  bei  den 

^li'ptischen  Integralen  gleich  einer  Constante,  für  grössere  Werthe 

^^^p  oder  bei  den  hyperelliptischen  Integralen  der  (/)~l)ten 

^^i^^ung  vom  (p  — l)ten  Grade  sein  muss. 


vergleiohung  e 

Wenn  liic   mehrfach  erwähnte  (geometrische  InterpretatiOKl 
fUr  die  im  Satze  (1)  oharacterisirte  Function  vorgenommen, 
die  Gleichung 

(15)  !,=  x-'fp{x) 

gebildet  wird,  so  folgt  aus  der  zn  einem  beständigen  Wiu^hMBl 
von  X  gehörenden  Abnahme  von  y,  das»  sich  die  Curve  det  j 
Abecissenaxe  als  Aeyitiptote  nähert.  Ein  grösserer  Wertfc 
von  Ä  bedingt  eine  schnellere  Abnahme  des  Werthea  x~*  and 
daher  eine  Htftrkere  Annäherung  der  Onrve  an  die  Ab^cis- 
sonaxe.  So  lange  l':>l  int.  reicht  die  Annäherung  ans,  damit 
der  durch  das  Integral  /i/dx  dargestellte  Klächenrauni  bei  nn-       — « 

begrenztem  Fortrücken  der  einen  Ordinate  endlich  bleibt;  tut  -^q 
den  Fall  der  Hyperbel,  in  welchem  £  =  1,  if{x)^l  Ut,  hBrt  ->-^ 
auch  diese  Eigenschaft  auf. 

Mit  dem  Abnehmen  einer  negativen  Potenz  x^*  für  jwi-  —  i- 
tive  wachsende  Werthe  vmi  x,  kann  da»  filr  dieselben  Werthe  ^^n 
erfolgende  Abnehmen  einer  Ex|ionentialfunction  e"",  bei  der  a^K3M 
eine  positive  Constante  bedeutet,  verglichen  werden.  Dtw  dcr-^  -T 
Werth  der  Esponentialfunction  kleiner  wird  als  jede  gegebene^^e 
GrOsse,  ist  in  t,  §  101  gezeigt  worden;  es  lässt  sich  Rbvr  aocbKiflli 
beweisen,  tlat»  der  t^totimt  <Ut  Function  e~"  durch  die  wga—  .si- 
(we  Patau  x~*  oder  das  Prndttrt 
(161  e-^'x" 

hti  potiiivetH  wachsenditn  x  gegen  die  NuU  eonvergirt.  DieBes  R*™  —'■ 
snitiit  vermittelt  die  Beurtheilnng  einer  zweiten  Gattung  vo-  -a 
Integralen  in  Betreif  der  unendlichen  Ausdehnung  ihres  lotcrvalli^am 

L'm    die    über    die    Function   (lii)  gemachte    Behaaplai^  ^ 
znerst   fUr   den  Werth  jr=l    ku    rechtfertigen,  setzen  wir  M^^A 
der  Variable  x  nach  einander  die  Glieder  einer  arithmetische-» 
Reihe,   deren  Anfangsglied  positiv  und  kleiner  als  die  Kinbtr/i, 
deren  Differenz  gleich  der  Einheit  genommen  werde, 
(17)  5.  1+1,  t  +  2,... 

Dem  ent«precliend  bilden  die  Werthe  der  Fnnction  ß~"  eiw 
geometrische  Keihe  mit  dem  Quotienten  e"^;  die  lU  nntereuchtortf 
Function  «rhält  die  Werthe 


(18) 


'(S+1),    c- 
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Indem  man  jeden  Werth  durch  den  vorhergehenden  dividirt, 
entstehen  respective  die  Ausdrücke 

Hier  ist  der  Factor  e^  gleich  einem  positiven  echten,  der  andere 

i  +  t'  1 

Factor  -c-tt — r  =  1  +  ^-r-^ — r  gleich  einem  positiven  unechten 

Bruche,  welcher  mit  zunehmendem  Zeiger  t  fortwährend  ab- 
nimmt und  der  Einheit  beliebig  nahe  konmit.  Deshalb  kann 
man  dem  Zeiger  einen  so  grossen  Werth  t  beilegen,  dass  das 
Product 

(20)  ^"{wt^h''    ' 

fttr  ^  ^  0,  wo  es  (o^  heissen  möge,  und  daher  auch  itir  jeden 
positiven  Werth  von  |  kleiner  als  die  Einheit  ist.  Die  Aus- 
drucke in  (19),  welche  den  sämmtlichen  folgenden  Zeigern 
t  + 1,  t  +  2, . .  entsprechen,  sind  kleiner  als  (20)  und  daher  eben- 
falls unter  der  Einheit  gelegen.  Nun  lässt  sich  ein  beliebiger 
Fonctionswerth  aus  (18),  bei  dem  die  Zahl  t  grösser  als  t  ist, 
so  umformen 

Hier  ist  der  Functionswerth  c"""^'"*^*"'\|  +  t— 1)  für  jeden  zwi- 
schen 0  und  1  liegenden  Werth  ^  kleiner  als  die  durch  Ver- 
grösserung  der  beiden  Bestandtheile  erhaltene  Grösse 

(22)  c"^^*-*>  t, 

der  nächste  Factor  vermöge  (20)  gleich  lOj  jeder  der  auf  diesen 
folgenden  kleiner  als  co.  Mithin  ist  das  Product  aller  ^— 1  +  1 
Factoren  kleiner  als  die  ebenso  hohe  Potenz  von  o;,  und,  weil  uß 
für  jeden  vorkommenden  Werth  von  |  kleiner  als  die  nach  der 
YoTaassetzung  unter  der  Einheit  befindliche  Grösse 

(23)  c-_l_  =  c.„ 

ist,  auch  kleiner  als  die  gleiche  Potenz  von  (o^.  So  entsteht 
die  Ungleichheit 

(24)  e-^*'-^'^  (^  +  0  <  e-'^'-'h  w'-'"-' ; 

aaf  der  rechten  Seite  überschreitet  der  zu  dem  echten  Bruche 
Ol*  gehörende   Potenzexponent  t — 1  +  1    mit   wachsender  Zahl 


*4fi         Vergleicliutift  i'iner  I'olptir  iinil  oiner  EjqionentiBlfimctinn. 

t  jede  Grösse.  Damit  erhält  die  Potenz  'jJ"'*',  nnd  folglicli 
auch  ihr  mit  der  feeteii  ßrÖBse  t^'*'"''!  genommenes  Pro- 
duc-t  einen  beliebig  kleinen  Werth ,  nnd  dieser  ist  ^j^aser 
als  der  auf  der  linken  Seite  von  (24)  mit  einem  zwischen  0  nnd  1 
beliehijT  angenommenen  Werthe  von  £  nnd  der  wach»endeti 
ZaliM  gebildete  Fnnctionswerth  e"*"''*'' ($+()■  Weil  nun  $+r 
jeden  auf  irgend  eine  Art  WRcbsenden  Werlli  des  Arguments  x 
anadrUekt,  so  i«t  erwiesen,  dass  die  Function  e~"x  für  \toaiiive 
Über  jede  Grenze  zunehmende  Wertlie  von  x  gef^  die  Nnll  j 
coli  vergilt. 

DasB  die  Function  (16),  in  welcher  k  einen  beliebigpR  po-  — 
sitiven  Werth  bedeutet,  dieselbe  Eigenschaft  hat,  folgt  daratu,  ^. 
das»  die  mit  den  gegebenen  |>oflitiven  Werthen  a  uml  h  dar-  — 
gestellte  Function 

(2ö)  ,'''x 

nach  dem  so  eben  begrllmleten  Satze  fllr  ein  positives  wachsen —  4 
des  X  unter  jede  nwli  xo  kleine  Grösse  fallt,  dass  dnrch  Krhc — 
bnng  von  (25)  auf  die  A:te  Potenz  die  Function  (16)  erzcuglB^^gt 
wird,  nnd  dass  das  Resultat  der  Erhebung  einer  beliebig  kietner 
GrOsse  auf  eine  Potenz  von  bestimmtem  positiven  Esponcnira 
ebenfalls  eine  )>eliebig  kleine  Gr9sae  ist.    Das  znletzt  genannl^  ^t* 

Lemma  ist  in  §!>  fdr  einen  Exponenten   -<   bei    dem   n   ein»-  ^ 

positive  ganze  Zahl  darstellt,  bewiesen  nnd  auf  positive  rational  .^Hr 
ExiKiueuten  ausgedehnt;  dasselbe  kann  auch  leicht  anf  eine  ^^d 
beliebigen    positiven    Exponenten    Übertragen    werden.     Wcin^  B 

nftmlich  —  einen  rationalen  Bruch,    der   unter  dem  gegeben^»« 

positiven  Werthe  A:  angenommen  ist,  nnd  (i  einen  unter  derEiws 
heit    liegenden  Werth    bezeichnet,   so   gilt    nach    I,  §  KXi  di« 

Ungleichheit  p  <:  ^ ' .     Sobald   daher  unter    gewiasen  Bedb- 

gnngen  e "    l>eliebig  klein  wird,  so  muss  p*   ebenfolb  belietft 
klein  werden,  worans  sich  das  Gesagte  ergiebt. 

Die  nachgewiesene  Eigenschaft  der  Fuocttou  (IGj  erlaiK 
zunächst  einzusehen,  dass  das  über  dieselbe  zwitMthen  zwifi  ]>■>• 
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sitiren  Werthen  a  nnd  ß  genommene  Integral 
(26)  Je-"  x'  dx, 

a 

WO  a  eine .  positive  von  Null  verschiedene,  k  eine  positive  oder 
verschwindende  Gonstante  bezeichnet,  bei  stets  wachsender  oberer 
Grenze  gegen  einen  festen  Werth  convergirt.  Denn  man  kann 
die  positive  Grösse  a  immer  als  die  Summe  von  zwei  positiven 
Grössen  b  nnd  c  betrachten,  mithin  dem  Integral  (26)  die  Gestalt 
geben 

(27)  J  f'' e-"  x' dx, 

a 

und  die  Integration  wieder  von  a  bis  zu  einem  festen  Werthe  /}, 
ianii  von  ß  bis  ß-¥h  ftlhren.  Der  Factor  c~*^'a;*,  welcher  mit 
^Achsendem  x  beliebig  klein  wird,  bleibt  für  alle  ttber  einer 
ff^iivissen  Grösse  ^  liegenden  Werthe  von  x  kleiner  als  eine 
f<&f3te  Grösse  (S;  indem  ß  grösser  ali^  ^  gewählt  wird,  gilt  diese 
^^S^nschaft  für  das  ganze  von  ß  bis  ß  +  h  ausgedehnte  Inter- 
^^11.  Da  der  andere  Factor  e""'"  stets  positiv  ist,  so  liegt 
d^T  Werth  des  von  ß  bis  /?  +  A  erstreckten  Integrals  vermöge 
*^«  oft  angewendeten  Satzes  unter  dem  Product  der  Grösse 
'i^    in  das  auf  c"*'  bezügliche  Integral 

^^88en  Werth  für  jedes  positive  h  kleiner  als  die  Grösse  — r — 
^t.     Daher  besteht  die  Ungleichheit 

ff 

^o  der  Factor  e~*'*  für  einen  hinreichend  grossen  Werth  von  ß 

^  klein  wird,   dass  auch   sein  mit  dem  festen  Quotienten  -r- 

S^bUdetes  Product  unter  jeder  gegebenen  Grösse  liegt  Also  lässt 
>^h  die  Grösse  ß  so  einrichten,  dass  der  Werth  des  Integrals 
\27),  wie  gross   auch  ß  +  h  gemacht   werden   möge,  von  dem 


nsformition  v 

Integral,  das    Über  dieselbe   Function  von  a  bis  ^  ansgedi 
ist,  tun  beliebig  wenig  aluveic.bt,  und  das  war  behauptet  word( 

Eine  genau    entsprechende  Betrachtung  gilt  fllr  die 
gration  dee  Products  ans  der  Function  (10)  und  einer  FnnctioD 
q^(x).  welche   für   positive  llber  jedes  Mass  wachsende  Werthe 
von  X  innerhalb  bestinimler  Grenzen  bleibt,  und  liefert  den 
genden  Satz: 

(II)  Wemi  die  eu  inlei/rirende  Function  ifleicJi  dem  Pri 
fiwr  Function  <f(x),    welche   bei  positiven  unendlich  Kockseridem 
Werthen  von  x   gewisse  Greneen    nicht    überschreitet,    und   eines 
Ausdrucks  e~"  .t*  ist,  in  dem  a  i'ine  po.iHivc  von  Ntdl    iwscAw- 
dene,   h  eine  positive  oder   verschwindende  Conslanie  bedaUH, 
darf  die  Integration   nach  der  Variable  x  auf  positiv  tmendli 
wachsende  Werthe  erstreckt  werden. 

Die  l'ntersuchungen  de«  gegenwärtigen  und  des  vorigen 
stehen  /u  einander  iu  naher  Be/iehung.  Falls  iR  dem  nliig 
Integral  (7)  statt  x  eine  neue  Variable 

(30)  y=l 

eiugefnhrt  wird,  so  geht  dasselbe  nach  dem  niitgctheiUen  Vi 
fahren  in  das  Integral 

1«+»  y 

Ol)  _  /',>-,,(l),(j=yj",,(^^j,;„ 

über.     Die  untere  Grenze  des  Integrals 

beständig   wachsendem  h   der  Null,   die  Function  r/i— iWetM 

nach  der  Voraussetzung  immer  endlich,  der  Exponent  i— 2  itr 
Grösse  g  ist  ein  negativer  echter  Üruch.  K»  liegt  also  ein  1fr 
legral  vor,  das  mit  dem  Integral  (8)  des  vorigen  §,  auf  welche» 
der  dortige  Satz  gegründet  ist,  Übereinstimmt.  Die  obige  FtlD^ 
tiou  (16)  verhandelt  sich  durch  Substitution  ein«r  neoen  Viritblt  i 
(32)  ^  =  e-', 

die  tUr  einen  positiven  unendliel]  wachsenden  Weith  voo  > 
gegen  die  Null  convcrgirt.  und  durch  welche  r  venn'JK*  *■ 
Gleichung 


Ii^^^ 

CtioD 

erthe        i 
ti  fo^m 
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(33)  a;  =  log  ^ 

aiisgediltckt  wird,  in  die  Function 
(34,  ..(,„gl)'=^    . 

In  der  zweiten  Darstellnng  nfthert  sieh  bei  der  gegen  die  Nnll 
gerichteten  Abnahme  des  positiven  £  sowohl  die  im  Zähler  befind- 
liohe  positive  Potenz  von  £  wie  anch  die  im  Nenner  stehende 


— Ä 


Qögative  Potenz  von  log  —  der  Null,   und   zwar  geschieht  dies 


m  der  vorhin  fUr  die  Function  (lü)  nachgewiesenen  Eigen- 
soliaft  in  der  Weise,  dass  der  Quotient  gegen  die  Null 
^^c^nvei^rt  Man  sieht  also,  dass  sich  eine  Potenz  von  e^  deren 
^^scfHmeni  irgend  eine  wenn  auch  kleine  positive  Crrösse  ist, 
^^rlser  der  Nuü  nähert  als  eine  negative  Potene  der  Ftmetion 


lOfi-  J. 


Wendet  man  die  Substitution  (32)  auf  ein  Integral 

C35)  Je'^'x'(p{x)dx 

/*' 
^^9     das  unter  den  Bedingungen  des  Satzes  (II)  ftlr  einen  an- 

SeiHessen  gewählten  Werth  ß  und  einen  ohne  Ende  wachsenden 

^'^erth  ß  +  h  numerisch  beliebig  klein  bleibt,  so  entsteht,  weil 

^  dg  e 

^*^>  das  Integral 

CST)  /^"-'(iogjy<r(iogi-)d., 

^^  welchem  die  untere  Grenze  c"^'*'***^  gegen  die  Null  conver- 
&trt,  der  Exponent  a  —  1  zwischen  —  1  und  +  oo  mit  Ausschluss 
^^i'   negativen    Einheit    liegt,    der    Exponent    k   positiv    oder 

^^rschwindend  ist,  und  die  Function  yflog  —  J  bei  der  Anna- 

^^i^Dg  von  ß  gegen  die  Null  endlich  bleibt.  Somit  folgt  aus 
^^Hi  Satze  (II)  die  Berechtigung,  bei  dem  zugehörigen  Integral 

XjpMhIti,  AüAlyti«  II.  29 


4G0 


DifTerdilifttion  e 


(  Integrals 


1  Parnrartrr 


§T6. 


anch  wenn  der  Exponent  n— 1  gleich  einem  negativen  ochteu 
Brui'hc  ist  nnd  dailitreh  die  Function  für  «  =  i'  unendlich  gros» 
wird,  die  Integrat>')n  ^i^  zn  dem  Werthe  e  =  0  auBzndebaen. 
Durch  dieses  Ergebniss  wird  die  im  vorigen  §  aufgestellte  Regel 
erweitert. 

S  76.  OUr«r*ntlfttlon  «lue«  b«itlmmt«n  iBtsgrals  nash  alnw 

In  dem  Satze  (VII)  des  §  25  wird  gelehrt,   dass  der  Dif-     —Z 
ferentialquotient    eines    von    a   bis  fi    ausgedehnten    Integrxla 

ff{x)  dx,  naoli  der  oberen   Grenze  {i  genommen,  gleich  dem  ^c^ 

Pnnctionswerth  fdi),  nach  der  unteren  Grenze  c  genommen.^  ^i 
gleich  dem  negativ  gesetzten  Fanctionswerth  f(a)  ist.  Für  dii — — i 
Integrale  von  Functioneu,  die  ausser  der  Integrationsvariable  -  —  i 
noch  eine  unabhängig  veränderliche  Grösäe  oder,  wie  man  ik:.^h 
sagen  pflegt,  einen  Parameter  r  enthalten,  macht  sich  bis— ^b 
weilen  das  BedUrfnisä  geltend,  eine  DilTerentiation  in  Bezn^^ai 
auf  diesen  letztern  auszuführen.  Wir  bezeichnen  die  betreffende  _e 
Function  mit  f{x,  c),  und  betrachten  das  von  u  bis  ^  erstreekt»^-^r 
Integral  derselben  als  den  Grenzwertb  des  nach  der  VorscbriMMBß 
des  §  20  gebildeten  Summenausdrucks 

(1)  f{x^,c)^x,~x„)+nx,,c){x^~x,)  +  ...  +  f(x,^^,c)lx^-x,_^), 
wo  Xg=a,  x^^ß  ist  und  die  Werthe  x^,  i,,  ^.,,-  ■  ■«,  der  alf;"^^ 
braiscben  Grüsse  nach  auf  einander  folgen.   Uie  Differentiatic^w 
von  (l)  nach  c  geschieht  in  der  Weise,  dasi  die  der  ZoaakmmB 
von  c  um  Je   entsprechende  Differenz  von  (1)  durch  Je  diiri- 
dirt   und   der   zu   einem   stets  kleiner  werdenden  Je  gcbOrij^ 
Greuzwerth  des  Quotienten  aufgesucht  wird.  Wenn  a  dieReik 
der  Zahlen  0,  1,  2,  ...n— 1  durchläuft,  so  hat  man  in  demta^ 
hen  Umfange  die  Snmme  der  Quotienten 


(2) 


-  (*.+.- ^J 


zu  nehmen.  Nun  wird  vorausgesetzt,  dass  der  fllr  die  Pudiae 
f(x^,c)  gebildete  Differenzeu(|Uotient,  sobald  Je  der  NnU  ff>- 
DÄbert   wird,    gegen    einen    heatimmten    Grenzwertb,   dea   pw 
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tiellen  Differentialquotienten  — -r^ —  convergire,  und  dass  ausser- 

oc 

dem  in  der  Gleichung 

^^^  Tc ^^—dT"^'^^ 


Grösse  m^  hei   einem  hinreichend  kleinen  Je  für  jeden  vor- 

^^>9nmienden  Werth  von  Za  numerisch  unier  derselben  hdubig  kleinen 
Ö*^cwe  fliege.  Hiernaeh  ist  die  von  a=0  bis  a==n— 1  ms- 
z  et  dehnende  Summe  des  Ausdrucks  (2)  gleich  dem  Aggregat  der 
Summen 


Sfix  c) 
erste  derselben  verwandelt  sich,  da  f(x^  c)  und       \, '      als 


Hg^    endlich   und  stetig   vorausgesetzt   werden,   für    eine 
^vtrsxdisende   Zahl  n   und  abnehmende   Intervalle  der   zwischen 

<ap    und  ß  eingeschalteten  Werthe,  in   das  über    ^  ^  ^  nach  der 

Va.x'iable  x  von  a  bis  ß   auszudehnende   Integral.    Die   zweite 
Snnune  hat  vermöge  der  über  die  Grössen  m^  getroffenen  An- 
n3.lime  einen  Werth,   welcher   für   ein  hinreichend  kleines  Je 
utmerisch  unter  dem  Product  der  beliebig  kleinen  Grösse  ^  in 
diö  Differenz  ß  —  a  liegt;  die  letztere  ist  nach  einer  häufig  be- 
lio^tzten  Bemerkung  gleich  dem  Werthe  der  Summe  der  vorhan- 
denen Differenzen  £  (^a+i~~^a)-    ^®^  gesuchte  Differentialquo- 

tteut  des  durch  die  Summe  (1)  vertretenen  Integrals  wird  des- 
^ftlb  folgendermassen  durch  ein  bestimmtes  Integral  ausgedrückt 


?/a^, 


c)  dx  ß 


3c  /         bc 

a 

*^i€Se  Gleidiung  enthält  die  Regel,  dass  unter  den  angegebenen 
^^^ngungen  der  Differentialquotient  eines  Integrals  nach  einer 
^  den  Integraiionsgrenjsen  unabhängigen  Grösse  c  erhalten  mrdj 
^^^^em  man  euerst  die  zu  integrirende  Function  nach  der  Grösse  c 
^*^'^entnrt  und  dann  das  Ergebniss  in  Beeug  auf  die  Variable  x 
*'^*»cÄ«»  den  vorgeschriebenen  Grenzen  integriri. 


Differ 


i   Inteffraia   nach  e 


n  Parameter. 


§TC. 


Die  iotegratioii  einer  Function  f(x,c)  nach  x  zwischen  den 
Grenzen  a  und  (i,  und  die  Differentiation  nach  der  Grögae  c 
sind  zwei  verschiedene  Grenzprocesae;  zufolge  der  aufgestellten 
Regel  entsteht  dasselbe  Resultat,  sobald  entweder  znent  die 
Integration  und  hierauf  die  Ditfereutiation,  oder  zuerst  dio 
Differentiation  und  hierauf  die  Integration  vorgenommen  wird 
In  gleicher  Weise  bezieht  sich  das  allgemeine  Theorem  dai 
§  72  auf  die  beiden  GrenzprocesHe  der  Summation  und  Inte- 
gration, und  lehrt  eine  Bedingung  kennen,  unter  welcher  die 
Reihenfolge  ilicscr  Grenzprocesse  mit  einander  vertausehl  wer- 
den darf.  FUr  das  auf  der  rechten  Seite  von  (Ö)  vor^schric- 
bene  Verfalircn  wird  der  Namen  der  Differentiation  unter  dem 
ItUigrtdtekhm  gebrancht.  Mit  Hltlfe  der  in  den  beiden  letzten  § 
gegebenen  Definitionen  lässt  sieh  dieses  Verfahren  nnter  gewis- 
sen Bedingungen  auch  auf  solche  Fälle  übertragen,  in  denen  - 
die  Funetiun  fix,  c)  unter  dem  Integralzeichen  unendlieh  wird,  « 
oiler  das  Intervall  der  Integration  eine  unendliche  Ausdehnung  -^ 
erhält.    Doch  kommt  es  auch  vor,  dass  die  flir  die  Berechti-  — 

gung  des  Integrals  /  f{x,  c)  dx  nothwendigen   Voraussetzungen-^ 

erOillt,  dagegen  die  ftlr  Berechtigung  des  Integrals  /      s        d*^w 

nothwendigen  Voraussetzungen  nicht  erRlIlt  sind.  Unter  ilittMiB-J 
Umständen  muss  geschlossen  werden,  dass  der  nach  c  zu  neb —  ^ 
mendc  DifTcrentialquntient  des  ersten  Integrals  durch  die  Am—  -^ 
fuhrung  einer  Differentiation  unter  dem  Integralzeichen  nichr"-* 
dargestellt  werden  klinne,  und  es  bedarf  einer  speciellen  Unter  - — ' 
sncbung,  um  zu  entscheiden,  ob  die  bezeichnete  DifTerentiatioE^c: 
des  ersten  Integrals  auf  einem  andern  Wege  ausführbar  odc^M* 
überhaupt  nicht  zu  bewerkstelligen  sei. 

I  70.    Antg«««loboet«  bMttnutt«  XBt«crftlt. 

Bei  der  Definition  eines  bestimmten  Integrals  wurde  wr- 
ausgesetzt,  dass  die  Grenzen  desselben  innerhalb  des  IntervaUai 
für  welches  die  zu  iutegrirende  Function  gege)>en  iat,  belieb^ 
gewählt  werden  dürfen.  Durch  eingehende  Bescfaaftignog  ak 
diesem  Gegenstande  bat  sich  nun  herauxgestcllt,  dun  gowfaw       : 
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bestimmte  Integrale,  deren  Integrationsgrenzen  für  die  betreffende 
Fanctioii  eine  besondere  Bedeutung  haben,  eine  aasgezeichnete 
Stellung  einnehmen.    Zu  den  Integralen  solcher  Art,  welche  in 
einem  engeren  Sinne   bestimmte  Integrale  genannt  werden,  ge- 
hören die  beiden,  vermittelst  deren  in  §  73  und  74  die  Zahl  7t 

dargestellt  ist.    Für  die  Function ^   des  einen  schliessen 

die  negative  und  positive  Einheit  das  Intervall  ein,  innerhalb 
dessen  die  Function  reell  bleibt;  bei  einer  Annäherung  an  die 
ö^ttremen  Werthe  wird  sie  unendlich  gross,  jedoch  so,  dass  die 
Ausdehnung  der  Integration  bis  zu  diesen  Werthen  noch  ge- 
stattet ist.    Dagegen  darf  die  Function  ,   des  andern  über 


ganze  Gebiet  der  reellen  Werthe  von  —  oo  bis  oo  integrirt 
^^^rden.    Insofern  gelten  die  Integrale 


xVx*"^"^ 


— oo 


ausgezeichnete  bestimmte  Integrale.    Da  jede  der  vorliegen- 
'tt  Functionen    für  x  und   —x   denselben    Werth    annimmt, 
^^ti  deshalb,  von   der   unteren  Grenze  bis  Null,  und  von  Null 

^***    zu  der  oberen  Grenze   integrirt,   das   gleiche  Resultat 


*^^fert,  80  gehören  hierher  auch  das  erste  Integral  von  —1  bis 
^»  und  von  0  bis  1  ausgedehnt,  das  zweite  Integral,  von  —  oo  bis 
^    Und  von  0  bis   oo  ausgedehnt. 

Andere  ausgezeichnete  bestimmte  Integrale  treten  bei  der 
Integration  der  trigonometrischen  Functionen  hervor.  Die  Func- 
tionen cos  X  und  sin  x  sind,  wie  in  I,  §  103  erörtert  ist,  perio- 
dische Functionen  ihres  Arguments  mit  der  Periode  2/t;  wenn 
^an  daher  durch  m  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  be- 
^^ichuet  und  Aen  Cosinus  und  Sinus  des  ganzen  Vielfachen  mx 
bildet,  so  gelten  die  Gleichungen 
w)  cos  f»  (a;  4-  2  7i)  =  cos  mx^ 

W  sin  m  (ic  4-  2  /f )  =  sin  mx ; 
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in  Folge  derselben  sind  cos  mx  and  sin  tnx  ebenfidls  periodische 
Functionen  des  Arguments  x  mit  der  Periode  2n.  UfiXL  setxe 
nun  in  den  Gleichungen  (5)  und  (6)  des  §  71  statt  der  Con- 
stante  b  die  von  Null  verschiedene  ganze  Zahl  m,  nnd  leite 
aus  den  daselbst  angegebenen  unbestimmten  Integralen  die  be- 
stimmten ab,  welche  sich  von  einem  beliebigen  Werth  |  bis  zu 
dem  um  2  n  grösseren  Werthe  ^  +  2  /r  erstrecken,  indem  man  von 

den  betreffenden  Ausdrücken und die   Diffe- 

m  m 

renz  der  zu  :i;=^  und  :p=^  +  27r  gehörigen  Werthe  nimmt;  da 

diese  nach  den  obigen  Gleichungen  (3)  und  (4)  verschwindet,  so 

entstehen  die  bestimmten  Integrale 

cosmo;  dx  =  0, 
(6)  /  sin  mx  dx  =  0, 

r 

Für  m  =  0  ist  cos  tnx  gleich    der  Einheit,  sin  mx  gleich  Null,  «.  ^^j 

so  dass  alsdann   das   erste  Integral  den  Werth  2/f  erhält, 

zweite   verschwindend   bleibt.     Vermittelst   desselben   Princi] 

kann  man  aus  den  Gleichungen  (19)  und  (20)  des  angeftihrtei 

§71  Schlttssc  ziehen,    sobald   fltr   b  eine  ganze  Zahl  m,  für 

eine  ganze  Zahl  n  gesetzt  wird,  die  beide  der  Einfachheit 

als  nicht  negativ  angenommen  werden.    Es  finden  sich,  woferr^r^n, 

m  und  n  von  einander  verschieden  sind,  die  Gleichungen 

cos  mx  cos  nx  dx  =  0, 

sin  mx  sin  nx  dx  =  0, 

und  tlUr   irgend    zwei   differentc  oder  gleiche  Zahlen  m  udA.   m 
kommt 

(9)  /  sin  mx  cos  nx  dx  =  0, 

h 

Dagegen  erhält   man  tlUr  jede  von  der  Null  verschiedene  ZaU 
m  die  Gleichungen 


c 

T 
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(cos  mxf  dx  =  TT, 

(sin  iwa:)^  dx  =  7t, 

während  bei   dem  Werthe  m  =  0  das  Integral  (10)  gleich  2/r, 
das  Integral  (11)  gleich  Null  wird. 

Um  die  Ausbildung  der  Lehre  von  den  bestimmten  Inte- 
gralen im  engeren  Sinne  hat  sich  Euler  ganz  besondere  Ver- 
diensie erworben.    Nach  ihm  heisst  das  Integral 

(12)  g'(a,c)=/i— (1-yr'dy, 

0 

in  welchem  a  und  c   positive  Gonstanten  bedeuten,  eüi  Euler' - 
sches  Integral  der  ersten  Gattung,  das  Integral 

(13)  l\lc)=fe'"z'"''  dz, 

b 
wo  k  eine  positive  Constante  bezeichnet,  ein  Euler'sches  Inte- 
gral der  zweiten  Gattung.  Bei  dem  erstem  wird  die  zu  inte- 
grirende  Function,  falls  a  und  c  echte  Brüche  sind,  für  y  ==  0 
ond  fllr  y=  1  in  einer  solchen  Weise  unendlich,  dass  nach  §  73 
die  Ausdehnung  bis  zu  diesen  Grenzen  gestattet  ist.  Das  gleiche 
gilt  bei  dem  zweiten  Integral  für  die  untere  Grenze  z={\  wo- 
fern k  ein  positiver  echter  Bruch  ist ;  die  unendliche  Ausdehnung 
des  Intervalls  wird  durch  den  Satz  (II)  des  §  74  gerecht- 
fertigt. Wir  begnügen  uns,  hier  nur  wenige  Eigenschaften  der 
fuler'schen  Integrale  mitzutheilen. 

Das  Integral  der  ersten  Gattung  bleibt  bei  der  gegensei- 
tigen Vertauschung  der  beiden  Argumente  a  und  c  ungeändert. 
Denn  durch  Anwendung  der  Substitution 

(14)  y^\-z 

geht  die  Function  y^'(l-y)'"'  in  (l-*)''"*^^— \  dasDiflFeren- 
tial  dy  in  —dz  über,  die  untere  Grenze  wird  gleich  der  Ein- 
heit, die  obere  gleich  der  Null,  und  bei  der  Vertanschnng  der- 
selben verwandelt  sich  das  Integral  nach  dem  Satze  (V)  des 
§  25  in  den  entgegengesetzten  Werth.  So  ergiebt  sich  die 
Gleichung 


(15)  fy'-\x  _  yy-'  dy  =/(l  _,)•  -'  r'd., 

0  0 

deren  linke  Seite  gleich  q^{a^c\  deren  rechte  gleich  q^{c^a)  ist 
Man  kann  femer  den  Werth  eines  Integrals  q>{a^c)  mit  beliebigen 
Argumenten  auf  ein  Integral  zurückführen,  dessen  beide  Argu- 
mente positive  echte  Brtlche  sind.    In  dem  Integral 

(16)  <p{a,c+  1)  =/»""' (1  -y)'  dy 

0 

ist  der  Factor  y"'    gleich  dem  nach  y  genommenen  Differential- 

a 

quotienten  der  Function  ^—  j  so  dass  nach  (III)  des  §  25  durch 
theilweise  Integration  die  Gleichung 

(17)  /'r\i-y)'dy  =  [{(i-y)'][+^/y"(i-y)*"'rfy 

ü  0 

entsteht    Hier  verschwindet  die  mittelst  der  eckigen  Klammer 


angedeutete  Differenz,  weil  die  Function       (1  — jf)  sowohl  für 

y=0  wie  auch  für  ^=1  gleich   Null   wird.    Indem  das  Inte- 
gral der  linken  Seite  durch  Ablösen  eines  Factors  1  ^y  als 
folgende  Aggregat  dargestellt  wird 

(18)  /y'-' (1  -y)'dy=/y'-\\-yr'dy-/y\'^-y)'-% 

0  0  0 

hat  man  also  die  beiden  Relationen 

(19)  (p(a,c  •¥\)  =  (p  (a,  c)  —  qp  (a  +  1,  c) 

9)  (a,  c  4  1)  =  4"  9>  (^  +  1»  ^) 

aus  denen  die  Reductionsformeln 

(20)  g>(a  +  l,c)=— ^<]p(a,c),<]p(a,c4-l)=--^ 

U  "t*  0  O  "T"  C 

folgen.  Mit  Hülfe  derselben  lässt  sich  zuerst  das  eine,  dann 
andere  Argument  eines  gegebenen  Integrals  unter  die  positive  Eiioi- 
heit  herabdrttcken,  und  auf  diese  Weise  der  bezeichnete  Zweck 
erreichen.  Sobald  die  beiden  Argumente  gleich  rationalen  Brflcheo 
sind,   ist  das  Integral  der  zweiten  Gattung  das  Integral  einer 
algebraischen    Function.     Unter   der   Voraussetzung  c=l  ver- 


f 
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sciiwindet  der  Exponent  des  unter  dem  Integralzeichen  in  (12) 
befindlichen  zweiten  Factors,  die  unbestimmte  Integration  ergiebt 

die    Function  —  >  und  durch  Einführung  der  Grenzen  kommt 
(21)  y(a,l)=//-'dy=i-. 

0 

F^tlir  die  speciellen  Werthe  a=jrf  c=  ^  bewirkt  die  Substitu- 
tion  jf  =  tt',  dass 

0  0 

^^d.    Das  transformirte  Integral  fällt  alsdann  mit  dem  obigen 
^'gral  (1)  zusammen,  woraus  die  Gleichung 


-^(r  })= 


TT 


Auch    das  J^i^'sche  Integral   der   zweiten   Gattung  von 
iebigem  Argument  erlaubt  eine  Reduction  auf  ein  Integral, 
«en  Argument  einen  unter  der  Einheit  und  über  der  Null 
^^^^Seoden  Werth  hat.    Betrachtet  man  in  der  Darstellung  (13) 
^^*^    Factor   jr*""^    wieder    als    den    Differentialquotienten    der 


k 

et 

^^»iction     -  >   so  entsteht  durch  theilweise  Integration  die  Glei- 

K 

^ng 

0  u 

'^^^n  hat  die  durch  die  eckige  Klammer  angedeutete  Differenz 


-5    k 

e    e 


'^>^n&ll8  den  Werth  Null,   da   der  Ausdruck  —r-  für  £r=0 


^en  der  positiven  Potenz  z^  und  ttlr  positive  wachsende 
^i^^rthe  von  e  vermöge  eines  in  §  74  bewiesenen  Satzes  ver- 
^^twindet.    Mithin  folgt  aus  (24)  die  Gleichung 

^^rch  deren  wiederholte  Anwendung  jede  /'  Function  auf  eine 
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andere  zurückgeführt  werden  kann,  bei  welcher  das  Argunent 
zwischen  0  und  1  liegt.    Für  das  Argument  jb  =  1  kommt 

(26)  l\\)^fe-Uz. 

u 

Weil  die  Ausfllhrung  der  unbestimmten  Integration  den  Werth 
— e""*  liefert,  der  für  ^^  =  0  gleich  der  negativen  Einheit,  für 
ein  positives  unendlich  wachsendes  z  gleich  Null  ist»  so  findet 
sich 

(27)  /'(1)=1. 

Vermöge  der  Gleichung  (25)  nimmt  also  die  Function  /'(ifc) 
für  jeden  positiven  ganzzahligen  Werth  von  l  den  Werth 

(28)  /•(*)  =  1.2.3...(Ä;-1), 

oder  den  Werth  des  Products  der  natürlichen  Zahlen  von  1  bi 
(i— 1)  einschliesslich  an,  welcher  in  I,  §  46  (t— 1) 
genannt  und  mit  (X;  —  1)!  bezeichnet  worden  ist  Mit  BOek— 
sieht  auf  diese  Eigenschaft  hat  Qauss  in  der  schon  erwähn — 
ten  Abhandlung    disquisitioncs  generales   circa  seriem 


MB 


1  +  —  x-^  ...  fUr  die  Function  r(x)  die  Charakteristik  /7 eioe^ 

y 

Products 

/•(fc)  =  /7(jfc-  1) 

angewendet. 

Neben   den  ganzzahligen  Argumenten    hat   das  Argume^EJl 

-  für  die  7  Function  eine  hervorstechende  Bedeutung.    Bedie  vi/ 


man 


sich  bei  dem  in  (13)  dargestellten  Integral  ^'(o )  der  S&b- 


stitution  js  =  x^,  so  wird  ^       djs^=2dx,   und    es   entsteht  die 
Umformung 


(29) 


ac  OD 

/  e" z~~^ de==2 1  e"*dx. 


0  0 

Da  ferner  das  neue  Integral,  von  —  oo  bis  0  und  von  0  bi«  « 
genommen,  den8elben  Werth  liefert,  so  kann  der  Factor  2  fort- 
gelassen, und  statt  dessen  von  — oo  bis  oo  iutegrirt  werfen, 
woraus  der  Ausdruck 
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'«»         ,  'ii)=/ 


00 

e~^  dx 


OD 


hervorgeht    In  §  92  wird  bewiesen  werden,  dass  dieses  Integral 
gleich  der  positiven  Quadratwurzel  aas  der  Zahl  n  ist. 

Gapitel  X. 

DarBtelloDg  von  Fonctionen  dorch  trigonometrische 

Reihen. 

S     77.   ZvsammenhAiig  iwtoohen  Potenmrellien  und  tri^no- 

metrlsohen  Belhen, 

Bei  der  allgemeinen  Erörterung  der  Potenzreihen  in  I,  §  107 
"^t  sich  für  eine  nach  den  Potenzen  einer  Variable  3  geordnete» 
-^^ihe,  deren  Goefficienten  reell  sind,  gezeigt,  dass,  wenn  statt 
-*  clie  complexe  Grösse  x^-iy  gesetzt,  die  letztere  aber  mit 
^tilfe  des  absoluten  Betrages  r  und  eines  innerhalb  einer 
^^eisperipherie  eindeutig  bestimmten  Winkels  ^  in  die  Gestalt 
^  1 )  X  ^^  iy^=r  (cos  ^  4-  i  sin  ^) 

S^bracht   wird,   nach  Sonderung  des  Reellen   und  Imaginären 
^^x-  reelle  Theil  der  Reihe  die  Gosinus  der  auf  cinanderfolgen* 
^^xi  ganzen  Vielfachen  von  ^,   der  imaginäre  Theil  die  Sinus 
^^T  aufeinanderfolgenden  ganzen  Vielfachen  desselben  Winkels 
^xitbält.    Betrachtet  man  eine  nach  den  Potenzen  einer  Variable 
^     fortschreitende  Reihe,   deren  Goefficienten  complexe  Grössen 
^o  -f  td^jC, +td,...  sind, 

^üd  verfährt  mit  e  in  der  so  eben  bezeichneten  Weise,  so  liefert 
^ie  Trennung  des  Reellen  und  Imaginären  das  Ergebniss 

^  S'^«o'+.(CiC08^-diSin*)r+(CjCOs2*~d38in2*)rV ..  +  (c^cogg*— d^sing^^^ 

■^*  ^^o+ (c,  sin  ^ + djcos  ;>)r  +  (CjSin  2  ^ + d,co8  2  *> V . . + (c^sin  g  *  4- d^cos  g  i^y  ^ 

Bier  kommen  in  dem  reellen  wie  in  dem  imaginären  Theile  die 
^inns  und  Sinus  der  ganzen  Vielfachen  von  ^  vor,  und  man 
'^^nn  sich  jede  der  beiden  Reihen  ebenso  gut  nach  den  Potenzen 
des  Betrages  r  wie  nach  den  auf  einander  folgenden  Gosinus 
^i^d  Sinus  des  Winkels  ^  geordnet  denken.  Unbegrenzte  Reihen, 
I         Welche  nach  den  Gosinus  und  Sinus  einer  Grösse  ^  fortschreiten. 
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uud  dercQ  Coeflicienteii  .^  u„,  a,,  «,,..,  Ii,,  /%,  . , .  vou  i 
häui;i)^o  ruullu  GrÜsHen  sind,  von  der  Gestalt 
(4)  -a„  +  a,  cos  .'>  + 0^008  2  »  +  ... 

+  6,  8in9  +  i^8in2^  +  ..., 
werden  triifononu^triseke  Reihen  genannt;  diese  Reihen  nnifa«sen 
den  aaf  der   rechten  Seite   von  (3)  dargestellten    reellen   nnd 
inia^inftren  Theil  von  s .    Wie  im  vorigen  §  bemerkt,  sind  die 
Cosinus  und  Sinns  der  ganzen  Vielfachen  eines  Argument»  .'' 
periodisohe  Functionen  von  9  mit  der  Periode  2  t.    Da  unn  dir. 
Reihe  (4)  äUg  lauter  Gliedern  von  dieser  Beschaffenheit  besteht.       „ 
so  mnsB  auch  der  dargestellte  Werth  an  der  Eigenschaft  Theil      -M 
■nehmen,   bei  der  Vermehrung  des  Arguments  if  am  die  Grösse    -^3  | 
2  /i  ungeändert  zu  bleiben.    Aus  diesem  Grunde  gcnflgt  es,  des    .^a  \ 
Werth    der   Reihe  fUr   ein    Intervall  der   Variable  *   in»  Ange^^i*| 
ta  fassen,  dessen  Umfang  gleich  2n  ist;  wir  wählen  hierzu  diii'  -r  m  ^i 
von  — /i  bis  .T  ausgedehnte  Intervall,  und  zwar,  da  die  Reihe^^  «^ 
ftlr  beide  Argumente  den  gleichen  Werth  annehmen  masj>,  miV'^Jtj 
Einschluss  des  einen    Werthcs   —  ;i   und   mit  Ansschlnss  de^^a« 
andern  +  n.  \ 


%  78-  Entwlokclnng  einer  g:«B:«b«afla  Fnaotloii  In  «Ib« 
trlgronomstrlioliB  Reih«. 
Es  fragt  sich  jetzt,  unter  welchen  Bedingungen  eine  ftl  J 
das  Intervall  von  — /r  bis  +n  gegebene  Function  einer  Gnlss»-^ 
if  in  eine  trigonometrische  Reihe  entwickelt  werden  kann,  un^ 
welche  Mittel  für  diesen  Zweck  zu  Gebote  stehen.  Die  Bethen^ 
folge,  in  der  wir  uns  mit  den  beiden  Fragen  beschäftigen  wollaca 
ist  die  umgekehrte  von  derjenigen,  in  der  sie  hier  erwllii^ 
werden;  ausserdem  kUnnen  wir  bei  der  Beantwortung  der  erst«) — " 
eine  gewisse  willkUrlichc  Einschränkung  nicht  vermcidca.  Gi^ 
setzt,  eine  gegebene  Function  f{9)  lasse  sich  durch  etoe  n^M 
endlich  ausgedehnte  im  vorigen  §  mit  (4)  bezeichnete  trigi^S 
nnmotrische  Reihe  auf  die  Art  ausdrucken,  fIa«M  fllr  jedaM 
zwischen  —  /i  und  +  n  liegenden  Werth  von  .**  eine  Zahl  * 
angegeben  werden  kann,  hei  welcher  die  Summe  der  (2»  -*- 1 ' 
enrteu  Glieder 
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f  ^^  -  «0  +  Oj  COS  ^  +  ttj  COS  2  ^  +  . . .  -h  a^  COS  n  ^ 

+  6j  sin  ^  +  62  sin  2  ^  +  . . .  4-  6^  sin  n  * 

von  dem  darzustellenden  Werthe  numerisch  um  weniger  als 
eine  beliebig  gegebene  kleine  Grösse  co  abweicht.  Wenn  dann 
die  Function  f^d)  mit  einem  von  ^  abhängenden  endlichen  und 
stetigen  Factor  multiplicirt  wird,  so  ist  zufolge  §  72  das  nach 
^  innerhalb  der  Grenzen  —  tt  und  +n  genommene  Integral 
des  Products  gleich  der  Summe,  welche  entsteht,  indem  die 
einzelnen  Glieder  der  betreflFenden  Reihe  mit  jenem  Factor 
i^nnltiplicirt  und  nach  ^  in  dem  angegebenen  Intervall  integrirt 
"vverden.  Man  kann  nun  den  Factor  der  Function  f{ß)  so  ein- 
ehten,  dass  bei  der  Integration  der  einzelnen  Bestandtheile 
Reihe  alle  Glieder  mit  Ausnahme  eines  einzigen  beliebig 
wählenden  herausfallen,  und  nur  der  Goefficient  von  diesem 


^^h  alten  bleibt.    Zu  dem  Coefficienten  -a«  gehört  die  Einheit, 


einem  beliebigen  anderen  Coefficienten  a^  die  Function 
m^,  zu  einem  beliebigen  Coefficienten  h^  die  Function 
m^  als  Factor.  Hierbei  benutzt  man  die  in  §  76  von 
^^3  bis  (11)  notirten  bestimmten  Integrale,  deren  von  einer 
^^liebigen  Grösse  ^  bis  f -l-27r  auszudehnendes  Intervall  unter 
^^ir  Annahme  f= — n  von  — /r  bis  -k-n  geht  Für  jede  von 
"^^11  verschiedene  ganze  Zahl  n  gelten  die  Gleichungen 

**^Ugegen  ist 


— /r  — « 


— jf 


*^»er  kommt,  wofern  m  nicht  gleich  Null  ist,  für  jeden  von  m 
"^^Tschiedenen  Werth  der  Zahl  n, 

^'*)     /  cos  n  *  cos  m  *  d  ^  =  0,  y  sin  n  ^  cos  m  ^  d  ^  =  0, 


— «  —71 


C5)   ycoBn*sinm*d;^  =  0,  y^sinn^sinm;>d*  =  0, 
^^d  ausserdem 


*   462     Entwickelttng  einer  Function  in  eine  trigonometrische  Reihe.    §  7^ 

(6)      /  coBrnd- C0Bm0^dv^^7r,   /  8inm^co8m^  =  0, 


(7)  /  cos  m  *  sin  m  ^  d  ^  =  0,   /  sin  m  ^  sin  m  *  =  tt. 

Demnach  entstehen  durch  Anwendung  der  genannten  Factore^^i^ 
die  folgenden   Gleichungen,    vermöge   deren   die   sämmtliche^^n 
Coefücienten  der  trigonometrischen  Reibe  mit  Httlfe  be8timmt6=^3e(T 
Integrale  ausgedrückt  werden, 

(8)  ffi.^)d»  =lao-2^, 

(9)  yV(^)  cgs  m  *  d  *  =  a^ .  /r, 

(10)  ff  i»)  t\nm»d»  =  b^.  it. 

Die  Gleichungen  (9)  und   (10)   sind   für  einen  von  N    ^^mi^W 
verschiedenen  Werth  der  Zahl  m  abgeleitet,  die  Gleichung    ^1^) 
geht  jedoch  bei  m  ^=  0  in  (8)  über  und  gilt  daher  mit  Einseht 
des  Werthes  Null.    Da  in  Folge  der  Definition  eines  bestim 
ten  Integrals   der  Buchstabe,   welcher   die  Integrationsvaria"^-^ '^ 
andeutet,  durch  einen  beliebigen  anderen  ersetzt  werden  dsB>^; 
so  möge  in  (9)  und  (10)  statt  des    in   der  Reihe  gebrauch  ^^d 
Buchstabens  ^  ein  anderer  a  gesetzt   werden;   dann   ergelL>^o 
sich  fUr  a^  und  h^  die  Bestimmungen 

(11)  a^=r  —   /  /'(a)cosmadof,  6^= —  /  /'(a)sinmoäa. 


—  n 


Bei    der  Substitution   dieser  Ausdrücke   in   die  Reihe  (1)    des 
vorigen  §  gewinnt  dieselbe  die  Gestalt 

(12)   ^  I  f{pL)da+^  /  fia)cosadacoQ^'{-  ^  1  f(a)cos2adaeo92  ^  + 


—  TT  —ft  —n 


—  1  /'(a)sinado8inv>H /  /'(a)8in2afl[a8in2i^'  + 


—  n  — /r 


179. 


CoDvorgenz  e 


r  triB-onf)m<>triÄclien  Reihe, 


Ks  werden  also  die  Coefflcieaten  der  gesuchten  KutwickeluDg 
•Itireb  AugfUhrun;;  von  bestimm  teil  lutegTatlonen  gefuDden;  mit 
«llesem  Viirt'ahren  Itegiimt  eine  neue  Anwendiiog  der  Integral- 
Technnag. 


^•1] 
^^^< 


9  79.    Cntwsnchnng  der  Convargenx  einer  trlgonometrliohen 

Xellie  vermittelst  dea  Ansdmoka  der  flamme  einer  andlloliea 

ZaU  Uirer  OUeder  dnrob  ein  beetlmmtea  Integr«!- 

Wenn  eine  Functidn  f(!})  für  das  von  —  -i  bis  +  :i  aus- 
[ebotc  Intervall  eindeutig,  endlieb  und  stetig  gegeben  ist,  bo 
lassen  sich  die  zugebflrigen  in  der  Reihe  (12)  des  vorigen  § 
angegebenen  Coeffieienten  aufstellen,  und  es  ist  möglieb,  abge- 
sehen von  irgend  einer  vorläufigen  Annaüme,  zu  prtifen,  ob  die 
«o  entstandene  Reibe  convergire  und  den  vorgeschriebenen 
Werth  f{(/)  ricbtig  ausdrücke.  Diese  Aufgabe  hat  Lejeunc 
JDiriehiet  in  dem  Aufsätze  sur  la  convergence  des  serics  trigono- 
wnetriques  qui  scrvent  ä  rcprt'senfer  une  fondion  arbilraire  enirc 
*3es  limites  donnies,  Crdlcs  Journal  Bd.  IV,  zum  ersten  Male 
gelöst,  und  s|iilter  in  Doves  ReperioriHm  für  Physik  mit  sehr  ein- 
fachen HUIfaniitteln  behandelt;  wir  werden  uns  der  letzteren  Be- 
nrbeitung  anschliessen.  Zur  Beurtheilung  der  Couvergenz  ist 
die  Summe  der  f2n+l)  ersten  Glieder  der  Reihe  (12),  oder 
ilie  im  vorigen  §  mit  (I)  bezeichnete  Summe  zu  untersuchen, 
nachdem  fUr  a^  und  b^  die  Ausdrücke  (11)  substituirt  sind: 
Holtald  sieh  dieselbe  fllr  eine  wachsende  Zahl  n  einem  festen 
Orenz-wertbe  nähert,  stellt  dieser  den  zu  ermittelnden  Wertb 
<ler  vorgelegten  unendliehen  Reihe  dar.  Um  die  betreffenden 
Olieder  zusammenzufassen,  können  die  von  den  Integrationen 
Unabhängigen  Faetoren  eosm'>  und  sinm^  unter  die  bezüg- 
lichen Integral/.eichen  genommen  and  je  zwei  demselben  Wertbe 
der  Zahl  m  entsprechende  Integrale  mittelst  der  Relation 


/7< 


f{a)cogmadavo%mÖ+  f  f{a)ahin 


«<*=//-(o)cosfM(o-ö)drt 


Tcreinigt  werden.  Hierauf  lässt  sich  die  Summe  des  ersten 
Integrals  nnd  derjenigen  Integrale,  welche  zu  den  Zahlen 
w=l,8,...n  gehCren,  da  Bberall  die  Grenzen  dieselben  aind 


■  n  geboren. 
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und  f(a)  als  Factor  auftritt,  folgendennassen  als  ein  einziges 
Integral  darstellen 

(2)     ^y/'Wß  +  C08(a  "»)  +  co82(a-^)  +  .. .  +  oom(a—&)\da, 
— jf 
Aach    bat    es    keine   Schwierigkeit,   die  als   Factor   von  f(a) 
erscheinende  endliche  Summe  durch  einen  geschlossenen  Ans- 
druck  £0  ersetzen. 

In  ly  §  98  ist  der  mit  (1)  bezeichnete  Summenansdruck 
einer  endlichen  geometrischen  Reihe  unter  der  Voraussetzung  be- 
trachtet worden,  dass  die  bezüglichen  Elemente  beliebige  com- 
plexe  Werthe  erhalten.  Für  den  gegenwärtigen  Zweck  genttgt 
es,  die  Reihe  zu  vereinfachen,  indem  die  dortigen  6H>ssen  r 
und  X  gleich  der  Einheit  gesetzt  werden,  auch  schreiben  wi 
der  Uebcrcinstimmung  wegen  n  statt  t]  dann  kommt,  der  Glei 
chung  (5)  in  I,  §  43  entsprechend, 

Zieht  man  jetzt  auf  beiden  Seiten  den  Werth  -  ab,   und  si 


stitnirt  für  ^  eine  complexe  Grösse  cos  ß  -{-  i  sin  /?,  deren 
trag  gleich  Eins,  die  aber  selbst  nicht  gleich  Eins  ist,  bei  CLZIer 
also  das  Argument  ß  nicht  gleich  Null  oder  einem  gansaseo 
Vielfachen  von  27r  sein  darf,  so  gilt  die  Gleichung 

,..  1 — (cosÄ+isin/?)  1       1    ,  ,       ^  .  •  •    ä\  .      .  /       /» .  •  • a^» 

(^)  l-\Jß+isifß) 2=2  +(C08/J+.8.n/?)  +  ..  +  (c08/J+.««^; 

nach  geschehener  Trennung  des  Reellen  und  Imagin&ren  erbUt 
die  rechte  Seite  die  Gestalt 

(5)  —  +  cos  //  +  cos  2  //  +  . . .  +  cos  n  /? 

+  i  (sin  /]?  +  sin  2  /?  +  ...  +  sin  n//), 
und  liefert  desshalb  als  reellen  Theil  für  /?=a  —  ^  die  in  Rede 
stehende  Summe.    Man  darf  den  Nenner  der  linken  Seite  von  (4; 
durch  Einttihrung  des  halben  Winkels  ß  so  umformen 

(6)  1  — cos/?  =2 sin» -|-,  8in//  =  2sin  |-cos  |» 
1  —  cos/?  —  tsin//= — 2 »sin  -^ (^^8  g  "*" *®'°  2  )' 
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^^^  erhält  mithin,  indem  der  Zähler  und  Nenner  von  (4)  mit 

ß       '  '    ß 


^^tn  Factor  cos-^ — *8i^4  »"wltip'icirt  wird,  den  Ausdruck 


C08 

O)    - 


ß       .  .     ß       (      (2n+l)/J^  .  .    (2n+l)/?\ 


—  2»8in-^ 
2 


«Jessen  reeller  und  imaginärer  Theil  beziehnngdweise  den  reellen 
'und  imaginären  Tbeil  von  (5)  darstellt.  So  gelangt  man  zu  den 
<7leicbuDgen 

(2n+l)/? 
8>n g-  - 

(8)  —   ^ — =-  +008/!^ +  008  2/?+... +  co8n/J, 

2Bin|  - 

(8*)   = j-^ =  sin /?+ 8in2/S  +  ...  + sinn/?; 

2.in| 

Vermöge  der  erstem  geht  bei  der  Substitution  /?=«  — ^  das 
fntegral  (2)  in  das  Integral 

'^       .    (2n-H)(«-^) 
sm -r 


Co)  \ffia 


^l)er.     Dieses  lässt  sich  ferner  transformiren,  indem  statt  a  eine 

„ ö. 

ariable  y= — 5 —  eingeführt  wird.    Dann  ist  a  =  d+2y,  für 

a  tritt  das  DifiPerential  2dy  ein,  die  Orenzen  der  Integration 

erden  respective  — r und  -  -r-  ?  und  statt  (9)   erscheint 

Integral 

2 

8in(2n+  \)y 


10)  4./^(^  +  2y)°-l^ii^-*i^dy; 


2 

dasselbe  ist  der  gesuchte  Ausdruck  der  Summe  von  den  (2n4-l) 
ersten  Gliedern  der  vorgelegten  trigonometrischen  Reihe. 

LipMbiU,  AnalyaU  II.  30 


&U)ige;teichnetes  lieslimmlo«  lijti'ßit'al 


%  80.    DUonMlon  «Inei  «iug«x«lfllin»tMi  «In«  wUlkttrUeh« 
Fnaotlon  eatbaltandan  bsitlmmten  Intcgrala. 

Die  Ermitlelung  des  Grenzwertbes,  dem  sicli  das  im  vori- 
gen §  mit  (10)  bezeicbiiete  Integral  nähert,  bangt  baii|)tsächlicfa 
von  der  Betrachtung  eines  Integrals  derselben  Gestalt  ab,  he[ 
dem  die  eine  Grenze  gleich  Null,  die  andere  Grenze  gleich 
einer  positiven  Grösse  h  ist,  welche  zunUch»t  gleich  oder  kleiner 

als  -r-  sein  möge.  Setzt  man  an  Stelle  des  FunctioDSzetchens 
f{»  +  2Y)  das  einfachere  ^  (y),  fUr  die  Zahl  2n  +  l  den  Buch- 
staben k  and  läset  den  Factor  —  fort,  so  entsteht  das  Integral 


(1) 


=/,(,)' 


mir 


dy, 


das  wir  jetzt  zn  erörtern  haben.  Der  Werth  des  lutegralg,  weicht 
aus  (1)  hervorgeht,  indem  die  Function  (f'(y)  gleich  derEinheill 
und  Ä  =  -^-  gonomiuen  wird, 


(2) 


folgt  leicht  aus  der  Gleichung  (8)  des  vorigen  §. 
hier  j^^Sy,  »o  kommt  die  Gleichung 


.g.       Bin(2»H-l)j' 
^   '  2  Hin  V 


-  +  eo82y+ COS  4 /■  +  ...  +  008211^, 

des  Wertbes  /= 


welche  nach  ihrer  Ableitung  mit  Ausschlui 

gilt,  lici  der  sieh   aber  die   linke    ond  rcrhtc  Seite  für  «ii 

gegen  die  Null  convergirendou  Werth  von  /  demselben  Gi 


werthe 


rl 


nühem.    Eine  von  0  bis  . 


ausgedehnte  1 

gration  der  linken  Seite  von  (H)  ergiebt  das  gesuchte  Inlegtiu-*  j 
welches  in  dem  Integral  (20)  des  %  73  enthalten  nnd  somit  at-  - 
berechtigt  erwiesen  ist.    Dei  der  Integration  der  Bvstandthctl -«^ 

der  ^rechten  Seite  von  (3)  erzengt  nur  dieConatante 


Null  vorschiedenon  Werth 


dagegen    jedes 


den  TAH 
andere    Gli«l 
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COS  2my  das  unbestimmte  Integral  ^^ — -j  folglich  durch  Ein- 

fülining  der  Grenzen  0  und  —  den   Werth  Null,  so  dass  aus 

d^i"    Gleichung  (3),  nachdem  wieder  2n  +  l=*  gesetzt  ist,  die 
Bestimmung 


(4) 


hervorgeht 

^uf  die  Eenntniss  dieses  Integrals  stützt  sich  die  Unter- 
suchung des  Integrals  (1),  das  unter  dem  Zeichen  die  Func- 
tioii  if{y)  als  Factor  enthält,  und  dessen  Werth  für  eine 
^^ach  sende  Zahl  t  zu  ermitteln  ist.  Die  Function  <jp(y)  soll  nun 
zuerst  die  Bedingung  erfüllen,  für  das  ganze  von  0  bis  ä  ge- 
hende Intervall  endlich,  stetig,  ausserdem  positiv  zu  sein,  und 
J^ait  Wachsendem  y  niemals  zu  wachsen,  das  heisst  entweder  ab- 
^^nelimen  oder  auch  in  einzelnen  Theilen  constant  zu  bleiben. 

^*   ^«r  Factor  —. —   in  dem   betreffenden    Intervall   ebenfalls 

siny 
^tets    positiv   bleibt,   so  wird  das  Vorzeichen  der  in  (1)  unter 
^em  Integralzeichen  befindlichen  I^unction  nur  durch  den  Factor 
®**^  Ä  7  bestimmt.    Theilt  man   das  Intervall  der  Integration  in 

^*ie     Folge  von  Intervallen,  die  sich  von  0  bis  ^j  von  -r-  bis 
^     ^  "»  u.  8.  f.  und,  wenn  das  gröste  unter  ä  liegende  Vielfache 


_  7_ 

-V-  das  I&che  ist,  von  —z—  bis  ä  erstrecken,  so  durchläuft 

^^*     Argument  ly  die  entsprechenden  von  0  bis  tt,  von  n  bis 
^^      u.  s.  f.,   ausgedehnten  Intervalle;  die  Function  sin  fcy  fällt 


alb  im  ersten  positiv,  im  zweiten  negativ  aus,  und  wechselt 

^^Imässig  ihr  Vorzeichen.    Wenn  daher  die  von  0  bis  A  aus- 

•     ^^Irende  Integration  nach  einander  über  die  genannten  Theil- 

^   *^^TalIe  erstreckt  wird,   so   erscheint  S  als  ein  Aggregat  von 

^*^gralen,    bei  denen  die  Function   regelmässig   abwechselnd 

^^    positiv  oder  nur  negativ   ist,   und  das  wir,  wie  folgt,  be- 

^^^Imen 
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(5)  S  =  R,-R,  +  ...  +  i-l)'R',', 

hier  ist 


2m 


w  ^'-ß(r^W'-    -«.=/'^fr)17''' 


0  jrr 


(-1)' R=ß^y)  ^ äy,... i-l)'R',^fl  M  ^ äy. 


\n  In 

~k  T 


Da   bei    jedem   dieser  Integrale   das  Vorzeichen   des  Factor 

^V— -  ungeändert  bleibt,  so  erhält  man  durch  den  Satz  (VII^C^H) 
siuy 

des  §  25  Grenzen  ftir  den  Werth  des  einzelnen  Integrals,  ind< 
man  über  den  Factor     "  ^   innerhalb   des  betreffenden  Inte 

siny 

yalls  integrirt  und  das  Integral  respective  mit  dem  grösten  qe 


kleinsten  Werthe  der  Function  (p{y)  multiplicirt  Wegen  d  ^r^r 
vorausgesetzten  Eigenschaft  der  Function  r/)(y),  niemals  zu&^  *■.;• 
nehmen^  ist  der  Werth,  welcher  zu  der  unteren  Grenze  des  eS 
zelnen  Integrals  gehört,  stets  der  gröste,  der  zu  der  ober- 
Grenze  gehörende  Werth  stets  der  kleinste  innerhalb  der  Im 
gration  vorkommende,  den  Fall  ausgenommen,  wo  beide  einani 
gleich  sind  und  der  Functionswerth  constant  bleibt.  Demnj 
bestehen  unter  Anwendung  der  Bezeichnungen 

TT  2Jf 


(7) 


/k  r%k 

sinj'  "^'  ^'      J     siny  '*^' 


0 


(»-Hl)^ 


/k  j^k 

Sil)}'  u    ^'"y 

vn  In 

~k  k 


die  Ungleichheiten 
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C8)  <p(0)e,     ^Ä.?>y(-^-.)p„ 

Offenbar   ist  das   Aggregat  der   in   (7)  eingeführten  Integrale 
gleich  dem  Integral 

Binky 


0 


dy> 


reiches  für  ä  =  -^  in  (2)   übergeht  und  nach  (4)  den  Werth 
—  hat.    Wenn  daher  t  denjenigen  Werth  der  Zahl  l  bedeutet, 

TT 

'Welcher  zu  h  =  —  gehört,  so  gilt  die  Gleichung 

Herbei  ist  zu  bemerken,  dass,  weil  h  höchstens  gleich  ^    sein 

darf,  die  Zahl  l  niemals  einen  grösseren  Werth  als  t  annehmen 
l^ann. 

Die  positiven  Grössen  q^^  ^,,  ^j, ..  besitzen  die  Eigenschaft, 
dass  jede  derselben  kleiner  als  die  vorhergehende  ist.  Dies 
folgt  mit  Hülfe  des  vorhin  benutzten  Satzes  daraus,  dass  in 
jedem  der  Integrale  (7)  der  Factor  sin  Icy  sein  Vorzeichen  be- 
hält und  der  positive  Factor  .  —  mit  wachsendem  y  stets  ab- 
mimmt.  Der  Werth  ( — 1)*^^^  liegt  somit  zwischen  dem  Product  der 
Berthe und  -  ,— -,v  -  in  das  über  den  Factor  sinfcy 

am  -  —  sin  ^^ — 

k  k 

genommene  Integral 


470  Ausgezeichnetes  bestimmtes  Integral. 

/'.    ,      -         r     cosÄyT  *        2(— 1)' 

k 

man  erhält  daher  die  folgenden  Ungleichheiten 

1  2 


(10)  ^0 


-r>^i 


n         k 

81Q  — I — 

1  2 


.    71      k  -^^1-^      .     2n        k 
8in-p  8in    _— 

k  k 


J 2  1  2 

.'    V7t    ~k  "^^""^  ,    (v+Oti  k 
81Q  — T—  •        Sin 


np. 


k  '  k 

m 

die    an    einander    anschliessen   und   ans    denen   das   Behe^—^ 
tete  folgt.    Der  numerische  Werth  q\  des  letzten  in  (7)  auf^=^re 
tenden  Integrals  bildet  keine  Ausnahme,  weil  das  entspreche—    ocfe 

Integrationsintervall,  das  von  —  bis  h  geht,  sich  höchstens         bis 
zn  einem  Werthe  h  =  ^ — r-^  erstrecken  kann,  und  dämm 

(11)  Q',<e, 

sein  muss,  mithin  gewiss  ^/_,>^',  ist.  Das  Gleiche  gilt  für 
die  letzte  in  (9)  vorkommende  Grösse  q'^  welche  zu  der  ^Vor- 
aussetzung h=^—  gehört. 

Hält  man  die  Ungleichheiten 

(12)  ^o>^i>^a---  >^/-.,>^'/ 

mit  dem  Umstände  zusammen,  dass  die  Function  (f{y)  bei  wach^^^^Q' 
dem  Argument  nie  zunimmt,  so  zeigen  die  Ungleichheiten        W» 
dass  unter  allen  Umständen  die  untere  Grenze  von  i?^  grösser^  '^ 
als  die  obere  von  JB,,  u.  s.  f.,  dass  also  auch  jede  der  positÄ-^^D 
Grössen  B^,  2Z„...B'^  von  der  vorhergehenden  öbertroflfen  ^i^'J'^- 
Hier  kommt  ein  Princip  zur  Anwendung,  welches  scho^^'' 
§  10  benutzt   ist  und   erlaubt,  falls  eine  Grösse  D  gleich  ew^r 
Summe   von  Gliedern   ist,   deren  Vorzeichen   regelmässig     *^ 
wechseln   und   deren    numerische  Werthe    der  Reihe  nach    ^b- 
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nehmen,  den  Werth  von  D  in  Grenzen  einznschliessen.    Es  sei 

(13)  i)  =  ^„-^, +  ...  +  (- 1)'^,, 

(14)  A,>A,>A,      ...>^,>0, 

dann  liefert  die  Summe  einer  geraden  Anzahl  vom  ersten  ab 
auf  einander  folgender  Glieder  einen  kleinern,  die  Summe  einer 
ungeraden  Anzahl  vom  ersten  ab  auf  einander  folgender  Glieder 
einen  grösseren  Werth  als  D,  oder  es  gelten  die  Ungleichheiten 

Aq—  A^-^  A^—  A^-¥  . . ,  -¥  A^^^2     Aim-i "^  -^w- 

Vermöge  derselben  folgen  aus  (5)  für  jede  unter  l  liegende  un- 
gerade Zahl  2m  + 1  die  Ungleichheiten 


(15)      \jj 


{ 


SZ>  Rq  —  xJj  -4-  .  .  .  +  ■B3,|,«.2  —       I 


Sn— 1 


und  ebenso  aus  (9)  die  entsprechenden 

n 

2">^0  —  ^1  +  •  •  •  +  ^2*.-2~  ^2m-l 

(17)         <;  ^ 

Die  beiden  Ungleichheiten  (16)  lassen  sich  mit  Hülfe  von  (8) 
erweitem,  und  zwar  die  erstere,  indem  statt  R^^  12„ . .  kleinere 
Werthe,  statt  iZj,  2Zg, . .  grössere  Werthe  gesetzt  werden,  die 
zweite  durch  das  umgekehrte  Verfahren.    So  ergiebt  sich 


I 


^m-l 


oder  durch  Vereinigung  der  mit  gleichen  Factorcn  versehenen 
Glieder 

S<:    9(0)  ^0-  «'(y)  (^1-^2)  -  •  •  --^T^-l^jC^a— 1-  etm)' 

Da  femer  sowohl  die  Differenzen  Qo—Qu  ^j  — ^s»"  •  ^^^  ^^^ch 
die  Differenzen  g^ — ^j,  ^a"^*»-"  positiv  sind,  so  wird  die 
rechte  Seite  der  ersten  Ungleichheit  verkleinert  oder  keinen- 
falls     vergrössert,    wenn     man     statt     der     Functionswerthe 


(■(2« 


-l)»\ 


(pi      i,...fpi\-—    _■-  j  den  keiiienfaMs  ZU  grossen  WerthTT 
und  diö  rechte  Seite  der  zweiten  Ungleichheit  ketnenfalls  vcrkle'^ 
nert,   wenn  man  statt  der  Fmictionswerthe  q"( -^)>  ■  ■ -^l    ~r — -— ^ 

den  schnn  eharaoterisirten  letzten  Weith  yf    — -  J  uubstitnirt,  tum^^m 
es  knmnit 

(20)  s>,^(l^)fp^_p,  +  ...  +  e^__e^^^l, 

(21)  S<^(0)f„-^(-^)(e-g^+...+e^-ß^); 

I   die   zweite  Ungleichheit   (21)   geht    durch  Addition    and  Suh   ^^ 
tractioD  des  Ausdrucks  ?'( --,~)po  i"^  '^'^  folgende  über 

DieSnmmen,  mit  denen  auf  der  rechten  Seite  von  (20)  nad-Ä^ 

\  (21*)  der  Functionswertb  qof-    -- 1  mnltiplicirt  wird,  sind  be — ^ 

ziehnngsweise    dieselben,   dnrch    welche   nach  (17)  der  Werth«^- 

-^  eingeschlossen  ist.    Ihr  Unterschied  ist  die  Griisse  p,^,  di< 

sich  zufolge  (10)  zwischen  den  folgenden  Grenzen  Irelindet, 


I  (22) 


J-l)n  k  ' 


I  die  Zahl  2f»+l  Hegt  niiter  l,  die  Grosse  -j-  unter  A,    mithi-^*' 


auch 


(2«+J)5 


unter  h.    Um  nun  zu  erkennen,  wie  sich  di 


Werth  S  bei  einer  Über  Jedes  Mass  wachsenden  Zahl  k  Yorliäl 
kann  die  zugeliürige  Zahl  2m +  1  so  gewählt  werden,  das» 
Grosse  q^^  beliebig  klein  wird.    Dies  geschieht,  indem  man 
Zahl  2mi  +  1  mit  Ic  zusammen,  jedoch  in  solcher  Weise  wachs 

lässt,  daas  der  Bruch t —  abnimmt.     Wird    znm  Beisji 

2»i  +  l  gleich  derjenigen  ungeraden  Zahl  genommen,  die  di.  ^LTthl 

unter,  der  Quadratwurzel  aus  h  Hegt,  so  ist 
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gestellten  Bedingung  gemäss  für  ein  genügend  grosses  Tc  kleiner 
als  die  gegebene  Grösse  A,  und  sinkt  für  ein  stets  zunehmendes  h 
nnter  jede   noch   so  kleine  Grösse  herab.     Für  einen  beliebig 

Q    4i|      ,1m        1 

kleinen  Wcrth  - — r —  convergirt  jeder  der  beiden  Brüche 

2m7i  (2m+  1)71 


.     2iW7r  .    (2m  4- 1)71 

8IQ  -    -.; Bin  -^^^ ; -- 

K  K 

öach  §  13  gegen  die  Einheit;  daher  ist  wegen  (22)  die  Grösse 

^'^Mm   zwischen   zwei   Grenzen   eingeschlossen,   deren   obere   von 

1                                               2 
»aZr->  deren  untere  vourr ,<      beliebig  wenig  abweicht,  und 

^^  {2»i-f-l)>'r  "  " 

"^t   deshalb  unter  der  angegebenen  Voraussetzung  in  der  That 
^i^aen  beliebig  kleinen  Werth. 

Leitet  man  also  aus  (17)  die  Ungleichheiten 

^0  -  ^1  +  •  •  •  +  ^2«-2~  ^2«-l  ^  Y  ~  ^2«.» 

^>    80  ist  klar,    dass  die  crsterc  in  (20)  vorkommende  Summe 
^^^sser  als  ein  beliebig  wenig  unter  -^  liegender,  die  zweite  in 
^    )  vorkommende  Summe  kleiner  als  ein  beliebig  wenig  über 
^      liegender  Wcrth  ausfällt.    Unter  den  über  Tc  und  m  getrof- 
fen Voraussetzungen  nähert  sich  das  Argument      ^     von  der 
«^^Bitiven  Seite  her  der  Null,  folglich,  da  (p{y)  als  eine  stetige 
^^ction  ihres  Arguments  definirt  ist,  die  Differenz  ff\—j-  )  —  t(0) 

^^^   ÜuU,  oder  der  Werth  g'f^^)  dem  Werthe  y(0).  Auf  der 

'^^chten  Seite  von  (21*)  ist  die  Differenz  y(0)-y(^^'')  mit 

^^  Grösse  q^  multiplicirt,  die  auch  für  einen  über  jedes  Mass 
^^clisenden  Werth  von  Ic  eine  gewisse  feste  Grösse  nicht  über- 
^l^^eitet.    Denn  aus  der  ersten  Ungleichheit  (17)  folgt  bei  dem 

^^ithe  m  =  1  die  Bestimmung 
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ferner  aus  (10) 


^«<  Y+^tj 


1 


mithin 


(25) 


Bin-7- 
k 

*' 

n 

n 

k 

2 
n       n 


sin^r- 
k 


WO  der  zweite  Summand  der  rechten  Seite  fttr  ein  wachaend^^Sil 
nach   dem  vorhin   angewendeten  Schlüsse  von  der  Grösse       -^ 
beliebig  wenig  abweicht,  folglich  eine  obere  Grenze  von  q^        be* 

liebig  wenig  von  der  Grösse   --  H verschieden  ist  Deiim     ich 

nähert   sich   auf  der  rechten  Seite  von  (21*)   das   ans  q^  ^■nod 
der  Differenz   <)p(0)  —  g)f-^-j  gebildete  Product  der  Null,       die 

Summe^^— ^j4-...~^.^^__j-4-ß2^  dem  Werth  —  >  auf  der  recbaiteo 
Seite  von  (20)  die  Summe  ^o""^! +  •  •  •  +  ^aji.-a~^««-i  ©bentafli 
dem  Werth   '^  »    in    beiden   Ausdrücken    der    Functionsw^^^ 

rf  (  —  .-']  dem  Functionswerthe  (f{^).    Es  convergiren  also    die 

beiden  Grössen,   zwischen   denen   der  Werth   S  eingeschlos^eo 
ist,  für  eine  wachsende  Zahl  k  und  eine  angemessen  gewäUie 


71 


Zahl  2  m  4-1  gegen  denselben  Grenz  werth -- ()r(0),  und  wir  er- 
halten  die  Bestimmung 


lim  .  /  qp  ( 


(26)  Iiin./7'W-^0rfy  =  YT(O). 


0 


Bei  der  Ableitung  dieses  Resultats  war  angenommen,  di» 
die  Function  q^{y)   für   das  Integrationsintervall  endlich,  stetig 
positiv  und  niemals  wachsend  sei ;  indessen  kann  man  die  bf 
treffenden  Voraussetzungen   bedeutend  erweitem.    Es  sei  f  ( 
innerhalb  des  Integrationsiutervall  endlich,  stetig,  stets  nega 
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I  algebraisch  niemals  abnehmend,  dann  hat  die  Function 
gp(y)  diejenigen  Eigenschaften,  welche  vorher  der  Function 
0  beigelegt  wurden,   und  daher  gilt  die  Gleichung 

)  Hm  .ß-<pir))  "^dY  =  ^  (-9>(0)); 

0 

se  geht  aber,  indem  beide  Seiten  mit  der  negativen  Einheit 
Itiplicirt  werden,  in  die  Gestalt  von  (26)  über.  In  (26)  ist 
cier  der  Fall  mit  einbegriffen,  dass  (p(y)  gleich  einer  positiven 
ostante  oder  vermöge  der  letzten  Erwägung  auch  gleich  einer 
^tiven  Gonstante  sei.  Man  hat  also  für  eine  positive  oder 
^tive  Gonstante  c  die  Gleichung 

/       Biny  2 

0 

dun  nun  eine  Function  q^{y)  9Xx  das  ganze  Intervall  endlich 
d  stetig  ist  und  niemals  wächst,  so  kann  stets  durch  Hinzu- 
diren  einer  positiven  Gonstante  c  bewirkt  werden,  dass  <jp(y)+c 
sser  den  genannten  Eigenschaften  von  (p{y)  noch  die  neue 
^ält,  stets  positiv  zu  sein;  wenn  dagegen  eine  Function  9)(}^) 
das  ganze  Intervall  endlich  und  stetig  ist  und  niemals  ab- 
Qmt,  so  lässt  sich  immer  eine  negative  Gonstante  c  so  wählen, 
*8  g)(y)-4-c  ausser  den  Eigenschaften  von  (f{y)  noch  die  neue 
^ommt,  stets  negativ  zu  sein.  Beide  Male  ist  daher  die  An- 
ndung  der  Gleichung  (26)  auf  die  Verbindung  qi{Y)'\'C  be- 
htigt  und  liefert  das  Ergebniss 

')         lim  .  /((qpCy)  +  c))  ^  dy  =  1 9,(0)  +  |-  c. 

0 

^  linke  Seite  lässt  sich  durch  die  Summe  der  linken  Seite 
^  (28)  und  eines  mit  der  linken  Seite  von  (26)  ttbereinstim- 
t^den  Ausdrucks  ersetzen.  Daher  folgt  durch  Subtraction 
^er  die  Gleichung 

>  iim.y^f(r)^0d,.=  ^-<,(O). 

0 

Iche  jetzt  für  jede  Function  qp(y)  erwiesen  ist,  die  von  y=0 
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bis  ^=r%  endlich   und   stetig  ist  und  nicht  vom  Wachien  xi 
Abnehmen  oder  umgekehrt  übergeht. 

Für  den  beabsichtigten  Gebrauch  ist  es  wesentlich,  an»*    ^^ 
den  Werth   eines  Integrals  zu   bestimmen,  dessen  Function  ^^^-^ 
Gestalt  von  (30)  hat,   bei   dem  aber  die  Integration  mit  ein^^»ei 
von  Null  verschiedenen  Werthe  beginnt.    Es  sei  y(y)  von  y====j 

his  y  =  h,  wo  0<g<h^—  ist,  als  eine  endliche,  stetige  OHc^uid 

nicht  vom  Wachsen  zum  Abnehmen  übergehende  Function  ^  ge- 
geben, so  darf  man  vorschreiben,  dass  q*  (y)  für  das  von  0  biJr-  m\%  j 
reichende  Intervall  unverändert  gleich  dem  gegebenen  AnfiuiHi^Bgs 
werthe  (p(g)  sei,  und  hat  dann  eine  Function  ^(y),  die  ^  voi 
•  y=0  bis  y=h  die  Bedingungen  unserer  Gleichung  (30)  erflB'"^3ft]It 
Wendet  man  die  letztere  zuerst  für  das  von  0  bis  gj  dai^r^  .niof 
für  das  von  0  bis  h  reichende  Intervall  an,  so  kommt 

(31)     \mJ*<p(y)''^^JdY=^^iO),  Hn. X.(y) ?i|l^ dy  =  f  ^ (— «^ 

0  0 

mithin  durch  Subtraction 

0 

(32)  lim.  I  w(y)  '\"^?'rfy=0. 

J   ^    '     smy 

Man  findet   also,   dass   ein  von  g  bis  h  ausgedehntes  lotegral^ 
wofern  die  untere  Grenze  g  die  Null  übertrifft  und  die  gH>iwere 

obere  Grenze  /*  nicht  über  —   Hegt,    bei    wachsender  i^hl  i 

gegen  die  Null   als  Grenzwerth  eonvergirt,   wilhrend  für  </  =  ^' 

nach  (30)  der  Grenzwerth  -;--^f(<0  erscheint. 

sin  K.^'  • 

Die  Function  -r— ^  verwandelt  sich  bei  einer  Substitution 

8in;' 

y  =  .1  — ;'',  weil  k  eine  ungerade  Zahl  bedeutet,  in  den  Ausdroc* 
.    ',  ;  folglich  ist  ein  Integral  von  der  Gestalt  (32),  bei  dem  oj 

810)' 

Grenzen  g  und  h  zwischen  ^   und  //  liegen,  vernir>ge  des  SatJ 
(V)  in  §  25  gleich  dem  Integral 
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<33)  /;7._yo'^d/. 

dessen  Gestalt  mit  (32)  übereinstimmt,  und  dessen  Grenzen  sieh 
zwischen  0  und  -  befinden.  Für  eine  wachsende  Zahl  k  con- 
irergirt  dieses  Integral  unter  den  obigen  Voraussetzungen  gegen 
den  Grenzwerth  Null  oder  -  q>{n),  jenachdem  h=n  oder  kleiner 
als  n  ist,  wodurch  der  Grenzwerth  eines  Integrals  (32),  bei  dem 
^^g<h<^n  ist,   bestimmt  wird.    Ein  Integral  (32)  von  der 

liezeichneten  Beschaffenheit,  bei  dem  0^g<.-<h^7i  ist,  lässt 
aicb   in   zwei  Integrale   zerlegen,   von  denen  das  erste  von  g 

Tt  71 

bis  ^9  das  zweite  von  -  bis  h  auszudehnen  ist;  nach  dem 
Obigen  nähert  sich  für  eine  wachsende  Zahl  k  das  erste  dem 
Werthe  Null  oder  ^  y(0),  jenachdem  g>0  oder  gleich  Null, 

71 

das  zweite  dem  Werthe  Null  oder  -qp(/r)  jenachdem  h<:n  oder 

gleich   n  ausfällt,   so   dass    für   das   vorgelegte   Integral    die 
folgende  Bestimmung  des  Grenzwerthes  entsteht 
(34)  flf>0,    A</f;    0 

^==0,  h<:7t;  2-(r(0) 

g>0,    h  =  7i;    ~(p(7c) 

g  =  0,    1i  =  n\    ^?)(0)+  -(jrW- 

Mithin   können  alle   bisherigen   Ergebnisse    in   den   folgenden 
Satz  vereinigt  werden: 

Wenn  eine  Function  qi{y)  für  das  von  y^^g  bis  y=h  aus- 
gedehnte  Intervall^  wo  0<,g<h<Z7c  ist,  willkürlich^  und  awar 
endlichj  stetig  und  so  gegeben  ist,  dass  sie  nicht  vom  Wachsen 
ium  Abnehmen  oder  umgekehrt  übergeM,  so  nähert  sich  das  Inte- 
gral   I  (f(y)  - .   '  dy  für  eine  über  jedes  Mass  wachsende  Zahl  k 
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einem  Grenxwerthe,  der  lei  g>Q,h<7t  gleich  Null.  hH  g  =  (i,h< 

(jleich    ^  (f{0),  bei  g-:>0,h=:i  gleich   -^  f{7i),  bei  g  =  0,h= 

gleich  -|qn{0)+  ^ifUf)  ist. 

Das  in  Rede  siebende  Integral  zeigt  somit  die  Erscbeinung^ 
dass  fHr  einen  wachsenden  Werth  von  k  diejenigen  Theile  da 

Integration,  fUr  welclie  in  dem  Factor  — ^—  der  willkürliche 

Function  f{y)  der  Nenner  nicht  verschwindet,  verschwiDden*^ 
Beiträge  liefern,  dagegen  die  Theile,  die  den  Werthen  y^= 
und  j'=?r  nahe  liegen,  eine  solche  Bedeutung  gewinnen,  da- 
sie  allein  den  Grenzwerth   des  Integrals  hervorbringen.     De; 

selbe  ist  das  Product  der  Constante  —  in    den    FunctionswerB 

welcher  beziehungsweise  zu  der  Stelle  7=0   oder   der  Ste' 
Y=  n   gehört,   oder   auch    falls   beide  Stellen   vorkommen, 

Product  von  —  in  das  Aggregat  der  beiden  Funetionswerthi 


%  Sl.  IVeTthbeBtlmmTuig  der  trlgonometrlaoben  SAlbe. 
Baliplel-  Bedingte  und  Unbedingte  Convergfinx  von 
Reiben,  Insbesondere  von  trlgonometrUoben  Beiben. 

Indem  wir  jetzt  zu  dem  Integral  (10)  des  g  79  znrli<^^i- 
kehren,  welches  gleich  der  Summe  der  2n  +  l  ersten  Gliec^er 
der  vorgelegten  trigonometrischen  Reihe  ist,  dürfen  wir  dassd  h 
als  die  Summe  von  zwei  Integralen  betrachten,  deren  Uitegrat»  oa 

respective  von  der  unteren  Grenze  — ^ —  bis  zu  Null,  und  "V'ön 
Null  bis  zu  der  oberen  Grenze  — „-  ausgedehnt  wird. 


;/" 


no+2,) 


"(2"+0r 


'-'-<!>' 


Wofern  tf,   wie   in  §  77   festgesetzt    wurde,   zwischen  —  tf   osd 

—  ji  —  i)  1—^ 

n   liegt,   fällt    die   Grilsse   ^ —    negativ,  die  GrHsse      ^ 
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positiv  aus,  so  dass  sich  zwischen  den  beiden  Werthen  die  Null 
befindet;  bei  dem  extremen  Werthe  ^= — n  verschwindet  die 

drösse  — r— >   wodurch  das  erste,  bei  &^=n  die  Grösse  —r — i 

^iPFodurch  das  zweite  Integral  fortfällt.  Doch  reicht  es  nach 
«iner  obigen  Bemerkung  hin,  den  einen  Werth  iy  =  —  7t  beizu- 
l>ehaiten.  Bei  der  Einführung  einer  neuen  Variable  y'==— y 
^verwandelt  sich  das  erste  der  beiden  Integrale  (1)  in  ein  Inte- 
S^ral  von  derselben  Gestalt 

^  siny 


Sier  wird  nach  dem  vorhin  benutzten  Satze  (V)  des  §  25  der 

l^erth  des  Integrals  durch  Vertauschung  der  beiden  Grenzen 

mit   der  negativen  Einheit  multiplicirt.    Ersetzt  man  nun  der 

Uebereinstimmung  wegen  y'  durch  den  früheren  Buchstaben  /, 

so  geht  (1)  in  die  Summe  der  folgenden  Integrale  über 

8in(2n  +  l)y  ,    ^   1    /^.^      „  .8in(2n  +  l)y 


lfm- 


~  /  fi»  +  2y)  --"'.     ^'  dy+-  IfiO-  2y)      '-:     '"-  dy. 

-  '  siny  nj     ^  '  smy 

0  0 

Vermöge    des  für   die   Variable   ^  angenommenen   Umfanges 

—  n^&<i7i  hat  man 

(3)  0<-^<7r,     0<-^-<:7r, 

80  dass  die  oberen  Grenzen  beider  Integrale  positiv  und  nicht 
grösser  als  n  sind.  Mithin  kann  man  den  Grenzwerth,  gegen 
welchen  jedes  Integral  für  eine  wachsende  Zahl  2n4-l  con- 
vergirt,  unter  weit  reichenden  Bedingungen  durch  den  Satz 
des  vorigen  §  auffinden.  Die  nächst  liegende  im  Anfange  des 
§  ausgesprochene  Voraussetzung  war  die,  dass  f{^)  in  dem 
bezeichneten  Intervall  eine  eindeutige,  endliche  und  stetige 
Function  von  ^  sei,  und  zwar  gehört  hier  zu  dem  Begriffe  der 
Stetigkeit,  da  die  Reihe  für  die  Argumente  —  /t  und  n  densel- 
ben Werth  annimmt,  dass  die  Werthe  der  gegebenen  Function 
/*(— /r  +  «)  und  f{7i'^e)y  sobald   die   positive  Grösse  «  gegen 
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die  NqII  abnimmt,  sieh  demselben  Wertlie  nähern.  Da  indessen 
die  Integrationen,  welche  zn  der  Herstellung  der  Coefßcienfeii 
der  Reihe  in  (U)  des  §  78  erforderlich  sind,  nach  §  ~'3  aocb 
dann  ausgeführt  werden  kfinnen,  wenu  die  Function  f{it)  «a 
einzelnen  Stellen  des  Inteiralls  Unterbrechungen  der  Stetig- 
keit erföhrt ,  so  darf  die  Frage  nach  der  Couvcrgenz  und 
WerthbeätimuiuDg  der  Irlgonometrisehen  Reihe  auch  auf  Fnnc- 
tionen  ausgedehnt  werden,  die  an  einzelnen  Stellen  nnsletig 
sind.  Der  Satz  des  vorigen  §  erlaubt  eine  BeantwnrtUDg, 
wofern  die  Function  fip-)  Überall  eindeutig  und  endliuh  ist 
nur  für  eine  beschränkte  Zahl  von  Werthen  nnsletig  wird,  uiul 
ebentalls  nur  fUr  eiue  beschränkte  Zahl  von  Werthen  Tom 
Wachsen  zum  Abnehmen  oder  umgekehrt  übergebt. 

Es  seien  e,,  e„, . . .  e^^  diejenigen  Werthe  von  y,  fllr  welche 
in  dem  ersten  Integral  (2)  die  Function  f{9  +  2y)  unstetig  wirf 
oder  vom  Wachsen  zum  Abnehmen  oder  umgekehrt  übergebl, 

femer  sei  e,  =  ■    Dann  ist  das  betreffende  Integral  gleich 

einer  Summe  von  Integralen,  deren  Grenzen  respective  "  wd 
Cj,  c,  und  e^, . . .  p,_,  und  e,  sind,  und  auf  die  der  Satz  de*  vori- 
gen g  Auwenilang  findet.  Sehliessen  wir  zunächst  den  Falliu^r 
dass  .'/=— n,  mithin  e,=/r  sei,  so  convergirt  bei  waclu 
Zahl  'ln+  I  das  erste  Integral 


y;';»+.„-M^')''. 


1  den  Werth  der  Function,  dei 


mlsprieht  und  mit /"(^ +t)  bcMichnei 
entsteht  durch  HinzufUguug  de«  Fictors 


gegen  das  Product  von  - 

positiven  abnehmenden  ;'  t 

werden  m»ge,  und  < 

-  der  Grenzwerth  -/"(tf +  £i;  alle  übrigen  Integrale,  bei  diUH» 

die  beiden  Grenzen  weder  gleich  Null  noch  gleich  w  «ad, 
nähern    sich    dagegen    dem    Grenitwerthu    Null.     Hithin   eteRt 

äf(.^  +  ^)  deii  Grenzwerth  des  ganzen  ersten  Integrals  in  (2) 
dar.  Fllr  das  zweite  Integral  in  (2)  gilt  genau  dieselbe  Be- 
trachtung; indessen  kann  hier  vermöge  der  zweiteu  üngieidi- 
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heit  (3)  die  obere  Grenze  mit  der  unteren  Grenze  Null  znsam- 
mentällen,  so  dass  diese  Voraussetzung,  bei  der  das  ganze  zweite 
Integral  verschwindet,  auszunehmen  ist.  In  allen  übrigen  Fällen 
ei^iebt  sich  als  Grenzwerth  des  genannten  Integrals,  indem  e 
wieder  eine  positive  gegen  die  Null  abnehmende  Grösse  be- 
deutet, da  y  von  der  positiven  Seite  her  gegen  die  Null  convergirt 

und  die  Function  f{^  —  2y)  vorliegt,  der  Werth  ^fi^—^)-  Die 

in  (2)  dargestellte  Summe  der  beiden  Integrale  convergirt  daher 

gegen  den  Grenzwerth  „ /^(^  "*"*)  "*"  ö/^(^'~^)-   ^^  ^®™  bis  jetzt 

aasgeschlossenen  Falle,  wo  v^=  —  tt  ist,  demnach  das  erste  In- 
tegral in  (2)  von  0  bis  /r  geht,  das  zweite  Integral  aber  gleich 
Nali  wird,  hat  man  entweder  c,  gleich  tt,  dann  liefert  das  be- 
treffende Integral  für  eine  wachsende  Zahl  2n  +  1  in  der  zuletzt 

gebrauchten  Bezeichnung  den  Grenzwerth    /  ( — ^  +^)  +  -/*(/r — e); 

oder  Cj  ist  nicht  gleich  /r,  dann  convergirt  das  erste  Theilinte- 

gral  gegen  ^Y( — ^  +  «),  jedes  zwischenliegende  gegen  die  Null, 

das  letzte  gegen  ^f{^  —  ^),  also  das  ganze  Integral  wieder  gegen 

den  Grenzwerth  o/^C— ^  "+"  0  +  «  f^^^''  —  ^)-     ^^^  ^^^  ^^ 

scMiessenj  dass  unter  den  angeführten  die  Function  f{i^)  betref- 
fenden Voraussetzungen  die  /zugehörige  trigonometrische  Reihe  stets 
convergirt  undy  falls  0'  in  dem  angenommenen  Intervall  nicht 
gleich  —n  ist,  den  Werth 

(4)  l(f{^-^^)+n^-e)), 

fails  ^  =r  —  /r  isty  den  Werth 

ausdrückt.  Wenn  die  gegebene  Function  für  das  ausgewählte 
Argument  ^  stetig  ist,  so  niHiem  sich  f(if  —  B)  und  f{^-\-6)  bei 
abnehmendem  e  detnselben  Werthefi^),  welcher  also  durch  die  Reihe 
richtig  dargestellt  wird;  ebenso  erhält  man,  wenn  sich  die  Werthe 
f( — n  +  «)  und  f(n  —  e)  nach  der  Stetigkeit  an  einander  schliessen, 

LfpMhils,  Analysl«  IL  31 
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(US  Werth  der  Reihe  den  gegebenen  Werth  der  Function^  welcher 
mit  f{ — n)  oder  f(7i)  bezeichnet  werden  kann. 

Die  Bedeutung,  welche  dem  wiederholt  gebraachten  Satze 
des  vorigen  §  inne  wohnt,  veranlasst  dazu,  noch  eine  Benierkang 
über  das  Integral 


/8in(2n4-l 
ßiny 


)r 


(6)  /  ^^J'^tlLZillldy 


71 

hinzuzufügen.    Für  die  obere  Grenze  h  =  -     wurde  der  Werth 

mit  Hülfe  der  obigen  Gleichung 

(7)  ^'''^^-!*— _l)2:  =  i  +  2cos2y4-2cos4y+...+2co82ny 

Biny 

gleich  -   gefunden;  andererseits  lehrt  der  erwähnte  Satz,  d»8s 

das  Integral  für  jeden  positiven  zwischen  0  und  n  liegenden 
Werth  von  A  bei  einer  wachsenden  Zahl  2w+l  immer  gegen 

den  Grenzwerth    -  convergiren  muss.    Nun  lässt  sich  aber,  w- 

bald  der  Ausdruck  der  rechten  Seite  von  (7)  in  das  Integral 
eingesetzt  wird,  die  Integration  der  einzelnen  ßestandtheile  von 
0  bis  zu  der  beliebigen  (J rosse  h  vollziehen,  woraus  die  Gleichung 

(^\        /sin(2n+l)y,        ,       28in2Ä      28in4Ä  28in2itA 

/  8iny  '  2  4  2« 

0 

hervorgeht.     Die    rechte  Seite    nuiss,    so    lange  0<:A<:;/  ij't, 

für  eine   wachsende   Zahl    n   den  Werth        ausdrücken.     üie*f 

auflFallende  Erscheinung  hängt  mit  einer  andern  zusammen, 
die  in  1,  §  120  beobachtet  wurde.     Setzt  man  auf  der  rechten 

Seite  von  (8)  statt  A  den  Ausdruck  ,,  —  ,,  '  so  bestehen  die  In- 

gleichheiten 

(9)  -/r<i/^<7f, 

ferner  wird 

sin  (2  m  +  1 )  2  A  =  sin  (lm-\- 1)  (/#  —  »  =  sin  (2  m  -f  1)  i/', 
sin  2  w  .  2  A  =  sin  2  m  (/#  —  VO  =  —  «'Q  2  m  ^u 

und  es  entsteht  das  Aggregat 
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r^r^^  ^       V'    ,     .      ,        sin  2?//  .      -vit-isinn^' 

(lO)  -  — -  +  8mi/;—     y     +...  +  (— 1)         --    • 

Dstss  diese  Samme  gegen  --  convergirt,  bedeutet  aber  dasselbe 

wi^  die  Gleichung  (13)  des  angeführten  §,  welche  für  den  glei- 
eli^n  Umfang  von  t/^  gilt  und  folgendermassen  lautet 

,  -  -  ^                        tp         .      .        sin  2  U/       sin  3  T// 
(llj  |  =  8ini/; -g— +  -g  ^  +  .... 

An  der  citirten  Stelle  ist  hervorgehoben,  dass  die  vorliegende 
aus  der  logarithmischen  Reihe  abgeleitete  Reihe  für  die  extre- 
men Werthe  ip=^7r  und  i//=/r  nicht  den  auf  der  linken  Seite 
von  (11)  befindlichen  Ausdruck,  sondern  den  Werth  Null  dar- 
stellt und  daher  eine  Unterbrechung  der  Stetigkeit  erfährt. 
Allein  die  betreffende  Reihe  gehört  wieder  selbst  zu  den  trigo- 
nometrischen Reihen  und  kann  auch  als  ein  Beispiel  der  so  eben 
entwickelten  Theorie  aufgefasöt  werden. 

Um  dies  deutlich  zu  machen,  möge  die  letztere  zunächst 
*nf  ein  etwas  allgemeineres  Beispiel  angewendet  werden.    Es 
habe  die  gegebene  Function  f{^)  die  in  §  78  beiläufig  berührte 
ßescbaffenheit,  dass  sie  in  dem  einen  Theile  des  Intervalls,  von 
^  3rr  bis  0,  gleich  dem  Ausdrucke  ersten  Grades  Z^-f  r,  in  dem 
^öderen  Theile  des  Intervalls,  von  0  bis  /r,  gleich  Vd^  +  r'  sei, 
^o  l^  r,  V,  r'  beliebige  Constanten  bedeuten.     Die  Coefficienten 
^^r  zugehörigen  trigonometrischen  Reihe  a    und  b   werden  nach 
^^n  Formeln  (11)  des  §  78  gebildet;  hierzu  dienen  für  das  von 
^  bis  0  gehende  Intervall   die  vermittelst  §  70  leicht  auszu- 
fahrenden unbestimmten  Integrationen 

(12)    f(Ja  +  r)da  =^-^+ra, 


sin  m  a 
m 


cos  m  a 

r      -     -7 
m 


flo\      /■,,      .V  ,  ,/         sintna       costwaN   . 

-^     /  (la  +  r)  cosmada=l[      a—        -f        ,—    -f  r 
•  \  m  tn     J 

(lA\      fn      .     \     .  -1  il        cosma   .   sintnaN 

^^d.  för  das  von  0  bis  7t  gehende  Intervall  die  entsprechenden 

^*^ichungen,   in  denen  gleichzeitig  l  durch  l\  m  durch  m*  er- 

'^^^xt  wird.     Durch  Einführung  der  Grenzen  und  Addition   der 

^^«altenen  Resultate  erhält  man  somit  die  folgenden  Ausdrücke: 


BeW 


lieV- 


4d« 


05) 


i 


(l 


.0 


i\ 


(l 


cos  tt»i  ^     „  «oftVtWe«'  j^^,c 

ft.-  \eAe9  S*^    ^üveti'^^         vötxtiW,  *  ,  „  ^^ügsf 


T)» 


ittt  je«^*' 


g^ 
die 


ie\ie 


'"-»-t^n.> 


\\tft-  'i^ 


«  de«  ^^^^ 

^  +  *'  An 


+  *• 

T 


r  +  T-' 


»t 


Ave  Y««'^^'"'' 


l^V9< 


4  Coos 
^^^'^       \3to9t»»* 


910 


Wl 


ad": 


ttlV 


0  «o 


n  0  V^S   "" 

A  Aas  voß  ^^ßov 


gCßOtft 

.eotew 


lo- 


Toeo« 


\,e8«*«* 


t»\»**.t  eATve^«^«;.    ^Vge««*^^*^' 


et 


\xaUe^^ 


äo 


vet» 


Coetft^ 


^p 
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«-=^y?(« 


)co8mada, 


—  n 


Glied  a^  elDgeschlossen,  und  es  bleibt  eine  reine  Sinusreihe 
übrig.  Damit  in  dem  obigen  Beispiel  der  erste  Fall  f(0)=f{-~d') 
eintrete,  muss 

sein,  das  heisst 

(16)  r=-Z,  r'=r; 

fUr  den  zweiten  Fall  f {»)==— f{^  0-)  ergiebt  sich  die  Bedingung 

folglich 

(17)  l'  =  l^  r'=-r. 

Unter  der  letztern  Voraussetzung  wird  also  von  — /r  bis  0  die 
Function  Z^  +  r,  von  0  bis  n  die  Function  l&  —  r  durch  die 
'®>ne  Sinusreihe 

(18)  T  f_2?(^.^-)" -.2.L(lzdzil)"J)si„^^ 

«=1  \  m  n  m  J 

'^■t  der  Beschränkung  dargestellt,  dasssie  sowohl  für  ^==Owie 
*uch  für  &=±n  den  Werth  Null  liefert.  Die  an  der  Stelle 
^  =  0  stattfindende  Unstetigkeit  hört  auf,  sobald  der  Constante 
^  der  Werth  Null  beigelegt  wird.  Dann  hat  die  gegebene  Func- 
tion für  das  ganze  von  —  tt  bis  /r  reichende  Intervall  den  Aus- 
^TVLok  l^,  während  sich  (18)  zu  der  Reihe 

flft»^  "^*  2I(— 1)"^'   .        ^ 

«=1  w» 

^^reinfacht  Entfernt  man  jetzt  sowohl  in  der  Function  wie  in 
^^^  Reihe  den  gemeinsamen  Factor  21  und  ersetzt  ^  durch  t/S 
^^  erscheint  die  obige  Gleichung  (11),  deren  Ableitung  aus  dem 
S^'Wäblten  Beispiel  beabsichtigt  war. 

Die  Eigenschaft  der  trigonometrischen  Reihen,  willkürlich 
S^gebene  unstetige  Functionen  darstellen  zu  können,  ist  deshalb 
^  ttberraschend,  weil  jedes  einzelne  Glied  der  Reihe  eine  stetige 
*^Hction  des  Arguments  ist.  Wie  wir  sahen,  verhält  sich  die 
*^ihe,  sobald  die  gegebene  Function  für  einen  Werth  ^=^o 
^^^tetig  ist,  in  der  Weise,  dass  sie  für  ein  um  eine  belie- 
"^6  kleine    positive   Grösse    d    über   ^„   liegendes    Argument 


„+6  die  Function  /'{3„  +  (I),  itlr   ein  Argument  '*„  —  d 
Function /"(y^  —  fJ).   dagegen   für  das  Argument  tf„  selbst  j 

arithmetiHche  Mittel  lim  .      {/'(^„ 

Jeder  der  drei  Wertlie  wird  ertialten,  indem  man  eine 
reichend  groäse  Anzahl  in  der  üben  bezeichneten  Weise  auf 
ander  folgender  Glieder  der  Keihe  addirt,  und  zwar  mOgieti 
,'>„,  »„  +  d,  »„  — d  respeetive  in+{,  2»'  +  I,  2»"+l  GHi 
erforderlich  sein,  damit  die  Üarslellnng  bis  auf  eine  und  di^ael 
kleine  Grösse  genau  werde.  Wurde  man  die  zu  #„  geUHreniie 
Zahl  '2n+  I  festhalten  und  statt  des  Arguments  >„  ein  um  die 
Grösse  e  verschiedenes  Argument  't^  +  e  oder  d„  — g  substitui- 
ren,  so  bewirkte  die  Stetigkeit  der  sämmtliehen  2n  + 1  ersten 
Glieder  der  trigononietrisehen  Reibe,  ääsn  für  einen  genUgeud 
kleinen  Werth  von  p  das  ganze  Aggregat  einen  Werth  bcki 
der  von  dem  zu  3=#„  gehiSrenden  Wertb  beliebig  wenig 
wiche.  Aus  diesem  Grunde  würde  die  Summe  der  2 
Glieder  einen  Werth   darstellen,    welcher  von   dem  zu  tt 

gehörenden  Werthe  lim.  ^  lf(^o  +  ^)+f(^.  —  ^))  beliebig 
verschieden  wäre.  Weil  aber  nachgewiesen  ist,  das»  bei  dem 
vorhin  characterisirten  Argument  &g+ä  die  2n'  +  1  ersten  Glie- 
der der  vorliegenden  Reihe  den  Werth  f('^„+6)  dantelleD, 
welcher  von  dem  vorhin  bezeichneten  Wertlie  um  eine  endlJctie 
Grösse  differirt,  so  muss  die  hierzu  erfnrderliobe  Zahl  2»t"  +  l 
weit  grosser  als  die  Zahl  2«+  l  sein.  Für  die  zu  dem  Arfeii- 
ment  .*>„  — d  gehörende  Zahl  2«"  +  I  ergiebt  sieh  auf  ^Imctif 
Weise,  dass  2n+ 1  von  derselben  Ubertroffen  werden 
Hiernach  leuchtet  es  ein,  dass  die  Darstellung  von  Wertbto, 
die  bei  abnehmenden  Unterschieden  der  Argumente  um  eodlirbr 
Grössen  von  einander  abweichen,  nur  dadurch  zu  Stande  konimeDl 
kann,  dass  eine  immer  grössere  Anzahl  der  auf  einander  fol^n-j 
den  Glieder  der  trigonometrischen  Keihe  addirt  wird.  Dit» 
Resultat  lässt  sich  auch  -durch  directe  Betrachtung  des  obtp 
Ausdrucks  (I)  bestätigen,  welcher  die  Summe  der  2n+le 
Glieder  der  trigonometrischen  Reihe  als  eine  Summe  i 
bestimmteu  Integralen  wiedergibt,  und  von  dem  die  g«fiui 
Werthbestimuiiing  ausging.    Ausserdem  sieht  man  ein,  ( 


] 
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vorläufige  Annahme,  welche  in  §  78  über  die  Art  der  Conver- 
genz einer  trigonometrischen  Reihe  gemacht,  dagegen  bei  der 
mit  §  79  beginnenden  Untersuchung  mit  ausdrücklichen  Worten 
aufgehoben  wurde,  in  der  That  nicht  zutrifft,  sobald  die  zu 
entwickelnde  Function  an  einzelnen  Stellen  unstetig  ist. 

Bei  dem  vorgetragenen  Convergenzbeweise  der  trigono- 
metrischen Reihe  ist  es  wesentlich,  dass  zu  dem  Anfangsgliede 
eine  Anzahl  der  nach  den  Vielfachen  des  Arguments  geordneten 
auf  einander  folgenden  Cosinusglieder  und  die  gleiche  Anzahl 
der  ebenso  auf  einander  folgenden  Sinusglieder  zusammen  addirt 
wird,  um  den  Ausdruck  zu  erhalten,  dessen  Grenzwerth  bei 
fortdauerndem  Wachsen  jener  Anzahl  als  die  Summe  der  Reihe 
definirt  ist. 

Dieser  Umstand  hängt  mit  einem  wichtigen  Unterschiede 
zusammen,  der  bei  convergenten  Reihen  vorkommt,  und  von 
JHrichlet  in  §  1  der  Arbeit:  Beweis  des  Sataes ,  dass  jede 
unbegrenzte  arithmetische  Progression^  deren  erstes  Glied  und 
Differenz  ganze  Zahlen  ohne  gemeinschaftlichen  Factor  sind,  un- 
endlich viele  Primzahlen  enthält j  Abhandl.  der  Berliner  Aca- 
demie  vom  J.  1837,  hervorgehoben  ist.  Nach  den  Bezeichnun- 
gen von  I,  §  105  seien  Cq,  c,,  c„...  bestimmte  reelle  Grössen 
und  s^  für  jede  Zahl  q  deren  Summe, 

(19)  «,  =  ^0  +  ^1  +  •••  + V 

Die  Convergenz  derselben  bei  unendlicher  Ausdehnung  sei  da- 
durch festgestellt,  dass  die  Differenz  s^^^  —  s^  die  Eigenschaft 
hat,  tlir  einen  hinreichend  grossen  Werth  von  q  und  für  jeden 
Wcrth  von  t  numerisch  kleiner  als  eine  beliebig  kleine  Grösse 
(ci  zu  werden.    Dann  können  die  in  der  Differenz 

(20)  s^^,  "-  5^  =  c^^,  +  c,^,  -f  . . .  +  c^^, 

zusammengefassten  Glieder  ein  doppeltes  Verhalten  zeigen.  Ent- 
weder ist  es  möglich,  aus  denselben  eine  Folge  von  Gliedern 
heraus  zu  heben,  deren  Summe 

(21)  C^.  +  C^..  +  .  .  .  +  C^(r) 

die  gegebene  kleine  Grösse  to  numerisch  um  eine  von  lo  unab- 
hftogige  endliche  Grösse  übertrifft,  oder  dies  ist  nicht  möglich. 
In    dem    ersten    Falle    erhält   man    nach    Weglassen    der   mit 
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^,')  ^^nj '  •  •  ^^C')    bezeichneten    Glieder    durch    ZnsammenfaaseD 
der   ttbrig    bleibenden    eine   Summe,   deren   Werth    yon    dem 
Grenzwerth  der  Summe  s^^^  um  eine  Ton  w  unabhängige  end-  — ^ 
liehe  Grösse  abweicht,   in  dem  zweiten  Falle  kann  dies  nicht 
geschehen.    In  dem  ersten  Falle  sagt  man,   dass  die 
Beihe  nur  in  der  gegebenen  Anordnung  oder  bedingt^  in 
eweiien  Falle,  dass  sie  unabhängig  von  der  gegebenen  Anardnm^s^, 
oder  unbedingt  convergire. 

Zu  der  Gattung  der  unbedingt  convergenien  Heiken  gi 
aUe  diejenigen,   at^  denen,  falls  aUe  Glieder  absolut 
werden,  eonvergenie  Beihen  entstehen.  Denn  unter  dieser  Annahi 

muss,  wofern   der    absolute   Werth  von  c    mit  Yel  bezeichn 
wird,  das  zu  (20)  gehörende  Aggregat 


*- 


(22)     •  )\c^J+}/^,^J+...^)f^^ 

für  ein  hinreichend  grosses  q  und  ein  beliebiges  t  kleiner 
eine   beliebig    kleine   Grösse  (o   sein.     Nimmt   man    nun   ^^^ 
zu   einer   beliebigen  Gruppe  von  Gliedern  (21)  gehörende  ^ 
gregat 

(23)  }/?:+i/^,+  . ..+}/?;;;, 

so  ist  dasselbe  nothwendig  in  (22)  enthalten  und  deshalb  name* 
risch   kleiner  als    die    Grösse  w.     Weil   aber   der  numeriscbe 
Werth    von  (21)   immer  kleiner  und  nur   im  Falle   von  laoter 
gleichen  Vorzeichen  gleich  (23)  ist,   so  muss  der  erstere  eben- 
falls kleiner  als  w  sein,  wie  zu  beweisen  war.    Die  Eigenschaft 
einer  Reihe,  dass  die  absoluten  Werthe  ihrer  Glieder  ebenfalte 
eine  convergente  Reihe   liefern,    ist   in  I,  §  109  vorausgesetzt, 
um    das   Verfahren    der   Multiplication    von    zwei    unendlicheD 
Reihen  zu  begründen.    Ferner  wird  daselbst  die  aus  dem  Satze 
(III)  in  I,  §  107  fliessende  Folgerung  benutzt,  dass  eine  Potenzreihe 

(24)  Co  +  ^1  ^  +  c«  ^*  +  •  •  •  > 

bei  der  die  absoluten  Werthe  der  mit  einer  positiven  Grösse  8 
gebildeten  sämmtlichen  Grössen  c„,  c^  9i,  c,  JR", . . .  unter  einer 
festen  Grösse  S  bleiben,  für  alle  Werthe  von  x,  deren  absolnter 
Werth  kleiner  als  81  ist,  convergirt,  und  bei  Ersetzung  aller 
Glieder  durch  deren  absolute  Beträge  eine  convergente  Rcik' 
ergiebt,  mithin  unbedingt  convergirt. 


^s 
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Um  das  Vorhandensein  der  ersten  Gattung  tob  Reihen 
nachzuweisen,  mögen  mit  derselben  positiven  Differenz  d  und 
zwei  verschiedenen  positiven  Anfangsgliedem  a  und  y  zwei 
arithmetische  Reihen  gebildet,  aus  diesen  durch  Division  in 
die  Einheit  harmonische  Reihen  abgeleitet,  und  die  Glieder  der 
ersten  positiv,  die  der  zweiten  negativ  genommen  werden;  dann 
entsteht  die  Summe 

(25)  H  —TT^vi-   2 


«,=  1  «  +  (ni— 1)(^  «=i  y+  {m—\)d 
Jede  der  beiden  hier  vereinigten  harmonischen  Reihen  ist  nach 
§  31  so  beschaffen,  dass  sie  für  eine  wachsende  Gliederzahl 
eine  tlber  jedes  Mass  wachsende  Grösse  ausdrückt,  dass  aber 
die  Differenz  der  Reihe  und  eines  dort  angegebenen  mit  der 
Gliederzahl  wachsenden  Ausdrucks  gegen  einen  festen  Grenz- 
werth  convergirt.  Nach  der  dortigen  Gleichung  (17»)  gilt  für 
eine  ohne  Ende  wachsende  Zahl  n  mit  beliebiger  Genauigkeit 
die  Gleichung 

und  ebenso  für  eine  stets  wachsende  Zahl  />, 

Unter  den  gleichen  Voraussetzungen  wird  also  die  Summe  (25) 
beliebig  genau  durch  den  Ausdruck 

(28)  Jlog(l+(»-l),^)-l|og(l+(,-l)^) 

dargestellt.  In  dem  ersten  ßestandtheil  darf  die  Differenz  der 
beiden  Logarithmen  durch  den  Logarithmus  des  Quotienten 
ersetzt  werden,  so  dass  nach  Division  mit  d  die  Grösse 


(29) 


entsteht,  während  der  zweite  ßestandtheil  von  den  Zahlen 
n  und  p  unabhängig  ist.  Der  Werth  von  (29)  richtet  sich 
nach  dem  Gesetze,   nach   welchem  man  die  Zahlen  n   und  p 


-   19 
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wachsen  lässt.  Wird  n=^  genommen,  wobei  die  Summe  (25^ 
gleich    viele    auf   einander    folgende    positive    and    negativ 

Glieder    enthält,    so    convergirt  (29)   gegen  -^logf-l  und  di 

Summe  (25)  gegen  den  Werth 

(30)  i-(,„,(L)^.,(»)_^(i)). 

Bei  jeder  beliebigen  Zunahme  der  Zahlen  n  und  p  nähert  si 
jede  der  beiden  Differenzen 

(31)  log  (l  +  (n  -  1)  i-)  -  log  (n)  -  log  (-^) , 

log(l  +  (^_l)i.)_log(p)-log(') 
der  Null,  weshalb  der  Werth  (29)  von  der  Grösse 

(32)  ^pL  W. 

0 

beliebig   wenig   abweicht.    Es    hängt  aber  der  Ausdruck  (3^^^^ 

durchaus  von  dem  Verhältniss  der  Zahlen  —    ab ,    und    kann     ^'  ' 

indem  man  diesem  einen  angemessenen  festen  Werth  vorschreibt,  -*    ^^ 
gleich  jeder  beliebig  gegebenen  Gr^Jsse  gemacht  werden.    Statt    '^ 
(28)  erscheint  somit  der  Ausdruck 

(28.)     ;(,„,(-»)+,„,(.r)^„(^)_^(|.)). 

Ein  Beispiel  bietet  die  trigonometrische  Reihe,  durch  welche 
unter  (12)  in  1,  §  120  für  ein  von  —  7i  bis  +  n  gehendes  Argu- 
ment ^,  jedoch  mit  Ausschluss  der  Grenzwerthe,  die  Function 
logj/2  +  2cos^  ausgedruckt  ist, 

(83)    log  v' 2  +  2  cos  ^  =  cos  »9^  —  ^  cos  2 ^  +  %os  3^  T . . . 

Für  ^  =  0  ergieht  sich,  da  nach  der  Anordnung  der  rechten 
Seite  eben  so  viele  Glieder  mit  negativem  wie  mit  positivem 
Vorzeichen  zu  nehmen  sind,  das  für  eine  ohne  Ende  wachsende 
Zahl  n  geltende  Resultat 

(:u)  log  2  =  j?  -      -     -  js; 


e 


Mi 


^  „r^,  2w-l        „-^1    2m 


Die  einzelnen  Reihen  entstehen  aus  (25)  durch  die   besondere 
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Werthe  a=l,  y  =  2, d=2;  ihre  Verbindung  entspricht  der  Vor- 
aussetzung n=p.  Da  itir  diesen  Fall  der  Werth  von  (25)  in  (30) 
dargestellt  wird,  so  hat  man  die  Gleichung 

(35)  log2  =  ~(log2  +  i/;Q)-i/;(l)). 

Wofern  in  (25)  das  Verhältniss    -    nicht    gleich    der    Einheit, 

sondern  beliebig  bestimmt  ist,  wird  (25)  durch  den  in  (28^) 
angegebenen  Werth  ausgedrückt,  der  gegenwärtig  gleich  dem 
folgenden  ist, 

(36)  \(^''s[j)  +  log2  +  ip{jj-tp{l))- 

Mit  Berücksichtigung  von  (35)  folgt  hieraus  das  für  ein  be- 
liebiges Gesetz  des  Wachsens  der  Zahlen  n  und  p  geltende 
Resultat 

Bei  einer  Anordnung,  in  welcher  immer  doppelt  soviele  posi- 
tive als  negative  Glieder  genommen  werden 

(38)  i+|_|+J+'._±4-.... 

3 
also  n=2p  ist,  entsteht  demnach  der  Werth    ..  log  2. 

Aus  dem  Vorhergehenden  leuchtet  ein,  dass  die  Convergenz 
der  trigonometrischen  Reihen  sehr  wohl  eine  von  der  Anordnung 
abhängige  oder  bedingte  sein  kann.  Zugleich  hat  es  ein  grosses 
Interesse,  eine  allgemeine  Bedingung  kennen  zu  lernen,  unter  der 
eine  trigonometrische  Reihe  unbedingt  convergiren  muss.  Eine 
solche  besteht  darin,  dass  von  der  darzustellenden  Function 
/■(/>)  verlangt  wird,  für  das  von  — tt  bis  tt  ausgedehnte  Inter- 
vall des  Arguments  überall  eindeutig  bestimmt,  endlich  und 
stetig  zu  sein,  ferner  einen  eben  solchen  ersten  Differential- 
quotienten /"'(v^),  und  einen  überall  eindeutig  bestimmten  end- 
lichen   zweiten    Differentialquotienten  f'*{^)   zu    haben*);    die 


•)  Vgl.  Ritmann,   iib^  die  Darsteübarkeit  einei'  ]f\inction  durch  eine 
trigonometrische  Reihe,    Göttingon  1867. 
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der  zugehörigen  Reihe  die  21  nächsten  Glieder  betrachtet  wer- 
den, welche  auf  die  (2n+  I)  ersten  folgen,  so  ist  die  Summe 
ihrer  absoluten  Werthe,  da  die  absoluten  Werthe  von  cosmv^ 
und  sinm^  niemals  die  Einheit  übertreffen,  niemals  grösser  als 
die  Summe  der  absoluten  Werthe  ihrer  Coefficienten,  die  letztere 
jedoch  kleiner  als  die  Summe 


Nach    einer   in   §   31   gemachten  Bemerkung   hat  jedoch  (42) 

2(£ 

für  jedes  /  einen  Werth,  der  unter  der  Grösse Hegt,  mithin 

n         ^ 

für  eine  hinreichend  grosse  Zahl  n  beliebig  klein  wird.  Des- 
halb convergirt  die  trigonometrische  Reihe  unter  der  ange- 
gebenen Voraussetzung,  wie  behauptet  worden,  auch  für  die 
absolut  genommenen  Werthe  ihrer  Glieder  oder  unbedingt. 
Zugleich  wird  durch  den  Umstand,  dass  das  Aggregat  der  21 
auf  die  2n  +  l  ersten  folgenden  Glieder  der  Reihe,   wie  gross 

2(J 
auch  l  sein  möge,  für  jedes  Argument  v^  kleiner  als  —  ist,  die 

ti 

vorläufige   Bedingung  aus  §  78    erfüllt,  welche  auch  mit  der 

Bedingung  zusammenfällt,  die  in  I,  §  108  der  dortigen  Summe 

(15)  auferlegt  ist. 

Entwickelt  man   unter   der   gleichen   für  f(d)  gemachten 

Voraussetzung   den   Differentialquotienten  f'{x^)  und  /'"(^)   in 

eine   trigonometrische    Reihe,   so   nimmt   der   erste   Coefficient 


!-ß"(a)äa 


und     ~  lf**{a)da   durch    Ausführung  der   Inte- 


—n  —n 


gration  den  Werth  Null  an,  und  die  Beobachtung  der  Glei- 
chungen (41)  lehrt,  dass  die  für  f*{0)  und  f'iß)  erhaltenen 
Reihen  gleich  denjenigen  sind,  welche  aus  der  für  f{d)  aufge- 
stellten trigonometrischen  Reihe  respective  durch  einmalige 
und  zweimalige  Differentiation  der  einzelnen  Glieder  hervor- 
gehen. 


Bio*«»'»'« 


o^«*  ^  1 7tt  v«^«s''  ^  Ott  y  ^«"^ 

l  fitt\Tt  ^«**^  '  ,  N  .«tec\l« 


„ic\iTete  *^     .^tt  §  so^^  «       ^  co»bvttav  ^'^  .„leicJM«» 

lMff«'f ,*^ä-.fferetttv*'^^^^^^^^  v„tt.n»t  et 
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die  Anzahl  der  anfznsuchenden  Functionen  nnd  zweitens  die 
Ordnung  der  von  denselben  nach  der  unabhängigen  Variable 
genommenen  Differentialquotienten  in  Betracht.  Denken  wir  uns 
zunächst,  dass  nur  eine  Function  y  von  der  unabhängigen 
Variable  x  vorliege,  und  dass  die  auf  einander  folgenden 
Differentialquotienten  bis  zu  der  p  ten  Ordnung  einschliesslich 
gebildet  seien,  dann  liefert  das  Verschwinden  einer  aus  a:,  y 
und  diesen  Differentialquotienten  zusammengesetzten  Function  g 
die  Gleichung 

welche  nach  dem  Range  des  höchsten  Differentialquotienten  eine 
Differetüialgleichung  der  p  ten  Ordnung  genannt  wird.  Aus  der 
Gleichung  (2)  ist  eine  Bestimmung  des  höchsten  Differential- 
quotienten — ^  durch  X,  y,  und  alle  niedrigeren  Differential- 
qnotienten abzuleiten,  welche  Aufgabe  der  Lehre  von  den  Glei- 
chungen angehört.  Sind  mehrere  Bestimmungen  zulässig,  so 
muss  jede  für  sich  untersucht  werden;  eine  einzelne  werde,  wie 
folgt,  angedeutet 

rq^  ^y^n(^^~'y      ^y  ,,  ^ 

Dadurch,  dass  man  die  successiven  Differentialquotienten  der 
Grösse  y  von  der  ersten  bis  zur  (p--l)ten  Ordnung  als  neue 
von  X  abhängige  Variable  einführt,  kann  statt  (3)  ein  System 
vonp  Differentialgleichungen  substituirt  werden,  in  welchem  nur 
Differentialquotienten  der  ersten  Ordnung  vorkommen.    Es  sei 

/.x  dy  dy^  dy  ^^ 

dann  verwandelt  sich  (3)  in  die  Gleichung 

(5)  -j^ = ^(y^-r  Vp-v  -Vv  y»  ^) » 

jetzt  bilden  (4)  und  (5)  zusammen  ein  System  von  p  Differential' 
gleichungenj  in  welchen  die  nach  x  genommenen  ersten  Differen- 
tialquotienten der  p  abhängigen  Variabein  y,  y^,  y„  . . .  y^_,  als 
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Functionen  von  diesen  selbst  und  der  unabhängigen  Variable  x 
gegeben  sind,  und  das  ein  System  der  pten  Ordnung  heiast 

Mit  einem  System  von  fi  Differentialgleichungen,  in  welchem 
beliebige  Differentialquotienten  von  fi  Functionen  y,  jv,  . . .  der 
Variable  x  vorkommen,  kann  eine  ähnliche  Reduction  anage- 
fiihrt  werden,  wie  aus  der  Behandlung  eines  Systems  von  zwei 
Differential-Gleichungen 


|^'©'-^'S'"^'")=' 


(6) 


hervorgehen  wird.  Der  erste  Schritt  besteht  darin,  die  höch- 
sten Differentialquotienten  der  beiden  zu  suchenden  Functionen 

— \  und  durch  Auflösen   der   beiden  Gleichungen  (6)  als 

dx^  dx 

Functionen  aller  übrigen  Elemente  auszudrücken,  was  wieder 
auf  mehrere  Arten  möglich  sein  kann;  eine  einzelne  Darstel- 
lung sei 


(7) 


d. 

Für  den  Fall,  dass   in  den  Functionen  g^  und  g^  die  höchste? 

d''  y  ifz 

Differentialquotienten  —  -  und  —  -  nur  im  ersten  Grade  e 

dx  dx 

scheinen,  gelangt  man  zu  den  Gleichungen  (7)  durch  Auflöi 
von  zwei  Gleichungen  des  ersten   Grades,  wobei  nach  I,  § 
vorauszusetzen  ist,  dass  die  zugehörige  Determinante  einen 
Null  verschiedenen  Werth    habe.     Indem   nun  sowohl   die 
cessiven    Differentialquotienten    von  y  bis    zu    der   (/) — J 
wie  auch   die   successiven   Differentialquotienten   von  b  \ 
der   (g  — l)ten  Ordnung  als  neue  Variable  aufgefasst  w 
tritt  an   die   Stelle  von  (7)  das  fol^^ende  System  der  (p  J 
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1^^— »1,...  ^^  — y^i>    ^^  — ^i^p-p--y>Vi»"^»^>' 


ier  wird  verlangt,   dass   die   ersten  Differentialqnotienten  der 
C^  +a)  abhängigen  Variabein  y,  y„  . . .  y^_i,  j?,  ^,, . . .  iß^,.,  gleich 
rgeschriebenen  Functionen  dieser  Elemente   und    der   nnab- 
.ngigen  Variable  x  werden   sollen.    Da   sich   nun  ein  belie- 
biges System  von  gewöhnlichen  Differentialgleichungen,  bei  dem 
die  Zahl   der  Gleichungen   mit  der  Zahl   der   aufzusuchenden 
I*^nnctionen  übereinstimmt,  von  einzelneu  Ausnahmen  abgesehen, 
immer  in  ein  System  von  der  bezeichneten  Art  und  von  einer 
bestimmten  Ordnung  verwandeln  lässt,  so  erhalten  wir  ein  Princip, 
^in   sowohl  gegebene  Differentialgleichungen  mit  einer  abhängi- 
S^ii    Variable  wie  auch  Systeme  von  Differentialgleichungen  mit 
öiner  Anzahl   von   abhängigen   Variabein    durch   Systeme   von 
Differentialgleichungen,  in  denen  nur  erste  Differentialquotienten 
Vorkommen,  zu  ersetzen,  und  nach  der  Ordnungszahl  dieser  ent- 
sprochenden  Systeme  einzutheilen.    Auch  wird  es  erlaubt  sein, 
*Oi    [Folgenden  die  allgemeine  Betrachtung  auf  Systeme  von  der 
^^^^ichneten  Art  zu  beschränken. 

^    ^^9.    Vollständig«  und  partlonUre  Lösangsn  eines  STstems 

gewöhnliolier  Differentialgleiohnngen. 

Es  sei  fllr  fi  Functionen  y,  0,.  ..  der  Variable x  das  System 
^i  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  gegeben 

r  dt, 


Cx> 


de         .  . 

^^Iches  nach  der  Definition  des  vorigen  §  als  ein  System  der 
*  ^«ti  Ordnung  zu  bezeichnen  ist.    Die  Ausdrücke  rechts,  denen 


^4 


ersten  Differentialquotienten  der  zu  suchenden  abhängigen 

^^abeln  y,  ier, . . .  gleich  werden  sollen,    sind  als  Functionen 

*ser  fi  Elemente  und  der  Grösse  x  bestimmt;  mithin  beziehen 

sieh  auf  ein  gewisses  Gebiet  von  Werthverbindungen  der 

XlpMkiU,  Awayiia  II.  32 


i 
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genannten  //  + 1   Elemente.    Nocb    dem    in   §  42   gebnuicbta 
Aiisdrncke  bilden  die  Werth Verbindungen  von  /<  +  1  beliebig  t 
äiiderlichen  Grö&sen  eine  Manuigfaltigkeit  der  (/<  +  Oten  < 
nnng,  eo   daee  tuan  anch   sageu  kann,  die  obigen  I-^tnctioi 
f,g,...  seien  für   eine   gewisse  Mannigfaltigheit   der   (fi+\)ta 
Ordmmg   der  tt  +  1  Elemente  x,y,£,...  gegeben.     Eine  Li>8ai| 
des  Systems  von  Diöerentialgleiehungen  (1)  ist  gefanden, 
bald  die  fi  Variabeln  g,  e, .  .  m   einer  solclien  Weise  von 
Variable  x  abhängen,  dass  die  betrelTenden  ersten  DifTereutia 
quotienteu  lUr  fortschreitende  Werthe  von  x  die  vorgescbri 
nen  Werthe   annehmen.    Nachdem   man    mit    einem    etnzelni 
Werthe  x=x„  angefangen  hat,  lässt  man  die  Variable  i 
braisch    steigend    oder    abnehmend    eine    Keihe    von    Wcrihi 
darchlaufen.   Zu  x  =  x\  gehfiren  die  besonderen  Werthe  y  = 
B=r„...;  filr  jeden  vorkommenden  ferneren  Werth  vom  » 
die  correspondirenden  y,  ^, ... -durch  die  LOsung  vorgeKeiclini 
und  ändern  sich  bei  stetig  geändertem  x  in  der  Art,  das»  i 
in  Rede  stehende  Werthsystem  {x,  y,',  ■  ■  ■)  innerhalb  der  » 
nen  Mannigfaltigkeit  der  (/<  +  l)teu  Ordnung  eine  gewisse  ^tt 
Mannigfaltigkeit  der  ersten  Ordnung  beschreibt.    FUr  die  I 
rentialgleiehung 


dx 


=  f(x) 


(2) 

ist  in  %  24  nachgewiesen,  dase  eine  Function  g  durch  die8«l1>e 
allein  nicht  ganz  bestimmt  wird,  dass  alle  möglichen  AuflnsDn- 
gen  nur  nm  eine  additive  Constante  von  einander  ditTeriren, 
und  dass  eine  Autlriäung  eindeutig  bestimmt  winl,  wofern  min 
die  Bedingung  hinzufügt,  dass  für  einen  besonderen  Werth  von 
Xf  der  jetzt  x„  heissen  möge,  die  Function  y  gleich  einem  h^ 
liebig  zu  wählenden  Werthe  g^  sei;  femer  ergab  sich  der  ent- 
sprechende Ausdruck 


(3) 


y=!/o  + 


-y^(«)d^ 


Hieraus  kann  man  scblie^sen,  dass  das  System  tob  Diffenntiil- 
gleichungen  (1),  in  welchem  die  ÜilTerontialgleichDiig  (2)  ol* 
Bpecieller  Fall  enthalten  ist,  an  sich  verschiedene  AoSOsBOSea 
geHtnttet    Nun  läwst  sich  unter  gewissen  allgemeinen,  die  Fnnc-  , 
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tionen  f{x^y^e^ . .  .\  g{x,y,£^,  •••)>••  betreffenden  Voraussetzungen 
zeigen,  das$  die  Auflösung  des  Systems  (1)  auf  eine  und  nur  eine 
W^eise  möglich  ist,  sobald  man  verlangt^  dass  eu  einem  Werthe 
^rr^=x^  ein  bestimmtes  Werthsystem  y^^y^y  ^=*^o7  •  •  •  9^Äöre,  oder, 
€Xass  die  dem  System  (1)  genügende  Mannigfaltigkeit  der  ersten 
€Drdnung  in  der  erwähnten  Mannigfaltigheit  der  (/i  + 1)  ten  Ord- 
ung  von  einem  bestimmten  Werthsystem  {x^y  y^j  jb^,  . . .)  ausgehe*). 
ist  möglich,  in  der  gegebenen  Mannigfaltigkeit  der  Variable 
einen  gewissen  Werth  x^  beizulegen  und  hierauf  die  übrigen 
4e4  Yariabeln  y,  £r, . ..  beliebig  zu  verändern;  insofern  bezeichnet 
ie  Gleichung  x=^x^  innerhalb  der  ursprünglichen  Mannigfaltig- 
der  (ji  +  l)ten  Ordnung  eine  Mannigfaltigkeit  der  ^ten  Ord- 
Yiang.  Wenn  man  also  für  einen  fest  gewählten  Werth  a:=a?„  die 
jLi  Werthe  y^^  j?^,  . . .  beliebig  annimmt,  so  empfängt  dadurch  das 
^Werthsystem  (a:«,  Voj  ^o>  •  •  •)  ^^^  gröste  mit  der  Natur  der  Sache 
^vereinbare  Allgemeinheit.    Mit  Rücksicht  hierauf  wird  eine  Lo- 
^sung  des  Systems  (1),  bei  welcher  eu  dem   Werthe  x=x^  ein  in 
€ier  betreffenden  Mannigfaltigkeit  der  inten  Ordnung  beliebig  ge- 
-mpähUes  System  von  Werthen  y^=y^j  ^=^0  •  •  •  gehört,  eine  voll- 
händige  Lösung  des  Systems  von  Differentialgleichungen  genannt, 
^woraus  sich   die  Ueberschrift  der  angeführten  Abhandlung  er- 
klärt.   Hingegen  heisst  eine  Lösung,  bei  welcher  eu  dem  Werthe 
Ä=a?o    ein   an  sich  beschränktes  System  von  Werthen  y  =  yQj 
<£=e^f . . .  gehört,  eine  particulare  Lösung  des  Systems.    Für  die 
obige  Differentialgleichung  (2)  stellt  der  Ausdruck  (3)  eine  voll- 
ständige Lösung  dar,  welche  für  x=Xo  dem  beliebig  zu  wählen- 
den Werthe  y«  gleich  wird,   während    das  bestimmte  Integral 


ß 


f(x)dx  vermöge  seiner  Eigenschaft,  t\lTx  =  x^  zu  verschwin- 
den, nur  eine  particulare  Lösung  bildet.  Man  wird  hieraus  er- 
kennen,  dass   das  in  §  24    definirte   unbestimnUe  Integral   der 


♦)  Erörterung  der  Möglichkeit  y  ein  gegebenes  System  gewöhnlicher  Diffe- 
reniialgleichungen  vollständig  gu  integriren,  Bonn  1868.  Ausserdem  mit- 
getheilt  in  Brioschi  e  Cremona,  Annali,  Serie  2*,  t.  2°,  pag.  288,  und  in 
Darboux,  Bulletin,  t.  10,  p.  149.  Vgl.  Cauchy,  le^ons  de  calcul  differentiel 
et  de  calcul  intSgrral,  redigSes  par  M.  MoignOj  t  2,  p.  385,  und  CoricUs 
in  Limwille,  Journal,  t.  2,  p.  229. 


Function  f(x)  nichts  anderes  ala  eine  vollatändige  Jämmg   der 


sugehörigen  Differentialgleichung 


df/_ 


■■f(x)  ist.     Die  vorhin  be- 


rührte Untersucbang  der  Müglicbkeit,  ein  gegebenes  System 
DifTerentialgleichimgen  (1)  vullHtUndig  zu  iutegrircu ,  bildet 
eine  Erweitemiig  des  Vertahreus,  mittelst  dessen  in  |$  20  und 
22  die  Mclglichkelt  bewiesen  ist,  eine  Function  einer  Variable 
zu  integriren.  Da  die  auznnendende  Schlnasweise  darnh 
Anzahl  der  zu  bestimmenden  Functionen  oder,  was  daiieclba 
deutet,  durch  die  Ordnung  des  gegebeneu  Systems  von  Di 
rentialgleichungen  nicht  wesentlich  bedingt  ist,  so  wird  die 
tracbtung  im  Folgenden  nur  für  ein  System  der  zweiten  Ordi 
durchfteführt  werden. 


-iable 

t 


g  84-    UntflriaohiuiB:  der  Hösllohk«lt,  atn  gegebenes  Byat«in 

gewölmlloher  Dlffer«atlalglelobtuigeii  voUstiadlg  za 

integriren.    Geometrliobe  Deatnng. 

Wir  ])eginncn  mit  der  Angabe  der  Voranesetzungeti,  wal 
in  dem  zu  iiitegrirenden  System  von  Differentialglcicbungi 


(1) 


^=/-{^,y.^) 


=  g{x,g,i) 


den  Functionen  /"{.r,  y,  e)  und  g  {x,  y,  b)  auferlegt  werden.  Beide 
Functionen  sollen  fUr  ein  stetig  zusammenhUiigendos  f^ebiet  oder 
eine  dreifach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  K  der  Variahcln 
X,  y,  e  eindeutig  bestimmt,  numerisch  kleiner  als  ein  fesler 
Werth,  nnd  stelig  sein.  Nach  der  in  §  43  aufgestellten  Defini- 
tion bat  die  Stetigkeit  der  betreffenden  Functionen  die  Hedeo* 
tung,  dass,  sobald  innerhalb  der  Mannigfaltigkeit  K  zwei  Wertb-  i 
Systeme  {x,y,z]  und  {x -i-  ix,  y  +  Jy,t+Jt)  gewählt  werden,! 
der  absolute  Werth  der  Differenz 

(2)  f{x  +  Jx,y+  Jy,  z  +  Je)  —{ (x,  y,  a) 
nnd  der  Differenz 

(3)  g{x-^dx,  y  +  Jy,  m  + JM)—g[x,y,t) 
fUr  hinreichend  kleine  absolute  Werthe  der  Diflferenzeo  Jx,  j 
beliebig  klein  wird.     Wir  fUgeii  jetzt  in  Betreff  der  Stctij 
eine   Uhnlicbe   Voraussetzung  hinzu,   wie   sie    in   §  20  I 
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Stetigkeit  einer  Function  einer  Variable  gemacht  wurde;  der 
JKtIrze  halber  werde  der  absolute  Werth  einer  Grösse  w  durch 
<3a8  Zeichen  [w]  ausgedrückt.  Es  sollen  der  absolute  Werth 
^von  (2)  and  von  (3)  die  Eigenschaft  haben,  falls  fttr  eine  hin- 
-reichend  kleine  Grösse  d  die  Ungleichheiten 
<:4)  [Jx]<d,[Jy\<:d,\Je]<d 

^rfllllt    sind,   immer  unter   dieselbe   beliebig  kleine   Grösse   l 
Iserabzüsinken,  oder  die  Ungleichheiten 

O)  [f  («  +  zia:,  y  +  Jy,  e-k-Je)  —f(x,  y,  e)]  <  A, 

C6)  [g{x'^Jx,y-¥Jy,B-¥/le)'-'g{x,y,e)]<:X 

zu    befriedigen.    Eine   andere  Voraussetzung,  welche  ebenfalls 
1)ei   den    erfahrungsraässig    vorkommenden  Functionen   in   der 
Xlegel  erfllUt  ist,  bezieht  sich  auf  die  Differenzen  (2)  und  (3)  bei 
je  zwei  der  Mannigfaltigkeit  K  angehörenden  Werthsystemen, 
in  denen  der  Werth  der  Variable  x  derselbe  oder  Jx  gleich 
^ull  ist;  sie  besteht  darin,  dass  es  endliche  positive  Constanten 
^ip  ^w>  ^ai>  ^«  giebt,  für  welche  die  Ungleichheiten 
<7)    [nx.y-^  Jy.B-^-  J e)  -f  {x,y,B)]<c,^[Jy]'¥ c^^\J el 
<8)    [9{x,y'¥Jy,0'{-Je)  —  g{x,y,e)]<c^^yy]'\-c^[Je] 

stets  gültig  sind.  Diese  Voraussetzung  ist  offenbar  von  selbst 
erfallt,  sobald  die  Functionen  f  und  g  von  den  Variabein  y  und  s 
gar   nicht  abhängen,  weshalb  auch  bei  der  Untersuchung  der 

Differentialgleichung  -^  =  f{x)    keine    entsprechende  Voraus- 

setznng  vorgekommen  ist. 

Ehe  von  der  Wahl  eines  Werthsystems  a?o»  Voj  ^o  gesprochen 
wird,  das  den  Anfang  der  Lösung  des  Systems  von  Differential- 
gleichungen bezeichnet,  ist  darauf  aufmerksam  zu  machen,  dass 
man  die  drei  Variabein  x^yyß  als  die  rechtwinkligen  Coordina- 
ten  eines  Punktes  im  Räume  deuten,  und  demgemäss  die  be- 
treffende Mannigfaltigkeit  durch  einen  bestimmten  Theil  des^ 
Raumes  repi^entiren  kann.  In  gleicher  Weise  lässt  sich  bei 
einer  Differentialgleichung 

(9)  %-f^^^y) 

das  Werthsystem  {x^y)  auf  den  Punkt  einer  Ebene  beziehen, 
was  wir  nicht  weiter  verfolgen.     Bei   dem  System   (1)  wird 


r  voltatändifcuii   LobUii^.  fl 

die    geometrische  Interiiretation    wieder   nur   dazu  dienen, 
analyHtisch  detiuirten  Itegriffe  mit  UUlfe  der  Ausehanuiig  1 
lieber  zu  machen,  und  nicht  uis  Fundament  der  Bcwoisrabn 
benutzt  werden. 

Nach  deu  allgemeinen  Erörternngcn  <leB  §  42  liat  eine.l 
dur  Mannigfaltigkeit  K  betindlichc  Mannigfaltigkeit  der  en 
Ordnung,  welche  dem  System  (1)  entspricht  »nd  für  x  = 
Gleichungen  i/  =  ff„,  ^  =  ^0  befriedigt,  ihr  geometrisches  ßildJ 
einer  Linie,  welche,  von  dem  Punkte  {j'„,  ;/.,  t„)  auNgehai 
in  dem  Räume  K  auf  gewiKoe  Art  fortschreitet.  Ausscrdein 
lehrt  die  Proportion  (4*)  des  §  62,  dase,  wenn  die  in  einem 
Punkte  (x,  y,  e)  der  hetreiTenden  Linie  construirte  Tangente 
gegen  die  Axen  der  x,  t/,  z  respective  die  Winkel  p, 
bildet,  das  Vtvhältniss  von  deren  Cosinus  und  damit  die 
der  Tangente    folgen dermassen  durch   die  DifTcrentialquotienl 


nnd 


bestimmt  ist 


CIO) 


Weil    aber    in 
'(y 


cos  9:  cosr. 

dem    System   (1)   die  Werthe  der    DifTereRlii 

nnotienten  "/    und     .      als   Functionen   der   Variabein    J,  w,  s, 
*  dx  dai  ' 

welche  eben  iHeCoordiiiateii  des  gewählten  Punktes  Itilden,  ge- 
gehen   sind,    und  weil  daher  die  Loge   der  Tangente  flir  jeden 
Ort  {x,y,e)   bestimmt  ist,   so  wird  durch  das  System   (1)  dip 
geometrische   Forderung   ausgedrückt ,   eine  Linie    zn    soeben, 
bei   welcher    lUr  jeden   Punkt   die  Lage   der    dasvlbat   an   A\t 
Linie    gezogenen   Tangente    in   einer   vorgeschriebenen    Weise 
von    dem  Orte    des   bezüglichen    Punktes    abhängt.      Die  Be- 
hauptung,  dass  die  Integration  des  Systems  (1)  uuler  Uinin- 
fUgung    der    Bedingungen    x^x„,y^y^,M-^M„    eindeutig   bc- J 
,  stimmt   sei ,    bekommt    hiernach    den    Inhalt ,    das»    durch   «IfD  1 
Punkt  (i„y„^„)   eine    und   nur  eine  Linie  von  der  verlanglenl 
Beschaffenheit  laufe.    Vermttge  des  vorigen  §  muiw  bei  cmtm 
vollständigen    Lilsnng    für   einen    festgewähltcu    Werth 
System   der  Werthe  t/,  nnd  e„   beliebig  veränderlich   sein, 
der  Inbegriff  der  Punkte  (x„,y.„e,),  für  welche  x^  einen  donM 
gewählten    Werth    hat,    und  y,   und  e^   beliebige  Wertlie  '■ 
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xmehmen,  die  Ebene  x=^x^  constitairt,  da  jedoch  in  dem  gegeii- 
^v^ärtigen  Falle  nur  Punkte  des  Raumes  K  vorkommen,  so 
stellt  die  bezeichnete  vollständige  Lösung  des  Systems  (1)  den 
Inbegriff  der  Linien  dar,  welche  dem  System  (1)  genügen  und 
^^/on  beliebigen  Punkten  eines  Theiles  der  genannten  Ebene,  der 
mn  dem  Saume  K  enthalten  ist,  ausgehen. 

Man  nimmt  nun  das  Anfangssystem  {x^.y^jZ^)  so  an,  dass 
jede   der  drei  Variabein   in   dem  Gebiete   K  von   (^o^yo^O 
^las  um  eine  endliche  Grösse  fortschreiten  kann;  dann  sind  fUr 
<iie  endlichen  positiven  Grössen  a,  6,  c  die  Ungleichheiten 

<ii)  [^-^J^aJy-yJ^M^-^ol^c 

«rfUnt.  Innerhalb  dieses  in  K  enthaltenen  Gebietes  müssen 
clie  Functionen  f{Xyy^e)  und  g{x,y,e)  nach  der  getroffenen 
Toraussetzung  respective  numerisch  kleiner  als  gewisse  feste 
positive  Werthe  f^  und  g^  sein,  das  heisst,  den  Ungleichheiten 

(12)  [  f  (x,  y,  ^)]  <  /;,  [g  (x,  y,  ^)]  <  g, 

genügen.  Dem  entsprechend  lässt  sich  eine  positive  Grösse  A 
so  bestimmen,  dass 

(13)  A<:a,Af,<b,Ag,<c 
ist:    Alsdann  wird  durch  die  Ungleichheiten 

(14)  [x  -  x^]  <A,  [y  -  yo]  <  6,  [^  ~  ^d  ^  c 

ein  Gebiet  K^  begrenzt,  das  innerhalb  des  durch  (12)  be- 
zeichneten Gebietes,  mithin  auch  innerhalb  des  Gebietes  K 
liegt,  und  fUr  welches  wir  die  Untersuchung  der  Integration 
des  Systems  (1)  vornehmen.  In  der  geometrischen  Deutung 
stellt  das  Gebiet  K^  nach  demjenigen,  was  in  §  51  zu  den 
Ungleichheiten  (l'")  bemerkt  ist,  das  Innere  eines  rechteckigen 
Parallelepipedons  dar,  dessen  Mittelpunkt  der  Punkt  (x^^yo^ej 
ist,  das  von  den  mit  den  Goordinatenebenen  parallelen  Paaren 
von  Ebenen 

a?  =  a?o  —  AjX=^x^  +  -4, 

y  =  yo  —  b,y  =  yo  +  6,  if  =  £fo  —  CyB  =  e^  +  c 

begrenzt  wird,  und  dessen  mit  den  drei  Coordinatenaxen  x^  y,  0 
parallele  Kanten  beziehungsweise  die  Längen  2Ay2b,2c  haben. 
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§  8ft.    Anflöranir  •in««  Systems  von  JMNit^RmwngUiitkma^mL 

Neben  die  Gleichung  -^  =f(x)  des  §  17  ist  in  §  18  die 
dortige  Gleichung  (4)  gestellt  worden, 

(1)  ^f?-=A-). 

durch  welche  die  Aufsuchung  einer  Function  F{z)  gefordert 
wird,  bei  der  die  zu  einer  Reihe  von  Werthen  der  Variable  x 
gehörenden  Differenzenquotienten  den  entsprechenden  Werthen 
der  gegebenen  Function  f(x)  gleich  werden  sollen.  Gleichnngen 
von  der  Art  der  vorstehenden,  durch  welche  die  Differenzen- 
quotienten zu  suchender  Functionen  mit  der  unabhängigen 
Variable  und  den  Functionen  selbst  verknüpft  sind,  werden 
Differensengleichungen  genannt. 

Wie   nun  die  Differenzengleichung  (1)  ans   der  Anfangs 
erwähnten  Differentialgleichung  entstanden  ist,   indem  statt  des 

Differentialquotienten   --  der  Differenzenquotient  - — ^-  sabsti- 
^  dx  ^  ^x 

tuirt  wird,   bilden  wir  aus  dem  System  Differentialgleichungen 

(1)  des  vorigen  §  das  eu  der  Bestimmung  eweier  Functionen 
rj  und  ^  von  x  dienende  System  von  Differenjsengleichungen 

(2)  l   ^^J 

Die  Functionen  //  und  u  werden  für  das  in  dem  vorigen  §  ab- 
gegrenzte Gebiet  K^,  aufgesucht  und  sollen  für  den  Werth 
x  =  x^  den  Gleichungen 

(3)  '7  =  ^0»    ?  =  ^o 

genügen.  Vermöge  der  daselbst  aufgestellten  ersten  Ungleich- 
heit (14)  darf  die  Variable  x  von  x^  nach  x^+  A  nnd  nach 
x„  —  A  bewegt  werden.  Wir  betrachten  nur  die  erstere  Art 
der  Aenderung,  da  bei  der  zweiten  eine  genau  entsprechende 
Behandlung  zulässig  ist.  Nach  der  Wahl  eines  zwischen  x^  and 
x^-hA  liegenden  Werthes  X  schreiben  wir  der  Variable  x  xueret 
die  folgende  Reihe  von  n  +  1  der  Grösse  nach  geordneten  Wer- 
then vor 
(4)  Xqj  x^j  Xj,  . . .  a;^_i,  ^„  =  X  <  a^Q  +  -A, 
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fbr  deren  aufeinander  folgende  Differenzen  das  System  (2)  gelten 
soll,  und  fragen  nach  den  entsprechenden  Werthen  von  17  nnd  C 
Bezeichnet  man  die  zu  den  Werthen  (4)  von  x  gehörenden 
Werthe  der  Functionen  rj  und  t  durch  Anhängung  der  gleich- 
namigen Zeiger,  so  ergiebt  sich  aus  dem  System  (2)  mit  Be- 
rücksichtigung von  (3)  unmittelbar  die  Folge  von  Gleichungen 

1  0  2  1  a+l         a 

WO  a  die  Reihe  der  Zahlen  1,  2,  ...n— 1  durchläuft.  Vermöge 
des  ersten  Paares  von  Gleichungen  werden  17 ^  und  K^  eindeutig 
bestimmt,  dann  vermöge  des  zweiten  17,  und  l,,  und  so  fortschrei- 
tend vermöge  des  (a  +  l)ten  Paares  f]^^^  und  C^^^  bis  zudem 
letzten  Werthsystem  t]^  und  c^,  welches  zu  x^=x  gehört.  Da 
bei  diesem  Verfahren  jedes  gefundene  Werthsystem  in  die  Func- 
tionen f(x,  ffj  js)  und  g  (x,  y,  e)  substituirt  werden  muss,  so  hat 
man  sich  zu  versichern,  dass  das  anzuwendende  Werthsystem 
dem  Gebiete  angehöre,  für  welches  die  Functionen  f(x,  y,  a)  und 
9  (^9  y$  ')  gegeben  sind.  Aus  den  vorhin  getroffenen  Voraus- 
setzungen lässt  sich  indessen  mit  Sicherheit  schliessen,  dass  die 
nach  einander  zu  erhaltenden  Werthsysteme  (^d  ^u  ^i)»  (^n  17«»  Ct)y  •• 
innerhalb  des  Gebietes  K^  bleiben.  Multiplicirt  man  in  (5)  das 
erste  Paar  Gleichungen  mit  dem  Nenner  x^—x^,  und  ebenso 
jedes  folgende  mit  dem  entsprechenden  Nenner,  so  entstehen 
die  Gleichungen 

Geht  man  hierauf  bei  dem  ersten  Paar  zu  der  Vergleichung  der 
absoluten  Werthe  über  und  berücksichtigt  die  für  jedes  vorkom- 
mende Werthsystem  geltenden  Ungleichheiten  (12)  des  §  84,  so 
folgen  die  Ungleichheiten 

Weil  femer  [a:,— -a:„]  <.4  ist,  müssen  wegen  (13)  desselben  §  die 
Ausdrücke  rechts  respective  kleiner  als  b  und  c  sein ;  daher  gel- 
ten für  das  Werthsystem  {x^,  rj^^  ^J  die  Ungleichheiten 


1  Diffuruiixengli 


(7)  [l,-i.]<^  [>i-s.]<i>.  K,-».]<c, 

wekbe  die  Gestalt  von  ( U)  des  §  84  haben  und  ausdrflckeD, 
(^i>';it?i) '"  Ä»  enthalten  ist.  Dann  ergiebt  sieb  aaK  (6)  darab 
die  Addition  von  je  zwei  Gleichangeu 

1?,— «.  =  (:c,— x„)j?(z.,ff„«.)  +  (a:,— a:,)*/(x„i),,f,X 
mithin  für  die  absoluten  Werthe,  da  x, — x^  und  x, — x,  posi- 
tive Werthe  haben,  vermittelst  der  soeben  benutzten  SchlUaee, 
CT  ['/.-y,l<[z,-z„]/-„<ft,  [:,-e„]<[x,-x^]g^<c.[x,-x,]<Ä. 
Deshalb  gehört  auch  das  Werthsystem  {x„  ^,,  C,)  dem  Gebiete 
Ki  an,  und  es  lenohtet  ein,  dass  aus  entsprechenden  Grllnden 
sich  die  sämmtlichen  folgenden  Werthsysteme,  wie  behauptet 
worden,  ebenso  verhalten.  Somit  liefern  die  GleichaDgen  (fi) 
den  aufgestellten  Bedingungen  genügende  eindeutig  be- 
stimmte Auflösung  des  Systems  von  DifTercnz^ngleicbungen  (2). 
Um  den  Zusanimenbang  des  Systems  (2)  und  des  vorge- 
legten Systems  von  Diiferentialgleiebnngen  geometrisch 
läutern,  braucht  man  nur  mit  Anwendung  der  so  eben  be- 
stimmten Werthsysteme  festzusetzen,  dass  der  Pnnkt  (x„  y„  *J 
mit  dem  Punkte  (x,,  ^,,  t,),  dieser  mit  dem  Punkte  (x^,  ij„  ^X 
und  Hueceasive  jeder  mit  dem  folgenden  durch  eine  ger«de 
Linie  verbunden  sei.  Vermöge  der  Gleichungen  (5)  sind  diese 
begrenzten  geraden  Linien  so  bestimmt,  dai^s,  wenn  man  sich 
dieselben  im  Sinne  der  wachgenden  Zeiger  durchlaufen  denkl. 
die  Richtung  jeder  Linie  in  ihrem  Anfangspunkte  gleich  der 
Richtung  der  Tangente  der  Curve  ist,  welche  dnrcb  den  be- 
treffenden Pnnkt  hindurchgehen  und  dem  System  von  Differen 
tialgleiehungen  genügen  würde. 

f  86.    Intayratlon  «Inca  Bystsn»  fftwfihnltehcr 
01ffBrantlalg:l«lobtukg«n. 

Nachdem   da»    im   vorigen  §    gebildete  System  von  Diff«-I 
rcnzengleicbungen  tHr  die  mit(4i  bezeichnete  Reihe  von  WerthcB 
der  Variable  x  aufgelöst  ist,  kann  man  dasselbe  fUr  eine  t 
Reihe  von  Werthen  behandeln,  bei  der  zwischen  je  zwei  loHl 
vidueu  der  ersten  Reihe  wieder  eine  beliebige  Folge  von  WcTthj 
der  Grösse   nach  eingeschaltet  ist     Wir  gebrauchen   die 
Zeichnungen 
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(1) 


^«->.^««l —  ^«.0        ^«>    ^«,l>  •  •  •>    ^a.p^  >  •  •  •  ^a^p^-V 


^'— !.%_,""  ^«.O—'^»» 


und  versehen  die  zugehörigen  Werthe  von  r;  und  C  mit  den 
gleichnamigen  Paaren  von  zwei  Zeigern.  Das  System  (6)  des 
vorigen  §  liefert  dann  die  Gleichungen 

wo  nach  einander  a  gleich  den  Zahlen  0,  1,  2, ...n~1|  ^^ 
gleich  den  Zahlen  0, 1,  2, . .  -p^—l  zu  setzen  ist,  und  ferner  die 
Bedingungen 

(ß)  %fi=yo^  &).o=^o 

gelten,  damit  die  Auflösung  mit  demselben  Werthsystem  (:t\„  y^,  e^ 
wie  die  im  vorigen  §  ausgeführte  beginne. 

Dass  die  nach  einander  darzustellenden  Werthsysteme  der 
gegenwärtigen  Auflösung  ebenfalls  in  dem  Gebiete  K^  enthalten 
sind,  folgt  daraus,  dass  das  eingeschlagene  Verfahren  seinem 
Wesen  nach  ungeändert  geblieben  und  nur  auf  eine  grössere  Zahl 
von  eingeschobenen  Werthen  der  Variable  x  ausgedehnt  ist.  Zu 
demselben  Werthe  x^=x^^^  gehört  bei  der  ersten  Auflösung 
das  Werthsystem  jy„^„  l„^j,  bei  der  zweiten  das  Werthsystem 

Es  lägst  sich  nun  zeigen,  dass  fUr  eine  angemessene  Wahl  der 
Werthe  x,,  x^^...  a;^_j  die  Grössen  y„^j  und  e^^^^  die  Eigenschaft 
haben,  falls  die  Sjahlen  p^  unaufhörlich  wachsen  und  die  Diffe- 
renzen der  neuen  eingeschalteten  Werthe  x      ^, —  x       irgendwie 

beständig  abnehmen,  gegen  feste  Grenzwerthe  zu  convergiren, 
indem  die  absoluten  Werthe  der  Differenzen  zwischen  den  ent- 
sprechenden Grössen 

fttr  jedes  a  unter  einer  beliebig  kleinen  Grösse  bleiben.  Gleich- 
zeitig führen  dann  die  Werthe  y^^j  und  jr„^,  za  einer  vollstän- 
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digen  Integration  des  gegebenen  Systems  von  Differentialglei- 
chungen. 

In  den  Gleichungen  (2)  lege  man  der  zu  einem  bestimmten 
a  gehörenden  Zahl  q^  nach  einander  die  Werthe  0,  1,  2y...a^ 
bei,  dann  entstehen  durch  Addition  der  Differenzen  der  ersten 
und  zweiten  Zeile  die  Gleichungen 

"a 

ans  denen  mit  Hülfe  von  (12)  des  §  84  die  Ungleichheiten 

(7)  S 

folgen.  Wenn  man  dieselben  mit  den  Ungleichheiten  (4)  das 
§  84  vergleicht,  und 

nimmt,  wenn  man  femer  die  Grössen  x^  so  dicht  neben  einander 
wählt,  dass  in  Bezug  auf  eine  hinreichend  kleine  Grösse  d  die 
Ungleichheiten 

gelten,  so  ist  klar,  dass  vermöge  der  Ungleichheiten  (5)  ond  (6) 
des  §  84  für  eine  und  dieselbe  beliebig  kleine  Grösse  l  die 
Relationen 

bestehen.  Deshalb  weicht  unter  der  angegebenen  VoranssetzoDg 
jeder  der  Werthe /"(a;,^,^,^,  j?„^^,^,  ?„.  J  von  A^„.o>  ';«.o>  ?«,oUöd«' 
der  Werthe  (j(x      ,  r^      ,  r„  ,, )  von  (/(x„  „  i;       C,,)  nm  eine 

Grösse  ab,  die  numerisch  kleiner  als  k  ist;  auf  diese  Weise 
können  die  in  (6)  rechts  auftretenden  Summen  leicht  i» 
Grenzen  eingeschlossen  werden.  Indem  hier  statt  a^  der  Werth 
p^ —  1  substituirt  und  die  in  (4)  angegebene  Bezeichnung  benotit 
wird,  gelangt   man  durch  Einführung  der  positiven  oder  negi- 
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tiven  echten  Brüche  ß^  and  y^  zu  dem  Resultat 

Diese  Gleichungen  haben  eine  mit  den  Gleichungen  (6) 
des  vorigen  §  ähnliche  Gestalt.  Werden  die  Gleichungen  des 
dortigen  (a  +  l)ten  Paares  mit  den  vorstehenden  durch  Sub- 
traction  verbunden,  so  entsteht  das  neue  System 

Man  bedient  sich  jetzt  des  Princips,  dass  der  absolute  Werth 
^ioer  Summe  von  Grössen  niemals  grösser  sein  kann  als  die 
^uname  der  absoluten  Werthe  der  einzelnen  Grössen,  und  be- 
"^^tast  für  die  absoluten  Werthe  der  Differenzen  der  vorkommen- 
den Functionswerthe  die  aus  (7)  und  (8)  des  §  84  folgenden 
^^stimmungen 

*-^^  ferner  die  sämmtlichen  Differenzen  ä;^^,— x^  positiv  sind, 
^^  liegt  der  absolute  Werth  von  jedem  der  Producte  {x^^^ — ^Jßa^ 
^*Äd  (a?^^j — ^«)y«^  ^^tc*"  der  Grösse  (x^^^—xJL  Mithin  folgen 
^^8  (9)  die  Ungleichheiten 

"^ach  der  in  (3)  ausgedrückten  Voraussetzung  ist 

<^12)  bfo-%]  =  o,  k-U  =  o, 

^^  dass,  falls  in  (11)  für  a  nach  einander  die  2iablen  0, 1,  2,.  .n — 1 
^vbstitoirt  und  die  betreffenden  Relationen  verglichen  werden, 
*^r  jeden  der  absoluten  Werthe  [y, — i/J,  [«i-  Q, . .  b,— >?,],  K— ?J 
Qine  obere  Qrenze  hervorgeht  Indem  man  fUr  zwei  Reiben  von 
Orossen  Dy.  nnd  Da^  die  Gleiobnngen  bildet 

(13)    ^D*.+,= D*„+  K+ .-«J  (<5„  i>ya+ Cm  ^««+  ^) 


Bind  jene  oberen  Grenzen  gefunden,   und  es  ergiebt  sich  flir 
^e  aufeinander  folgenden  Werthe  des  Zeigers  a 
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Unser  Ziel  ist  der  Nachweis,  dass  die  Beträge  [y^^j — ^a+il« 
[tta^i—  C„^i]  fllr  einen  hinreichend  kleinen Werth  von  A  beliebig 
klein  werden;  dasselbe  wird  erreicht  sein,  sobald  die  betreffende 
Eigenschaft  für  die  Grössen  Dy„+i  und  Da^^^  oder  für  andere 
Grössen  nachgewiesen  ist,  die  beziehungsweise  grösser  als  jene 
sind.  Wie  leicht  zu  erkennen,  lassen  sich  zwei  Reihen  von 
Grössen  v^  und  w^j  die  den  Forderungen 

(15)  Dy„^,<t;„^„    D0„^,<io^^, 

gentigen  und  eine  noch  einfachere  Bestimmung  als  Dy^  und  Dj; 
gestatten,  durch  ein  System  von  Gleichungen  definiren,  welche 
nur  darin  von  den  Gleichungen  (13)  differiren,  dass  statt  jeder 
der  vier  positiven  Grössen  c„,  Cj,,  c,,,  c^  eine  Constante  k  auf- 
tritt, die  grösser  als  jede  einzelne  ist.  Die  betreffenden  Glei- 
chungen lauten 

(16)  <«;„+,  =  M^«  +  (^„+,  -  xj  {kiv^  +  wj  +  X) 
Ans  denselben  folgt  unmittelbar 

(17)  ^a^l-^a=^a+l-'^a^ 

und,  da  Vo  =  tv^=:0  ist,  für  jeden  Werth  von  a 

(18)  v^=w^. 

Demnach  hat  man  statt  des  Systems  (16)  die  eine  Gleichung 

(19)  v^^,=  v^  +  (x^^, -  xj (2kv„  +  k) 

welche,  nachdem  auf  beiden  Seiten  die  Grösse  -  -  hinzugeftlgt 
ist,  zu  der  folgenden  wird 

(20)  f„+,+  ^  =  (l+2Ä(a:„^,-xJ)(t;„+   -^  )• 

Setzt  man  den  Zeiger  nach  einander  gleich  den  Zahlen  0, 1, 2,...a) 
beachtet,  dass  Vo'-=0  ist,  und  multiplicirt  alle  Gleichungen  mit- 
einander, so  entsteht  die  Auflösung 

(21)  t;„^,+  ^^  =-}j^il  +  2k{x-x,))i\+2kix,-x,))...(i-^2k(x^^r'^^ 

Für  den  gegenwärtigen  Zweck  dürfen  die  einzelnen  Factoren 
des  Products    noch    vergrössert  werden.    Aus   der   in  I,  §  IH 
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abgeleiteten  stets  convergenten  Darstellung  der  Exponential- 
fiinction 

^       ^^  1  ^  1.2  ^••• 
Iftsst  sich   schliessen,   dass  bei  jedem  positiven  Werthe  von  x 
die  Ungleichheit 

(22)  c'>H-a: 

besteht,  weil  die  rechte  Seite  durch  Weglassung  einer  Summe 
von  positiven  Gliedern  nothwendig  verkleinert  wird.    Werden 
nun  in  (22)  statt  x  nach  einander  die  positiven  Werthe 
2h{x^—x^\   2h{x^—x^\..,2k{x^^,  —  x^ 

substituirt,  so  bringt  die  Multiplication  der  Exponentialaus- 
drtlcke  eine  Exponentialfunction  hervor,  deren  Argument  gleich 
der  Summe  der  Argumente  2Ä:(a:^^,  — a?^)  ist,  und  man  erhält 

[l^2k{x^^x^))  {\-\'2k{x^-x,\)  . . .  (H-2Ä:(a:,^,-a:J)  </*^'"'''"''' 
Da  ausserdem  x^^^—'X^<x^—Xq=X'^Xq  ist  und  die  Expo- 
nentialfunction bei  der  Vergrösserung  ihres  Arguments  zunimmt, 

so  wird 

(24)  /*.'„.,-V^^**(x-..) 

woraus  sich  für  die  positive  Grösse  v,^,  die  Ungleichheit 

(25)  «'.-<H-^r-) 

ergiebt  Hier  erscheint  l  mit  einem  endlichen  Factor  multipli- 
cirt,  welcher  nicht  von  der  Annahme  der  Werthe  x^j x^j... x^_^ 
abhängt  Folglich  bleiben  fllr  einen  genügend  kleinen  Werth 
von  l  alle  Grössen  t;^^^  und  daher  nach  (14)  und  (15)  auch 
alle  Betriige  [sf„+, -»/«+,]  und  k+j— ?„+i]  beliebig  klein,  wie 
behauptet  worden  war.  Wir  sehen  also,  dass  die  zu  den  Wer- 
then  x=x^^^  gehörenden  Werthe  y„^,  und  ^r^^,,  indem  die 
Zahlen  p^  ohne  Ende  wachsen  und  die  Differenzen  der  neuen 
eingeschalteten  Werthe  auf  irgend  eine  Weise  abnehmen,  sich 
festen  Grenzwerthen  nähern.  Nach  der  Kleinheit  der  beliebig 
gegebenen  Grösse  A  richtet  sich  die  Wahl  der  Grösse  d,  durch 
welche  vermöge  (7*)  die  Ausdehnung  der  Differenzen  x^^^—x^ 
bestimmt  wird.    Weil  nun  die  obigen  Gleichungen  (8)  den  In- 

halt  haben,  dass  der  Differenzenquotient  — ""'^'^  "   von   dem 
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von  ^«^^^1 


Werthe  f{x^,  j/„,  «^),  der  DifFerenzenqaotient 

WertUe  g{x„,y,^,e^  um  weniger  als  die  beliebig  kleine  Grösse 
X  abweicht,  und  weil  bei  hiureicbend  kleinen  Differenzen 


der  Differenzenquotieut 


y„.n- 


in  den  DifferenfialqBotieulen 


d'j 


der  Differenzenquotient    " 


-  in  den  Differentialquotien- 


ten Y~  "'s  Grenzwerth  Übergeht,  so  drückt  das  System  (8)  die  ^ 
Thatsaehe  aus,  dass  die  Werthe  y^  und  e^,  welche  für  a:=^«  die  ^^ 
vorgeschriebenen  Gleichungen  y^y„,  e^e,  erfüllen,  dem  gegthe-  -^ 
nen  System  Differentialgleichungen  (1)  im  §  84  genügen,  oder  ~-«^ 
dasselbe  rollständig  integriren. 

Sobald  die  geometriacUe  Construction,  welche  in  dem  Tori M-^ 

gen  §  für  die  dortige  Reihe  (4)  von  Wertben  von  x  bescbriebencrrsi 
ist,  auf  die  Reihe  (1)  des  gegenwärtigen  §  angewendet  wird,  ,t»^ 
entsteht   eine   neue  Reihenfolge   von   geraden   Linien,    die   fDr  fSBr 
wachsende  Zahlen  p„  immer  dichter  wird.     Demgemäss  lässt  siclf^^nih 
das  Ergebniss  der   angestellten  Untersuehung   so  anssprecheufir  su, 
dass,  falls  bei  der  ersten  Construction  das  Intervall  X — x^  im  M:  in 
hinreichend  kleine  Theile  getheilt  war,   der  Zug   der  gerader  ^3bd 
Linien,  welcher  durch  die  zweite  Construction  bei  beliebig  weS  ^it 
fortgesetzter  Theilung  hervorgebracht  wird,  von  dem  Znge  de^^**r 
geraden  Linien   der  ersten  Construction  nur  um  beliebig  weni:  -Sig 
verschieden  sein  kann.    Mithin  wird  das  Bild  der  Mannigfalti^^B^- 
keit  der  ersten  Ordnung,  die  dem  gegebenen  System  Differentia-^aiJ- 
gleichuugen  genügt,  schon  durch  die  erste  Construction  mit  ein^^er 
beliebig  grossen  Genauigkeit  dargesteltt. 


9  87.    Elsd«att|fe  Bcitlmmthslt  d«r  IntagrfttloB  elttci 
8y«tomi  gcwObnlloher  DlffereBtlalsfleloboasaa. 

Es  bleibt  jetzt  übrig  zu  zeigen,  dass  ein  System  Funclioi:^«iJ 
y  und  e  durch  die  Forderung,  dem  obigen  System  ÜiffereiilSjr/- 
gleichnugen 
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(1) 


1  fl^^^^'J''*^ 


ZU  genügen  und  die  Bedingungen  y=y^j  ^^^o  zu  erfüllen,  ein- 
deutig bestimmt  ist.  Wir  nehmen  an,  dass  ein  System  von  der 
verlangten  Beschaffenheit 

(2)  y=^,  ^=h 

gegeben  sei,  legen  der  Variable  x  die  in  §  85  unter  (4)  ange- 
führten Werthe  bei  und  bezeichnen  die  entsprechenden  Werthe 
der  Functionen  ))  und  j(  durch  Anhängung  der  gleichnamigen 
Zeiger;  in  Folge  dessen  hat  man  nach  den  vorgeschriebenen 
Bedingungen 

(3)  ^0=^0»  äo=^o- 

Für  hinreichend  kleine  Differenzen  x„,.  —  x„  ist  nun  wieder  der 

^  a+l  u 

Differenzenquotient  — ^^^-^ —  von  ~  >    der   Differenzenquotient 

1       — JL  dt 

— — von  3^  beliebig    wenig    verschieden,    während    die 

Werthe  der  Differentialquotienten  selbst  vermöge  (1)  respective 
gleich  f{x^j  ^„,  jj  und  g{x^,  t),^,  ij  sind.  Jetzt  wird  ausdrück- 
lich vorausgesetzt,  dass  bei  beiden  Functionen  t)  und  j  der 
Unterschied  zwischen  dem  einzelnen  Differenzenquotienten  und 
dem  entsprechenden  Differentialquotienten  für  hinreichend  kleine 
Differenzen  rc^^j — x^^  in  dem  ganzen  Bereich  der  Werthe  von 
X  numerisch  kleiner  sei  als  eine  beliebig  kleine  Grösse  l\ 
dies  entspricht  genau  der  Voraussetzung,  die  in  §  24  für  die 
Function  q){x)  gemacht  wurde.  Demnach  führt  das  System 
(1)  unter  Benutzung  von  zwei  positiven  oder  negativen  echten 
Brüchen  /!?„  und  y^  zu  dem  System  von  Gleichungen 


(4) 


Dasselbe  ist  genau  ebenso  mit  den  Grössen  x^^,  t)^^,  j,^  gebildet 
wie  das  System  (8)  des  vorigen  §  mit  den  Grössen  x^j  y„,  ^„. 
Es  lassen  sich  daher  unter  Beachtung  der  Gleichungen  (3)  durch 
Verbindung   von  (4)    mit   den    Gleichungen   (6)   des  §  85   die 

LipMhits,  Analysi«  U.  33 


Eindeutige  I!p«tirnintli'nt  Ae.r  Integratin 


se&J 


(öl 


entspreclienden  Scliltlsse  ziehen,  ans  denen  hervorgebt,  dawi  dUlJ 
Beträge  der  Differenzen 

flfr  einen  binreiclieud  kleinen  Wertli  von  X  l)eliebig  klein  wer-  1 
den.     Da  nun  aUBserdem  die  Unsleiclilieilen 

I  [!),.+, ~J'..+.l<['J..-M-'"'.-+il  +  b«t.-Wi] 

pelten,  nnd  unter  der  gleichen  VorausBctzung  die  BctrSge 

Is-.,,-'/.-,,).  I',--E.„l 

ebenfalls  beliebig  klein  ausfällen,  so  haben  die  Beträge 

[1).  +  .-!/..+,],  [K*i-'..J 
nothwendig  dieselbe  Eigenschaft,  das  heissl,  die  Fnnctioneal 
1)  nnd  Ät  welche  das  System  von  Differentialgleichangeu  (I)  be-1 
friedigen  nnd  für  a=j-„  die  Anfangswerfhe  ^=J„,  H^-?. 
nehmen,  weichen  für  die  süniintlithen  Werthe  3:  =  x„^,  von  den 
durch  das  obige  Verfahren  bestinniiten  Werthen  y,,^,  und  ^^^^ 
uni  beliebig  wenig  ab,  oder  fallen  mit  denselben  Kuiiammvii- 
^ttt  System  von  Functionen  y  und  t,  durch  welches  das  Systnn 
von  D^erentialgleichungen  (1)  iniegrirt  wird  und  das  für  x=J, 
dm  Gleichungen  v=ffei  '=^0  g^i'<gi-  ist  dakfr  untfv  den  er- 
wähnten Bedingungen  eindeutig  bestimmt.  Somit  liaben  wir  den 
Beweis  geliefert,  Uass  das  gegebene  System  von  Differential- 
gicichnngcn  unter  den  luitgetbeilten  Vorausaetzungeo  auf  eiop 
und  nur  eine  Weise  vollständig  integrirt  werden  kann. 

9  88.    IntegTAle  und  late^ationxoonrituitmi. 
Eine  Mannigfaltigkeit  der  ersten  ttninung.  welche  dem  in 
§  83  aufgestellten  System  der  /'ten  Ordnung  von  gewChnlicliea 
Differentialgleiehunj^en  gentigt, 

(H=''('' »■'•■•■) 

kann  anl'  »ehr  vprscliiedenc  Arten  gO{^l)pn  wein.    BesonHf»  Be- 
iu-htnn^  vcrdifiit  der  Fall,  dass  die  Mannigrnltigkeit  der  enlen 
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Ordnung  dnrch  ein  System  von  f.i  Gleichungen  ausgedrückt  wird, 
in  denen  der  Reihe  nach  je  eine  von  /i  Functionen  der  /i+  1 
Yariabeln 

^1  (^,y,^, . . .),  %{^,y,  ^j . . .),•••  %{^,y,^y •  •  •) 

gleich  einer  der  tmllkürlichen  Constanten  ü^j&^^...2    gesetzt  ist, 

(    <Z>i(a;,y,^,  ...)  =  Si 

Da  der  Werth  von  jeder  der  /£  Functionen  bei  einer  mit  dem 
System  (2)  vereinbaren  Aenderung  des  Werthsystems  a;,  y,  ^, . . . 
ungeändert  bleiben  soll,  so  muss  bei  einer  Aenderung  der  ein- 
zelnen Variabein  um  die  zugehörigen  Differentiale  dXjdy,djBi,... 
das  entsprechende  vollständige  Differential  jeder  einzelnen  Func- 
tion verschwinden,  wodurch  nach  §  45  die  //  Gleichungen* 

30,  30,  30, 

^  dx  +  -r-^dy  + -r~^ dz -{-.,, =^0 


(3) 


dx  dy  dz 

30^  30^  30^ 

dx+    ~  dy+-T-^dz-\',.=0 


3a  3y  3z 

30  30  30 

-r-^  da;  + -^  dy  4--.-^  d£r  + . .. =0 
dx  3y  dz 

entstehen.  Kachdem  jede  Gleichung  durch  das  Differential  dx 
dividirt  ist,  gehen  die  linken  Seiten  respective  in  die  vollständi- 

d0,    d0^       d0 

gen  nach  x  genommenen  Differentialquotienten  ~—  j  —-,...-— J^ 

dx      ax         äx 

über,    und  das  Nullwerden   von    diesen   ergiebt  f.t  Gleichungen 

d  1/     cl  z 
des  ersten  Grades  für  die  u  Differentialquotienten  ^i  3-  >  ••• 

ax    äx 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  betreffende  Determinante 
nicht  verschwinde,  liefert  die  Auflösung  für  die  einzelnen  Diffe- 
rentialquotienten eindeutig  bestimmte  Ausdrücke  in  den  Varia- 
bein x,y,z^...,  welche   beziehungsweise  mit  den  Ausdrücken 

d  li     dis 

übereinstimmen  müssen,  die  durch  das  System  (1)  für  -r^»  3~  »"• 

a  X    Ol  X 

vollschrieben  sind.    Das  System  von  Gleichungen  (2)  erlaubt. 


r)1C  Tntflgr&Ic  un<I  Intcgratioiuconsttiitcii. 

weit  die  Werthe  der  Conatante  £,,  S!,,  ...fi    wiUkQrlicb 
Dommen  werden  dtlrfea,    eine  Mannigfaltigkeit   der  ersten  Ord 
niing   zu    bestimmen,   welche   die  in  §  83  t'nrniulirte  Bedtngan] 
erlÜUt  und  von  einem  beliebig  gewählten  Werthsystem  x= 
y^=ff(P^  ^^=«0, ...  ansgeht.    Indem  man  den  Constanten  !t!„Sj,...9 
die  Werthe  beilegt,  welche  au»  der  Substitution  von  j.', 
in  die  betrefTenden  Functionen  eiitepringou,  verwandelt  Kich  (2)1 
in  das  System 

j     0,  (i.j/,  .f.... )  =  a»,(ar„,.v„  «„,...) 
f/».,  (x, y,e,...)  =  IK (x,,,  «„,  e,., . . .) 

[  '^(^..v,*,--)  =  '^{^<,.y™^«.--). 

Sobald  hieran.'«  die  /' Variabehi  y,x,...  als  Functionen  der  Vfcfl 
i'iable  x  bestimmt  sind,  stellen  y,  n,. ..  diejenige  Mannigfaltige  ' 
keit  der  ersten  Ordnung  dar,  welche  dem  System  (l)  gcuBgl. 
ftlr  x=x^  die  Werthe  p  =  ya-  •^=■^0.  ■  ■  ■  erhfilt,  und  deshalb,  wie  : 
sich  ira  Vorgehenden  gezeigt  hat,  eindeutig  bestimmt  ist 

Es  rafige  jetzt  eine  einzelne  von  den  (Üeichangen  (2)  I 
aasgebobeu  werden,  etwa 

<H,(ir,!,,.,...)  =  S,. 
Damit  die  Function  fl\  (x,  y,  e, . . .)  von  der  verlangten  Beschaf-— 
fenheit  sei,  mnss  ans  derselben  die  zugeordnete  Oleiehnng  in  (.ty^ 
folgen.  Ferner  uuiss,  da  das  System  ('S)  für  die  Werthe  der  l>iff(v 

rentialqnotienten  ^  ' -j-r--  Aasdrtlcke  zu  liefern  hat,  welchc- 
den  in  (\)  bezeiehueten  respeetive  gleieb  sind,  jode  eintelnr 
Gleichung  in  (3)  befriedigt  werden,  indem  mau  statt  ^. -r'.-- 


die  entsprechenden  Funetioi 
stituirt.  Demnach  ergiebt  t. 
Oleiobong 


■n  f(x,y,3,...),  g{x,if,t,. ..}  Bub- 
ch  IHr  >/>,  (x, y,B,.. .)  die  folgcntlp 


5# 


f{x,y,t,...)-\- 


g{x,y,»,..,}M 


und  eine  oben  solche  Gleichung  fUr  jede  der  übrigen  Fnnetiowo 
<I>,(x,y,t,...),...0^{x,y,e,...). 
Eine  Gleichung,  in  wehdier  die  )i»rrie1len  Oific^entia^w>- 
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tienten  einer  Function  von  melireren  Variabela  (l>{x,y,s,.  ,.) 
yorkomnien,  heisst  nach  §  82  eine  partielle  Differcntialgleichnng. 
Man  kann  ilaher  den  Ausdruck  anwenden,  dass  die  fi  Functionen 
</',,  '/'j,  ■  ■  ■  Ö*^  die  Eigenschaft  haben  müssen,  der  partidlen  Diffe- 
rentialgleichung 

SH  genügen.  Umgekehrt  verhält  sieb  jede  Function  <I>,  welche 
dieser  Gleichnng  genllgt,  in  der  Weise,  das»  der  entsiireehcndc 
Aasdruck 

äa        dl/    d.t        de    dx       '"       dx 
gleich  Null  wird,  sobald  die  Differential(|Uotienten  t^i    .-i--- 

durch  das  Syatein  (1)  beBtinimt  werden;  mithin  bleibt  die  Func- 
tion 0  lUr  jede  das  System  fl)  erfüllende  Mannigfaltigkeit  der 
ersten  Ordnung  eoustant.  Aus  diesen  Gründen  bedeutet  die 
Forderung,  dass  eine  Function  (/» {x,  y,  e,-..)  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung (5)  genUge,  dasselbe  wie  die  Forderung,  dass 
eine  Function  </)  (x,  y,0,.. .)  tür  jede  dem  System  ( 1)  ent- 
sprechende Mannigfaltigkeit  ungeändert  bleibe.  Eine  Gleichung 
des  Inhalts,  dass  eine  im  Vorstehenden  cbaracterisirte  Function 
9 (x,  y,  £,.. .)  einen  gewissen  willkürlich  gewUhlten  Werth  2 
festhalten  soll, 

(7)  (fl(x,y.^,...)  =  S, 

definirt  also  eine  Mannigfaltigkeit  der  /iten  Ordnung,  in  welcher 
beliebig  viele  das  System  (1)  befriedigende  Mannigfaltigkeiten 
der  ersten  Ordnung  enthalten  sind.  Da  nun  die  Gleichung  (7) 
in  dem  so  eben  bezeichneten  Sinne  durch  das  System  (1)  crftlUt 
wird,  80  nennt  man  dieselbe  ein  Integral  des  Systems  von  Diffe- 
rentialgleichungen (1);  zugleich  heisst  die  zugehörige  willkürliche 
Constante  £  eine  Integrationsconstante.  Nach  diesem  Sprachge- 
hranche  ist  das  System  (2)  ein  System  von  ii  Integralen  des 
g^eheneo  Systems  von  Differentialgleichungen.  Die  /*  Fnnc- 
tioBen  (üjix,  y,  e, ...),...  0{x, y,  e, .. .),  welche  hier  auftreten, 
dürfen  jedoch  unter  den  möglichen  Audüsungen  der  partiellen 
Differentialgleichung  (■'j)  nicht  ganz  beliebig  gewählt  sein, 
soadem  müssen  noch  die  Bedingung  erfüllen,   dass  durch  die 


et«" 


,ieW- 


,  e,.l"V'«' 


»le»  ' 


,  Syst«"^ 


,  0  '■■■'* 


;Ji»»et- 


4o»irt 


Sj«l< 


a«) 


.o(  *" 


«4  H'. 


,.4  '" 


det  V' 


.rtielW 


;\,ttnt^ 


.eo«B»»- 
gel«»«"' 


iea 
vott 


-«-*  t: 


I 


attcV 


\»' 


dm* 


];.  ».'■>'  "tetoe^^^T  u»4*' 


Vn 


,e\Bke" 
1*9'"' 
10» . 


«  0*1 


i;V»ta' 


iiüiw 


.od« 


.ViedeW 


,*ie»'* 


dct^ 
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Flächen  bildet.  Wenn  die  beiden  Gleiehniigen  (2*)  dn  voU- 
ständiges  System  von  ewci  Integralen  des  Systems  (1*)  reprasen- 
tireo,  HO  stellt  jedes  der  beiden  Integrale  eine  Scbaär  von 
Flächen  dar,  and  die  vorhin  erwähnte  Bedingung,  Aass  durch 
die  Gleichungen  eine  Mannigfaltigkeit  der  ersten  Ordnung  be- 
stimmt werde,  nimmt  die  Gestalt  an,  daas  jede  Fläche  der 
ersten  Schaar  von  jeder  FlUche  der  zweiten  Schaar  in  einer 
Linie  pesebnitten  werden  masa,  welehe  eben  eine  cbaraeteristi- 
scbe  Linie  ist.  Um  diejenige  characteristiHche  Linie  zu  er- 
halten, welche  durch  einen  beliebig  gegebenen  Punkt  (x^,y^,£g) 
hindurchgeht,  hat  man  wie  in  den  obigen  Gleichungen  (4)  die 
ConsUnten  Üj  und  £,  durch  Einsetzung  der  Wertlie  «„'ffD-'^ü 
in  </>,  und  «Ö,  zu  bestimmen,  so  daas  die  betreffende  Aufgabe 
durch  die  Gleichungen 

(4*^  (  •",  (^.  y^  ^)  =  *,  («0.  y..  «>,) 

\  '^C^-J/,  «)  =  «».  («..?«,«•) 

gelöst  wird. 

Weil  eine  der  partiellen  Differentialgleichung  (5*)  ge- 
nUgende  Function  Q>(«,j/,«)  in  einer  characteristischen  Linie  den- 
selben Werth  bebillt,  so  int  der  Werth  für  die  ganze  Linie  be- 
stimmt, sobald  er  in  einem  ilirer  Punkte  gegeben  ist  Als  einen 
solchen  kann  man  denjenigen  Punkt  wählen,  welcher  in  der  Ebene 
x=x^  liegt,  und  dessen  andere  Goordinaten  nach  der  einge- 
führten Bezeichnung  y^=yi,,s=e^  heißsen.  Durch  die  Werthe, 
welche  jedem  dieser  Punkte  entsprechen,  ist  also  eine  Function 
<b{z,  y,  e)  Überhaupt  bestimmt;  das  gilt  in  dem  vorliegenden 
Flalle  für  die  beiden  Functionen  '^,  {x,  y,  e)  und  *,  {x,  y,  s) 
Somit  gehört  in  der  Ebene  x^x^  zu  der  ersten  Schaar  von 
Häehen  0,  (x,  y,  ^)  =  £  eine  erste  Schaar  von  Linien  der 
Art,  dass  der  zugeordnete  Functionswerth  in  jeder  Linie  cou- 
Stant  ist  und  sich  nur  von  einer  zur  folgenden  ändert,  ebenso 
gebort  zu  der  zweiten  Schaar  von  Flächen  '7>,(j;,y,2)=S,  eine 
Zweite  Schaar  von  Linien  der  Art,  dass  der  zugeordnete  Func- 
tionswerth wieder  in  jeder  Linie  constant  ist  und  sich  nur  von 
einer  zur  folgenden  ändert,  und  zwar  achneiden  sich  jede  Linie 
der  ersten  und  jede  Linie  der  zweiten  Schaar  in  einem  be- 
«tiinmten  Punkte  (i/o,  .^o)- 

Kachdem  im  Vorhergehenden  auseinandergesetzt  ist,  wie 
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man  von  einem  voilständigen  System  von  Integralen  des  Systems 
(1)  zu  einer  vollständigen  AuHösuug  gelangt,  bei  welcher  den 
abhängigen  Functionen  y,  e,...  beliebige  zu  einem Werthe x^jt, 
gehörige  AnfangBwertho  y,,  ^o, .  - .  vorgescbriehen  sind,  erhebt 
sich  die  Frage  nach  einem  Verfahren,  um  aus  einer  vollstän- 
digen AufÜSsung  der  letztem  Art  ein  vollständigeä  System 
von  Integmlen  zu  erhalten.  Diese  Frage  wollen  wir  wieder 
nur  l^r  ein  System    der   zweiten  Ordnung  beantworteD,    indem 

die  Ausdehnung  auf  eine  beliebige  Ordnung  keine  neue  Schwie-         ^ 

rigkeiten  verursacht.  Das  gewönschte  Mittel  bietet  die  ohige  ^^ 
Bemerkung,  das»  eine  Function  0{x,i/,x),  durch  welche  die  :^_,g 
partielle  Differentialgleichung  (5)  befriedigt  wird,  bestimmt  iBt,  ^  j^^., 
wofern  die  Werthe  der  Function  ttlr  die  Mannigfaltigkeit  ^=1,^^:::^ 
gegeben  sind.  Man  nehme  in  dieser  Mannigfaltigkeit  zwei  Fnnc— ^^^^p. 
tionen  dcrVariabeln  y  und  :?,  'Sl,(y,is)  und  81, (y,«),  willkürlich  «:#~:^h 
jedoch  80  an,  dass,  wenn  der  ersten  ein  beliebiger  eonstante-^^,^,^ 
Werth  l„  der  zweiten  ein  beliebiger  constanter  Werth  i,  vo[»<::>or. 
geschrieben  wird,  zu  den  Gleichungen 

ein    bestimmtes  Werthsystem  if,e  gehört.     Kin  Beispiel    liefer  s^Terij 
nach  I,  §  71  zwei  Functionen  des  ersten  Grades  mit  constant».»  fe 
Coefficienten 

bei    denen    die  Determinante  /»,  c^  —  &,  c,    einen   von  Null  v—  ver- 
schiedenen Werth  hat,  und  welche  in  diesem  Falle  von  eitutne^mier 
wiabhängige  Functionen  genannt  werden.    Geometrisch  gedei^K-fot 
stellt  dann  in  (8)  die  erste  Gleichung  eine  Schaar  von  paralle^  Jen 
geraden  Linien,    die    zweite   eine  von  der  ersten  verschied^ene 
Schaar  von  parallelen  geraden  Linien  dar,  wobei  jede  Li.  wie 
der  ersten   von  jeder  Linie  der  zweiten  Schaar  in  einem  ^i'a- 
zigen  Punkte  geschnitten  wird.    Denkt  man  sich  alle  dem  Syat-em 
Differentialgleichungen  (1*)  genügenden  oder  charakteristisclifii 
Linien  eonstruirt,  die  für  r  =  s;„  die  Gleichungen  ;/=y,,  e=^, 
erflUIen,  so  kann  man  erstens  vermittelst  der  Function  ?1,  (y. ') 
jedem  I'unkt  {x,ij,s),dev    durch  (ffoi  *«)   gehenden   Linie    den 
Funetionswerth  M,  {y„,  ^,)  zuordnen,  und  erhält  dadurch  eine  he- 


(8) 


(9) 
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stimmte  FnnctioD  W,  (x,  y,  g),  die  in  jeder  charEtcterUtiBchen 
Linie  ungeändert  bleibt;  zweitens  kann  man  die  Function 
Sj(y, «)  ebenso  verwenden,  um  eine  derselben  entsprechende 
Function  ®,  (a",  y,  s)  zu  erzeugen,  die  ebenfalls  in  jeder  charae- 
teristiBchen  Linie  ungeändert  bleibt.  Für  diese  Functionen  gelten 
somit  die  Gleichungen 

,(!,»,.)  =  st,  (!,.,0 

welche  nach  dem  Obigen  ein  vollBtändigea  System  von  Integralen 
des  Systems  Differentialgleichungen  (1*)  ausmacbeii. 

Um  den  Werth  anzugeben,  welchen  eine  auf  diese  Weise 
bestimmte  Fanction  ©,  (x,  y,  s)  oder  (/',  (x,  y,  e)  fUr  ein  gewisses 
Werthsystem  x,  y,  e  besitzt,  hat  man  das  zu  dem  letztern  gehö- 
rende Werthsystem  y„  Bf,  aufzusuchen,  und  fUr  dasselbe  respective 
den  Werth  ^Aj/otKl  oder  H,  (y^,  «„)  zn  bilden.  Dnrch  das  in  dem 
vorigen  §  entwickelte  Verfahren  kann  man  eine  das  System  (1*) 
befriedigende  Mannigfaltigkeit  der  ersten  Ordnung  bestimmen, 
die  fllr  a;=;r„  die  Gleichnngen  y=yD,  s^j-o  erfüllt,  und  nun  die 
la  einem  gegebenen  Werthe  a:  =  X  gehörenden  Werthe  y=i', 
z^Z  finden,  Auf  genau  entsprechende  Weise  kann  man  eine 
das  System  (1*)  befriedigende  Mannigfaltigkeit  der  ersten  Ord- 
nung bestimmen,  die  mit  dem  Werthsystem  x,  y,  z  aniUngt, 
und  für  diese  dasjenige  System  von  Werthen  y=y„,  g^^t,  auf- 
sncben,  welches  zu  dem  gegebenen  Werthe  0^=«,  gehört.  Diese 
Werthe  muss  man  zum  Zwecke  der  Gleichungen  (9)  in  die 
Fnnctionen  S(,(y„,  £,,)  und  ?(,  (jo,  £'o)  substituiren.  Sind  aualy- 
liscbe  Ausdrücke  von  y  und  £  als  Functionen  von  x  bekannt, 
verroHge  deren  die  bezeichnete  vollständige  Integration  darge- 
stellt wird,  und  die  wir  folgendermassen  andeuten  wollen 
jy  =  P{x,x^,y^,e„) 
\z  =  Q  {x,  s^,  1/a,  z„), 
so  ist  die  Bestimmung  der  Werthe  y„,  e„  durch  x,  y,  z  nichts 
anderes  als  die  AuHösung  dieses  Systems  von  Gleichungen  nach 
den  Grössen  y^,  5^;  das  Ergebniss  möge  so  ausgedrückt  werden 

),'/«  =  ^  (^0,  ^.  J.  ^) 


(10) 
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Durch  die  Einsetzung  dieser Werthc  in  81,  (jo,«,,)  and  91, (y,. £„) 
entetcben  ilami  bezieh  ungs weise  die  gesuchten  Aasdrticke  der 
Functionen  tfJ,  (a;,  y, «)  und  (/*,  (j;,  i/, «).  Da  die  Gleichnngen  (11) 
fllr  beliebige  aber  feste  Werthe  y,,  and  z^  ^ine  gewisse  da« 
System  (1*)  befriedigende  Mannigfaltigkeit  der  ersten  Ordnung 
ausdrücken,  so  ist  jede  Gleichung  nach  dem  eingeführten  Sprach- 
gebrauche  ein  Integral  des  S>/slems  (1*)  nnd  beide  zusammen 
bilden  ein  vollständiges  St/stet»  von  Ititegrale»,  bei  weichen  die 
Anf'angswerthe   y„   und  e^    die    lioUe    der   Integrationseonstanten 


iriabeln       ^ 


Die  Functionen  Sl,(  y,  e)  und  Ä,  fy,  £)  gehen  in  die  Variabcln 
y  und  «  Über,  sobald  in  (8,)  A^  =  1,   c,:=0,  6,: 
nomraen  wird.  Alsdann  stellen  die  Gleichungen  y  =  y«  nnd  < 
in  der  Ebene  x=:x^   zwei   Schaaren  von  geraden  Linien  dar.   .^-, 
die  der  -/.weiten  oder  dritten  Coordinatenaxe  parallel  sind,  nnd  ^B 
zn  jeder  Schaar  von  Liniitn  gehört  eine  der  beiden  Schaaren  von-^cr: 
Flächen,  welche  durch  die  lileic^huiigen  ill)  bezeichnet  worden —  -• 

%  BS.    Zilaeare  Diff»rentlalgI«iohimf«iL 

Es  liegt  nicht  in  dem  Plane  dieses  Buches,  nach  einandei^^ 

die  gehräncblichen  Methoden  zu  entwickeln,  durch  welche  be ■ 

stimmte  Alten  von  Differentialgleichungen  mit  Hülfe  von  besou 

deren  analytischen  Processen  integrirt  werden;  wir  heben  dabei^r* 
auch  nur  eine  durch  ihre  allgemeinen  Eigenschaften  ansgcxeieh — 
uete  Gattung  hervor.     Diese  enthält  solche  Ditferentialgl«ichu — 
gen  und  Systeme  von  Differentialgleichungen,  in  welchen  d» 
abhängigen  Variabein   sammt    deren  DiffereutialquotienteD  mT 
im  ersten  Grade  auftreten,  und  die  lineare  Differentiedgteiekmtjftm 
genannt  werden-     Damit   das  System  {7)   des  §  82  hierher  je- 
höre,  müssen  die  dortigen  Functionen  H,  und  i/,  iu  Besag  uf 

alle  Elemente  — ^■■■■y,     -,-_f  •-•-»  ganze  Functionen  da 

ersten  Grades  sein,  während  die  Coeflicienten  von  der  VarUUCf 
abhängen  dürfen.  Wir  wollen  ausserdem  noch  die  Bedinging 
hinzufügen,  dass  in  keiner  Gleichung  ein  Glied  TorknanK, 
welches  die  Variable  x  allein  cuthält.  Dann  entsteht  aas  (7) 
die  Gestalt 


j  DiffiTCiitialgloidmiigi-n. 


(1) 


'^=ß,. 


^K,y^ 


^i.pH-* 


<2) 


wo  fi,,,...flj,„  S,,,. ..&',,,  B,,,...fl,^,  ^i.}<--^i.,  beliebige 
Fanctionen  von  x  bedcQten.  Kennt  man  eine  particnlare  Lösung 
dieses  Systems  y^l),  2=h-  und  ferner  noch  eine  zweite  j/=9^". 
^=S*",  80  gentigt,  wenn  ©  nnd  S^'*  irgend  welche  Constanten 
bedeaten,  erstens  das  System  y=Öl),  ^  =  Si,  da  bei  der  Sub- 
Etitntion  die  Constante  S)  gemeinsamer  Factor  wird,  zweitens 
genUgtaus  derselben  Ursache  das  System  i/  =  ©'''t)*",  ^=i8'''s"', 
endlich  aber  aaefa  das  durch  Addition  gebildete  System 

wie  durch  die  bezügliche  Addition  der  fUr  die  erste  und 
zweite  Lösang  geltenden  Gleichungen  l^wiesen  wird.  Die 
Gflltigkeit  der  Liisung  (2)  bildet  eine  Grundeigenschaft  eines 
Systems  von  linearen  Differentialgleichungen.  Man  sieht  übri- 
gens sofort,  dass,  falls  das  System  (I)  nach  der  Weise  von 
(8)  des  §  82  in  ein  System  verwandelt  wird,  welches  nnr 
Differential  Quotienten  der  ersten  Ordnung  enthält,  alle  hierher 
gehiirigen  Differentialgleichungen  von  der  obigen  BeachafFenheit 
sind,  80  dass  der  lineare  Character  des  ganzen  Systems  be- 
wahrt bleibt. 

Unter  den  Systemen  von  linearen  Differentialgleichungen 
sind  diejenigen  die  einlachsten,  deren  sämmtliche  Cocfäcienten 
CoDBtanten  sind.  Nun  folgt  aus  dem  Vorhergehenden,  dass  jedes 
derartige  System  auf  ein  System  von  linearen  Differentialgleichun- 
gen znrtlckgeflibrt  worden  luinn,  in  welchem  nur  erste  Diffe- 
rentialqnolienten  vorkommen,  und  sämmtlichc  Coefficienten  eben- 
falls Constanten  sind.  Wir  werden  jedoch  nicht  das  allgemeinste, 
sondern  ein  specielleres  durch  seine  Anwendungen  besonders 
wichtiges  System  von  Differentialgleichungen  nntersiiclien,  bei 
dem  tUr  M  Variable  :Cj,  37^, ..  ,a:„,  welche  als  Functionen  einer 
unabbüngigen  Variable  (  aufgefasst  werden,  die  nach  t  genom- 
menen zweiten  Ditferentialquotienten  gleich  linearen  Functionen 
lUt  Vaiiabela  z^,  Xp...x^  gegeben  sind, 


««•■ 
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2 ft  Variabein  j:^UDd:i;'^  gleich  werden  sollen,  enthalten  die 
abbängige  Variable  (  nicht  und  sind  als  rationale  ganze  Fonc- 
tionen  fUr  alle  Wertb  Verbindungen  ihrer  Elemente  eindeutig 
definirt.  Demnach  erstreckt  sich  die  Mannigfaltigkeit  der 
(2fi+  l)ten  Ordnung,  für  welche  die  Integration  des  Systems  (5) 
gesncht  wird,  anf  alle  Wertfaverbindungen  der  2n  Variabein 
x^  und  x'^  und  der  Variable  t. 

Ein  gewisses  Integral  des  Systems  (5)  ergiebt  sich  dadurch, 
das«  in   der  bten  Zeile  desselben  der  Differentialquotieut  —rr- 


dt 


mit  X'.,   der  Ausdruck  i 


ddi. 


,  mit  -  ,  °    multipli- 

tirt,  und  dann  beiderseits  von  b^l  bis  b=Kaddirt  wird.  Hierbei 
erhillt  man  links  den  nach  t  genommenen  ToUetändigen  Diffe- 
rentialquoticnten  der  Summe 


(6) 


(*' 


-  <■), 


rechts  den  ebenso  genommenen  vollständigen  Diffcrentialqun- 
tieuten  de8  halben  Werths  der  vorhin  eingeftthrten  r'nnction 
^{x„  Xj,...xJ.  Weil  daher  die  Differenz  der  genannten  Ans- 
drUcke  in  Bezug  auf  /  einen  verschwindenden  Differentialijuo- 
tienten  liefert,  so  iät  sie  »elbst  nach  einem  in  §  24  bewiesenen 
Satze  gleich  einer  von  t  unabhängigen  oder  constanten  Orlntse  h, 
and  die  betrefTende  Gleichung 

(7)    2(«'I  +  «'J+-+3;'^  — ^faii^J  +2a„2;,Xj  +  ..  + a„3:;)=A 

bildet  ein  Integral  des  Systems  (5),  durch  welches  die  Summe 
der  Quadrate  der  n  Variabetn  x\  und  die  Function  q•[x^,x^,  .■ »,) 
anf  eine  merkwürdige  Weise  verbunden  werden.  Desgleichen 
kann  man  aus  dem  System  (5)  oder  ungezwungener  aus  dem 
gleichbedeutenden  (4)  eine  Relation  ableiten,  in  welcher  die 
Summe  der  Quadrate  der  m  Variabein  x^  mit  der  F^unction 
y.(a:„Xj, , ..  jr,)  verflochten  ist.  Multiiilicirt  man  in  (4)  die  b  tc 
Gleicfanng  mit  dem  Factor  x^  und  addirt  auf  beiden  Seiten 
von  6^1  bis  (i  =  »,  io  entsteht  rechts  nach  der  in  %  46 
erwKhnten    Grundeigenschaft   der    homogenen    Functionen    die 
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Function  y(a?,, ar^, . .  .a:^),  während  die  linke  Seite  vermöge  der 
Gleichung 

die  folgende  Gestalt  annimmt 

2  dt' 

Hier  darf  die  zweite  Summe  mit  Benntzang  des  Integrals  (7)^^) 
dnrch  den  Ansdruck  (p{x^,x^, ,,  ,xj  +  2h  ersetzt  werden,  w< 

dnrch  die  angedeutete  Relation 


(,)ii„:.^....«:)-0)Vfö)'.....(^)> 


(10)      s~2-(^!  +  ^2+---  +  ^')  =  2y(a:i,iJJ2,...a:J  +  2* 


hervorgeht. 

Zu  einer  vollständigen  Integration  des  gegebenen  Systeme  ^8 
dient  die  Einführung  eines  neuen  Systems  von  abhängigen  Va-^^iEi- 
riabeln,  welche  durch  die  Auflösung  einer  gewissen  algebraischere:  -n 
Aufgabe  bestimmt  werden.  In  §  60  und  §  til  hat  sich  herani 
gestellt,  dass  flir  die  beiden  quadratischen  Formen 

(11)  x^  +  xl-h . .+xl, (p{x^, x^,. .x^)  =  a^^x]  +  2ay^x^x^+  ..  +a„«i 

deren  zweite  reelle  Coefficienten  und  eine  von  Null  verschiedcÄ  ^ 
Detenninante    hat,   falls   die  Zahl  n  der  Variabein  zwei  od^r 
drei  beträgt,  eine  Substitution  ersten  Grades  mit  reellen  Coeffi- 
cienten angegeben  werden  kann, 

^1  =  ^11    ^1  +  ^12    ?2+--+yU    ?. 


}    ^5 


durch  welche  die  Quadratsumme  der  ursprünglichen  in  die  Qnv 
dratsumme  der  neuen  Variabein  f,,  f^, . . .  ^^,  und  die  Form 
€p  (rr,,  x,^,  •  •  •  O  '"  ^'"^  Form  der  letztern  transformirt  wird, 
welche  nur  die  Quadrate  der  Variabein  enthält;  hiemacb  be- 
stehen Gleichungen 

(13)        l^i  +  ^'  +  ---+^»='*^       -^^2        +-.-  +  ^ 

in   denen  o/'',  r/^^ . . .  f/"^  reelle  Constanten  sind.    Die*»  Resul 
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tat  ,  welches  dort  unter  der  Einschränkung  abgeleitet  wurde, 
dass  in  der  Gleichung,  welche  die  Grössen  w*'*,  w'^', . . ,  w'"' 
liefert,  keine  gleichen  Wurzeln  auftreten,  läsat  sich  sowohl  fUr 
die  dortigen  Werthe  n^2  und  3  wie  auch  fUr  jeden  Werth  von 
n  oline  eine  solche  Einschränkung  begründen,  zu  welchem  Be- 
baf  auf  die  Abhandlungen  von  Jacobi,  de  binis  quibtisUbet  fun- 
ctiotiibus  secundi  ordinis  per  substitutiones  lineares  transf'orman- 
rfis,  quac  solis  quadratis  variabilittm  conslant,  CreUes  Journal  f. 
Ma.then]atik,  Bd.  12,  und  von  Weierstrass,  über  ein  die  homogenen 
^'*9ictionen  zweiten  Grades  beireffendes  Theorem,  nebst  Atiwen- 
tit**t.g  desselben  auf  die  Theorie  der  Meinen  Schmngungeti,  Monats- 
t>ericht  der  Berliner  Akademie,  März  ISfiS,  hingewiesen  wird. 

Stellt  die  Existenz  der  Substitution  (12)  fest,  so  genfigt  für 
•ien    vorliegenden   Zweck    die  Benutzung    von    wenigen   Eigen- 
schaften derselben,  die  bei  n  =  2  und  n^S  in  den  genannten 
§§    erwähnt  sind.  Nach  dem  Sat/.e  in  I,  §81,  dass  die  Determi- 
nante einer  transformirten  quadratiechen  Form  gleich  dem  Pro- 
*luct  von  der  Determinante  der  ursprünglichen  Form  und  dem 
Qasulrat  der  Substitutiongdeterniinaute  ist,   folgt  aus  der  ersten 
*^leichung  (13),  da  die  Determinanten  der  beiden  Formen  gleich 
Eins  sind,  dass,  wenn  die  Determinante  der  Substitution  (12) 
^^»eder  /'genannt  wird,  /  *  ebenfalls  gleich  Eins,  mithin  /'=  ±  1 
^^in  ninss;  ferner  ergicbt  sich  ebenso  ans  der  zweiten  Gleichung, 
*"^sa  die   Determinante  der  Form   rechts,  nämlich  das   Product 
*'-»  ''  w*" , . ,  (j'"',  gleich  der  in  /'"  oder  die  Einheit  multiplicirten 
*^eterminante  der  Form  </>  (^j,  z^,...  xj  ist,   dass  mitbin  unter 
*ler  angegebenen    Voraussetzung    keine    der  n  reellen    Grössen 
fc»"',  tu'*\  , . .  w'*'  verschwinden  kann.    Durch  die  Substitution  der 
Absdrllcke  (12)  in  die  erste  Gleichung  (13)  leuchtet  ein,  dass 
Öer  Coefficient  jedes  Quadrats  ^^   gleich   Eins,   der  Coefiicient 
Jedes  Products  von  zwei  verschiedenen   Variabein  |^  ^^  gleich 
Kbll  sein  mnss;  dies  ftlhrt  zu  den  Gleichungen 

(14)  -*^"      "^''^       +  ■■■  +  /'■       =1 

Leiter  gehl  aus  deuselben  hervor,  dass,  wofern  die  Glei- 
ehangen  (12)  der  Reihe  nach  (Hr  eine  hclieliige  Zahl  b  mit  den 
^aetwen  y^^,  /„, ■■  -fi^  mnltiplieirt    und  dauo   addirt  werden. 
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Demnach  ist  die  Summe  (18)  gleich  dem  Ausdruck 

(20)  ^(4^_^  +  -|£-^  +  ...  +  4£-JM. 

Nun  wurde  in  §  45  nachgewiesen,  dass,  wenn  bei  einer  Func- 
tion von  n  Variabein  qp(a?i,  a?.^, .  .irj  jßde  derselben  von  einer 
einzigen  Variable  u  abhängt,  der  nach  u  genommene  vollstän- 
dige Differentialquotient  folgendermassen  gebildet  wird 

(21)  ^y(^i>'"^n)  ^    d(p      ^^1     ^      dif>     ^^2    ^  d(p     ^^n^ 

du  dXy      du  dx^      du        '"       dx„     du 

Sobald  aber  die  n  Variabein  x^, x^.  ..x^  gleich  bestimmten 
Functionen  von  n  neuen  Variabein  ^j,  ^j,, . . .  ^^  gesetzt  werden, 
und  dadurch  die  Function  cpix^y.x^)  in  eine  Function  der 
letzteren  fp{^^j  ^31  •  •  •  ^«)  übergeht,  kann'  man  unter  den  neuen 
Variabein  eine  einzelne  ^^  auswählen,  diese  allein  beweglich 
machen  und  die  übrigen  ruhen  lassen;  dann  erhält  man  für 
den  nach  ^^  genommenen  partiellen  Differentialquotienten  der 
Panction  t/^C^j,  ^j, .  ..|„)   den  folgenden  Ausdruck,  welcher  aus 

dx  dx 

(21)  entsteht,  indem  -—  durch   -^-^   ersetzt  wird, 

du  ö§j, 

^     ^  S%  dx,  dl,  ^  dx,  3E,       •  •  •  "^  dx;  Ö5a  ' 

1     Slb 

Somit  verwandelt  sich  (20)  in  den  einfachen  Ausdruck  ö^at 

In  dem  vorliegenden  Falle  wird  die  Function  V(?it?2>  ••  •  ^ü) 
durch  die  rechte  Seite  der  zweiten  Gleichung  (13)  dargestellt, 
woraus  die  Bestimmung 

(23)  ilC-=""'ä. 

hervorgeht.  Demnach  erhält  man  aus  dem  System  (4)  die 
n  Differentialgleichungen 

(24)  4r='''''^- 

at 
welche  den  Zahlen  b  =  l,  2, . . .  n  entsprechen.    Sie  enthalten  nur 
noch  die  neuen  Variabein  ^^  ^2>  •  •  •  1^  und  bilden  deshalb  das 
an&ustellende  transformirte  System  von  Differentialgleichungen. 

LlpMhitB,  AnAljsifl  IL  34 
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nnd  sin  ( j/ —  w  t),  nnd  da  die  Differentialgleichung  linear  ist,  80 
darf  man,  am  eine  allgemeinere  Lösung  zu  erhalten,  nach  einer 
obigen  Bemerkung,  jede  der  genannten  Lösungen  mit  einer  be- 
liebigen Constante  multipliciren  und  von  beiden  Produeten  die 
Summe  nehmen.  Wegen  der  für  t=t^  zu  erfüllenden  Anfangs- 
bedingungen ist  es  auch  gestattet,  von  vorne  herein  die  Lösun- 
gen cos  (|/—  io(t  —  t^))  und  sin  (^ —  w  (^  —  ^o))  zu  nehmen  und  mit 
zwei  Constanten  B  und  C  die  Lösung 

(29)  |=-Bcos(|/— ~^(<— 0)+  C'sin(/— ~w(^-^o)) 
anizustellen,  aus  der  durch  Differentiation  die  Gleichung 

(30)  ^^  =~-B/-^8in(/-"^(<— 0)+C'j/^-^cos(i/-w(<-g) 
folgt.    Damit  nun  fUr  t=t^  die  Gleichungen 

(31)  ?=?(0),  ^  =  ^'(0) 

gelten,  hat  man  in(29)und(30)  ^— fo  =  0  zu  setzten,  und  findet, 
da  bei  verschwindendem  Argument  der  Cosinus  gleich  der  Ein- 
heit, der  Sinus  gleich  Null  wird,  die  Bestimmungen 

(32)  ^{0)  =  B,^*(0)  =  Cy^^; 

demnach  erhält  die  gesuchte  vollständige  Lösung  die  Gestalt 

(33)  ?= m  cos  (j^  a,  {t  -  0)  +  ^  sin  {f^co  {t  - 1,)). 

y — w 

Wenn  dagegen  in  (28)  die  Grösse  co  positiv  ist,  so  wird  die 
Differentialgleichung    durch   die    beiden   Exponentialfunctionen 

€       und  e         befriedigt,    statt   deren   auch   die   Exponential- 

functionen  e         *  und  e  gewählt  werden  können.    Aus 

den  angegebenen  Gründen  genilgt  alsdann  der  mit  zwei  beliebi- 
gen Constanten  L  und  M  gebildete  Ausdruck 

(34)  ^=Le  +Me  , 
dessen  Differentiation  die  Gleichung 

(35)  =yioLe  —y'ioMe 

ergiebt.  Die  Erfllllung  der  Anfangsbedingungen  (31)  zieht  die 
Gleichungen 

(36)  m  =  L  +  M,  r(0)  =  j/cJ(L- Jf) 
naeh  sich,  ans  denen  die  Werthe 
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(37)      L=:y  [m^  I-  r(0)),  Jf=|(|(0)-A.|'(0)) 
folgen.    Mitbin  entsteht  die  gesuchte  vollständige  LöSQBg 


welche  sich  folgendermassen  zusammenfassen  lässt 


e  , 


(38*)  ^=^(0)'     -     ^/- -  +  r(0)' -p.^ • 

2  2ya; 

Der  letztere  Ausdruck  enthält  auch  den  Ausdruck  der  zu  einem 
negativen  co  gehörenden  Lösung  (33),  sobald  die  in  I,  §  116  er- 
wähnte Bezeichnung 

(39)  cos t?  4-  t sin t?  =  e" 

gebraucht  wird ,  aus  welcher  mittelst  der  Verwandlung  von  r 
in  — t?  für  cos  v  und  sin  v  die  Darstellungen 

(40)  cost;  = j     8int;  = 


2  2t 

folgen.  Fügt  man  jetzt  den  Grössen  ^  den  fortgelassenen  Zeiger 
b  bei,  so  wird  die  gesuchte  vollständige  Lösung  des  Systemt 
(24),  die  den  Bedingungen  (27)  genügt,   durch  die  Oleicbungei 

(41)     f,=  ?,(0) '  ±^  -      -  4-  r,(0)  "• ^^ 

gegeben.  Die  Substitution  dieser  Ausdrücke  in  die  Gleichnngei 
(12)  liefert  dann  die  verlangte  vollständige  Integration  des  ui 
sprttnglichen  Systems  (4). 


Capitel  XII. 
Doppelte  und  mehrfache  Integrale. 

§  90.    Doppelte  Inte^ale. 

Im  vorigen  Capitel  sind  die  gewöhnlichen  DiflFerential- 
gleichungen  und  Systeme  von  gewöhnlichen  Differentialgleichun- 
gen  als  Verallgemeinerungen  der  Aufgabe  betrachtet  worden, 
das  Integral  einer  Function  einer  Variable  in  Bezug  auf  die 
letztere   zu    bestimmen.    Die  Integration   einer  Function   einer 
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Variable  läsat  sich  aber  uoeh  auf  einfe  andere  Weise  erweitern. 
Darauf  gestutzt,  das«  das  Intepriren  dnrch  die  Bildung  einer 
gegen  einen  Grenzwerth  convergirenden  Summe  bewerkstelligt 
wird,  bildet  man  fllr  Fnnctionen  von  zwei  und  mehr  Variabelii 
entsprechende  Atisdrllcke  von  doppelten  und  mehrfachen  Summen, 
die  ebenfalls  bei  gewiesen  Voraussetzungen  gegen  Orenzwerthe 
coovergiren;  die  letztem  dienen  zur  Definition  der  doppelten 
und  mehrfachen  Integriile.  Durch  die  Untersncbung  dieser  Be- 
griffe empfängt  das  Gebiet  der  Integralrechnung  abermals  einen 
neuen  Zuwachs. 

Um  das  Wesen  eines  doppelten  Integrals  zu  erklären, 
wird  angenommen,  daas  eine  Function  f{x,  y)  für  eine  gewisse 
zweifach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  der  beiden  Variahein  x 
und  y  eindeutig,  endlich  und  stetig  gegeben  sei.  Innerhalb 
dieser  Mannigfaltigkeit  werde  eine  Mannigfaltigkeit  der  zweiten 
Ordnung  K  herausgehoben,  und  zwar  zunächst  eine  solche,  bei 
der  X  zwischen  den  festen  Grenzen  a  und  .1,  y  zwischen  den 
festen  Grenzen  b  und  B  liegt,  oder  die  beiden  Ungleichheiten 
(1)  a-^X'^A,    h<y^B 

gellen.  Man  schalte  nun  zwischen  a  =  x^  und  A^x^  die 
Wertbe  x^,x^,...x^^^,  zwischen  Ä=,Vn  und  S=y^  die  Werthe 
y,,  jj,  ...y„_|  nach  ihrer  algebraischen  Grösse  ein.  wobei  ver- 
möge des  positiven  Vorzeichens  der  beiden  Differenzen  A  —  a 
^^nd  B—b  die  Bilmmtlichen  Differenzen 

^^^^    iJx^^Xj—  «u,    Jx^^Xj —  «„  .  ■  .  .fXi_j  =  X,  ~-  Xf^j 

^H  My,=y,-tf„,  ^y,  =  p,-i/p- ■■-/¥„„,=!/,—?.„, 

^^»BltiT  ausfallen,  und  bilde  mit  den  Functionswerthen  von /'(^,y), 
die  zn  den  Verbindungen  der  genannten  Werthe  der  beiden 
Variabein  gehnren,  nach  Analogie  der  Summe  ('2)  in  g  20  die 
doppelte  Summe 

i/"f«„ jf^    Jx^Jy^      +flx,.  Jo)     Jx,  Jy^     +  ..  4-/'(j;^„  y^\     Jx^^  Jy^ 


Hier  sind  die  Zeiger  der  miteinander  multiplicirtuu  Differenzen 
xespectivc   gleich   den  Zeigern  der  Argumeutu  x  und  y  in  dem 


zn^eliörigen  FunctiougwerCh;  in  jeder  Horizontalreihe  bleibt  der 
Zeiger  von  y,  in  jeder  Vertikalreibe  der  Zeiger  von  x  ungeän- 
dert.  In  Betreff  der  Stetigkeit  der  Function  f{x,  y)  wird  älin- 
licb  wie  in  §  20  nnd  §  84  vorausgesetzt,  daaa  bei  hiureichenJ 
kleinen  numerischen  Werthen  der  Ineremente  Jx  nnd  .7j  in 
dem  ganzen  Gebiet  der  absolute  Werth  der  Differenz 

f{x  +  Jx,  y  +  Jy)-f{x,jf) 
kleiner  als  dieselbe  beliebig  kleine  Grösse  X  sei.  Dana  lääMt 
sich  zeigen,  dass  die  Summe  (3)  bei  fortwährendem  Wachsen 
der  Zahlen  der  eingeschalteten  Werthe  der  Variabein  nnd  be- 
ständiger Abnahme  der  betreffenden  Differenzen,  wie  die  Summe 
(2)  in  §  20,  gegen  einen  festen  Grenzwerth  convergirt. 

Bei  der  Führung  des  Beweises  werden  wieder  zwischen 
den  zuerst  angenommenen  Werthen  von  x  und  y  neue  Werihe 
eingeschaltet.  Man  hat  indessen  nicht  nöthig,  diese  sämmtliob 
durch  besondere  Bezeichnungen  üu  unterscheiden,  sobald  deutlich 
geworden  ist,  dass  sich  stets  derselbe  Proccss  wiederholt.  Es  «eien 
zwischen  x^^^x^^  ^"^^  ^i^*on  ^'^  Werthe  x^^,  *(,,,-.■  ar^  , 
zwischen  i/|,=  y^g  und  y,  =  yy  ^  die  Werthe  Von  Voai  ■• -ffo,-/ 
eingeschaltet,  und  man  habe 
(4).l  -^'0,0  =  ^0.1-  *o.o.    -'^^„.^  =-^o.i-«^o.i  ■  ■  •  •    '«o.p-i  =  *o.,— ^o.,^< 

|_/)/po  =  ypi— y^g.  -'yoi  =  yo?~y«i' '^u  •— i^^^o  .^^u  .-I' 

mit  allen  übrigen  Intervallen  werde  auf  gleiche  Art  verfahren. 
In  Folge  dessen  wird  aus  (3)  eine  neue  Samnie,  deren  sämmtlicbe 
Glieder  entstehen,  indem  für  den  ersten  Sammanden/'(Xg.jfg)  Jx^ 
die  partielle  doppelte  Summe 
(5)      A^o,a.  ^0.0'     ■^■^o.o-'J'm      +  /'Ki'J'n.o'      J^o.i  -'i'iw 


nnd  für  jeden  anderen  Snmmanden  von  (3)  eine  entsprechend 
gebildete  partielle  doppelte  Summe  tritt.  Wofern  die  Differenieu 
x,  —  x„  und  y, — y„  hinreichend  klein  sind,  können  nach  der 
getroffenen  Annahme  alle  in  (5)  vorkommenden  Functionswertbe 


^0  -'Ju 

i 


(6) 
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ron  dem  Fnnctionswerthe  f{x,,  y„)  nur  um  weniger  als  die  oben 
erwähnte  kleine  Grösse  A  abweieben,  und  da  alle  Differenzen 
und  desbalb  aueb  deren  Producte  positiv  sind,  so  wird  der 
Werth  von  (5)  verkleinert  oder  vergrössert,  je  nachdem  man 
jeden  Functionswerth  dnri-h  f{j:,,!/j) — i  oder /■(3;„,yuH- >.  er- 
setzt. In  beiden  Fällen  erhält  der  substituirte  Ausdruck  als 
Factor  die  Summe  aller  in  (5)  auftretenden  Prodacte  von  Dif- 
ferenzen; dieselbe  ist  wegen  der  Gleichungen 

^./X„fi+  -/«m-l-  . . .  +  Jx^  „_i^^i  —  «n 
)  _/j/,  „  +  Jp„  ,  +  . . .  -I-  -/t/„,,_,  =  ffi  -  ffo 
gleich    dem  Prodnct   (x,— j;„)  (//, — yj  =  .V:^,,  _/y„.    Mithin  liegt 
der  Werth  der  partiellen  doppelten  Summe  (5)  für  alle  Werthe 
der  Zahlen  p  nnd  q  zwischen  den  beiden  Grössen 

Geoan  dieselbe  Betrachtung  gilt  für  jeden  andereu  Summanden 
■von  (3),   und  man   erhält  demnach  bei  dem  zweiten  Verfahren 
statt  fi^^,  y J  -/^„  Jj/^  eine  partielle  doppelte  Summe,  die  zwi- 
schen den  mit  demselben  l  gebildeten  Grössen 
C8)  (/■(«„  ?,,)-  l)  Jx,  .Jy„  (A».,  Vf)  +  >■)  Ji„  -IVf 

gelegen  ist.  Also  befindet  sich  der  Werth  der  aus  dem 
xweiten  Verfahren  hervorgehenden  totalen  Summe,  welche  gleich 
<3em  Aggregat  der  erwähnten  partiellen  Summen  ist,  zwischen  zwei 
"Werthen,  die  man  aus  (3)  erhält,  indem  jeder  Functionswerth 
f(x^,!/,)  das  erste  Mal  durch  den  Ausdruck /"(x^,  y^l  —  i,  das 
zweite  Mal  durch  f{x^,  jy,)  +  ?.  ersetzt  wird.  Bei  der  Darstel- 
lung dieser  beiden  Werthe  darf  man  in  (3)  zuerst  den  Aus- 
drack  f[x^,y^)  behalten,  dann  beziehungsweise  —  i  und  -*- >. 
snbstituiren  und  die  betreffenden  Aggregate  nehmen.  Dadurch 
ergiebt  sich  In  beiden  Fällen  die  Summe  (3)  selbst,  ferner  die 
Summe  aller  in  (3)  vorkommenden  Producte  von  Differenzen, 
welche  vermKge  der  in  (6)  ausgedrückten  Thatsache  gleich  dem 
Product  der  Differenzen  {A — a)  (B~b)  ist,  im  ersten  Falle  mit  — X, 
im  zweiten  Falle  mit  X  multiplicirt.  Aus  diesen  Gründen  bat 
die  Summe  (3)  unter  den  angegebenen  Bedingungen  die  Eigen- 
schaft, dass  der  Werth,  in  welchen  sie  sieb  bei  stets  fortge- 
setzter Tbeilung  der  Intervalle  der  Variabein  «undi/  verwandelt, 
von   dem  ursprünglichen  Werth    um   eine  Grösse  dtfferirt,  die 
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zwischen  den  Werthen 

(9)  —l(A  —  a)(B—h),  +l(A~a)(V~l 
.enthalten  ist.    Die  GriSsse  A  wird  fllr  hinreii-heiid  kleine  Wef 

der  Differenzen  (2)  beliebig  klein,  mitliin  wegen  der  festen 
tirüsse  der  Differenzen  A  —  a  nnd  li—h  auch  der  nnmcrixche 
Werth  iu  (9),  und  deshalb  eonvergirt  die  Summe  (3)  fllr  be- 
ständig abnehmende  Differenzen  gegen  einen  testen  Orenzwertli, 
wie  behauptet  worden. 

Alles  dasjenige,  was  in  §  42  über  die  doppelte  Anordnung 
von  Werthsystemen,  die  eine  zweifach  ausgedehnte  Mannigfaltig- 
keit ausmachen,  gesagt  ist,  findet  auf  die  Bildong  einer  do{H 
pelten  Bnininc  und  insofern  auf  die  Summe  (3)  Anwendnng. 
Man  kann  entweder  zuerst  die  Summe  der  Glieder,  in  welchen 
die  zweite  Variable  einen  ungeänderten  Wertb  y^  hat,  and 
hieranf  die  Summe  dieser  Summen,  oder  zuerst  die  Summe  der 
Glieder,  in  welchen  die  erste  Variable  einen  ungeKiiderteiL 
Werth  a:„  hat,  und  dann  die  Summe  dieser  Summen  nebmen- 
Die  bei  dem  ersten  Verfahren  auftretende,  mit  dem  Factor  _/y^ 
multiplicirte  Summe 

(10)  f(^o'  ff^^  ^^0  +  f^^,>  y^)  -fxi  +  ---+ f(=^,-v  yfl>  ^^i-i ' 

ist  eine  solche,  die  nach  g  20  bei  beständig  abnehmenden  Dif- 
ferenzen   zu    der  Definition    des    bestiiumten   Integrals   derj 
riable  x 


(11) 


lilrf{x,y„) 


fuhrt;  hier  behält  die  zweite  Variable  y  den  testen  Wert 
welcher  von  der  nach  x  aaszutllbrenden  Integration  unabhl 
ist.  Da  nun  die  erlbrderlicbe  zweite  Summation  entsteht,  indein 
der  Ausdruck  (1(<)  mit  Jy^  multiplicirt  und  hierauf  succeasive 
(i=!<),\,2,,...m — 1  gesetzt  wird,  und  da  bewiesen  ist.  Ata» 
die  Summe  (3)  unter  den  erwähnten  Uedin<;nngen  bei  beliebig 
abnehmenden  Differenzen  stets  gegen  einen  bestimmten  Omi- 
werth  eonvergirt,  so  darf  man  das  Integral  ill)  als  den  Grent- 
werth  der  Summe  (10)  und  die  zu  leistende  zweite  .Sommatton 
als  eine  in  Bezug  auf  die  Variable  y  von  b  bis  B  ansznfUhrendr 
Integration  von  (11)  auffassen,  wodurch  der  Grenzwerth  von(3) 
ab  Aas  dtippeUe  Jnlegrai 
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(12)  f^yß=^  /■(*.  y) 

erscheint.    Sobald   das   zweite  Verfahren    eingeschlagen   wird, 
geht  die  ftir  einen  gewissen  Werth  x^  aufgestellte  Summe 

in  das  nach  der  Variable  y  von  h  bis  B  zu  nehmende  Integral 

(1*)  fdyf{x^,y) 

ober,  und  der  Grenzwerth  von  (3)  wird  in  gleicher  Weise  durch 
d(is  doppelte  Integral 

(15)  fdxfdyf{x,y) 

a  b 

dargestellt.  In  (12)  ist  die  Function  f(x,  y)  der  beiden  Variabein 
OS  und  y  innerhalb  der  für  dieselben  vorgeschriebenen  Grenzen 
zuerst  nach  x^  dann  nach  y,  in  (13)  zuerst  nach  y,  dann  nacha: 
integrirt.  Die  beiden  Integrale  sind  aber  als  Ausdrücke  des- 
iBelben  Grenzwerthes  einander  gleich,  und  damit  ist  der  Satz 
"begründet,  dass  unter  den  genannten  Voratissetsungen  der  Werth 
&ne8  doppelten  Integrals  hei  Vertatischung  der  Ordnung  der  Inte- 
Sfrcttionen  ungeändert  bleibt. 

Ausser  den  Darstellungsweisen,  bei  denen  jeder  Variable 
öle  betreffenden  Integrationsgrenzen  vorgeschrieben  werden, 
l)raucht  man  auch  die  Ausdrücke 

(16)  Jjdxdyf{x,yl    fjdydxf(x,y\ 

^welche  sich  genau  an  die  Gestalt  der  doppelten  Summe  (3)  an- 

ecbliessen,  nnd   bezeichnet  das  Gebiet  der  Variabein  x  und  y, 

auf  das  sich  die  doppelte  Integration  erstrecken  soll,  durch  die 

zugehörigen  Ungleichheiten,   die   in   dem  gegenwärtigen  Falle 

In  (1)  angegeben  sind.    Hierbei  wird  das  Product  von  je  zwei 

in  (3)  vorkommenden  positiven  Differenzen  Jx^  Jy^  durch  das 

Product  von  den  positiven  Differentialen  dxdy  angedeutet,  und 

dieses    letztere   Product   das  Element   des  doppelten  Integrals 

genannt. 

Die  Ungleichheiten  (1)   sind  so  definirt,  dass  bei  der  Be- 
stisunung  des  Gebiets  der  Variabein  die  betreffenden  Gleichnn- 
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geu  ebenfalls  Geltung  haben.    Weil  nun  den  Gleichungen  die 
Begrenzung   des  Gebietes  entspricht,  so  folgt  daraus,  dass  die 
Werthsysteme,  welche  der  Begrenzung  selbst  angehören,  auch 
noch  zu  dem  Gebiete  gerechnet  werden.    Fragt  man  nach  den 
zu   der   Begrenzung    gehörenden   Werthsystemen ,    die   in   der 
Summe  (3)  vorkommen,  so  sind  es  diejenigen,  in  denen  x^x^ 
oder  y=ff^  ist,  und  die  dort  in  der  ersten  Horizontalreihe  und 
der  ersten  Vertikalreihe  erscheinen ;  dagegen  treten  Werthsysteme^ 
in  welchen  x=^A  oder  y^=B  ist,   gar  nicht  auf,   wttrden  sich, 
aber  ergeben,  wenn  man  jede  Horizontalreihe  nach  rechts,   and. 
dann  jede  Vertikalreihe  nach  unten  um  einen  Schritt  weiter  ftthrte. 
Nun  besteht  eine  wesentliche  Eigenschaft  der  Summe  (3)  darin^ 
dass  der  Grenzwerth,  welchem  sie  sich  nähert,  derselbe  bleibt^ 
sowohl   wenn   die  Glieder   fortgelassen  werden,  bei  denen  di^ 
Functionswerthe   zu  Werthsystemen   der  Begrenzung   gehören., 
wie  auch  wenn  die  bezeichneten  Glieder  hinzukommen,  derecm 
Functionswerthe  der  Begrenzung  angehören  wflrden.    Denn  die 
im   ersten  Falle   fortzulassenden   Glieder   setzen  sich  ans  der 
Summe  der  ersten  Horizontalreihe  und  der  um  das  erste  Glied 
verkleinerten  Summe  der  ersten  Vertikalreihe 

*  \  Aj^o'^i^ -^-^0  ^yi +•  •+  A^o» y— i)  -^0  -A— r 

die  im  zweiten  Falle  hinzuzufügenden  Glieder  aus  den  ent- 
sprechenden  Summen 

Vi-^r  yo^  1^1  \+R^r  y?  -^^1 M  +--+/Vf,y«-i^-^''/-/y.-i+/"<  j^r^.' A'^ 

zusammen.  Die  erste  Summe  in  «IT^I  ist  gleich  dem  Prodoct 
der  Differenz  .7^^  und  der  für  den  Zeiger  .:?=0  gebildeten 
obigen  Summe  (10);  weil  der  Werth  von  (10)  stets  inDe^ 
halb  endlicher  Gr(>ssen  bleibt,  die  Differenz  ./y,  aber  beliebig: 
klein  wird,  so  hat  auch  das  Product  einen  beliebig  kleineD 
Werth.  Die^ielbe  Teberlegung  gilt  fttr  die  zweite  Summe  in 
VlT"!  wegen  des  abnehmenden  Werthes  Jx^,  ebenso  ffir  die 
erste  und  zweite  Summe  in  t  IS»  vermöge  der  Vormussetxang, 
dass  die  neu  hinzugetlijrten  Differenzen  Jx^  und  Jx^  auch 
l^eliebig  klein  seien.  Mithin  liefern  sowohl  die  in  i,17)  wie 
auch  die  in  \^18)   zusammengestellten  Summen  zu  dem  Wertke 
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der  Summe  (3)  nur  Beiträge  von  beliebig  kleinem  Werth,  und 
deshalb  convergirt  die  Summe  (3)  immer  gegen  denselben 
Grenzwerth,  mögen  bei  der  Definition  die  Summen  (17)  we^- 
genommen  oder  die  Summen  (18)  hinzugefligt  werden. 

Die  Bedeutung  des  gefundenen  Resnltats  macht  sieh  be- 
Bonders  geltend,  sobald  eine  mit  (3)  gleichartige  Summe  unter 
der  Voraussetzung  gebildet  wird,  dass  die  zugehörige  Mannig- 
faltigkeit K  der  Variabein  x  und  .v  auf  eine  beliebige  Weise 
begrenzt  »ei.  Nach  den  Ausführungen  des  §  .'il  wird  zu  diesem 
Zweck  mit  Hülfe  einer  Folge  von  Functionen  der  unabhängigen 
Variabein  eine  bestimmte  Folge  von  Ungleichheiten  aufgeBtellt. 
Wir  denken  uns  eine  solche  Bestimmung  gegeben,  hei  der  jede 
Variable  innerhalb  endlicher  Grössen  bleibt,  nehmen  in  dem  Ge- 
biete AT  eine  zweifach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  von  Werth- 
Bystemen  (^^,i/^  an,  und  bilden  fUr  diese  die  Summe 

"vvo  die  Differenzen  ./a^„  und  Jy„  mittelst  der  Gleichungen 

C20)  J^„  =  ^„+|— ^„. -'!';.  =  V~*A 

definirt  sind.    Die  Bezeichnung  der  Werthsyateme    durch  die 

fortlanfenden  Zeiger  n  und  ,i  wird  der  Bedingung  unterworfen, 

«äasB  die  Differenzen  .Jx^^  und  Jy,  stets  positiv  ausfallen,  dass 

sAlso    für  denselben   Werth  von    i/  dem  Wachsen  des  Zeigers  « 

ein  Zunehmen  von  x,  fUr  denselben  Werth  von  x  dem  Wachsen 

cles  Zeigers  ,i  ein  Wachsen  von  r/  entspricht.    Bei  der  Auswahl 

der    Werthsysleme    (x^,  tj^    kann    man   diejenigen,    welche    der 

Begrenzung  des  Gebietes    K  angehören,    entweder  ganz   aus- 

schlieseen   oder  ganz  einschliessen,  oder  nach  einer  gewissen 

£egel    einen  Theil   behalten.     Für    den   Nachweis ,   dass    die 

Summe  (19)  bei  beständig  abnehmenden  Differenzen  Jx^  und 

•^y*  gegen   einen    festen    Grenzwerth    convergirt,   ergiebt  sich 

zonächst    durch    ähnliche    Betrachtungen,   wie    sie    Über    die 

Samme  (3)  angestellt  sind,    dass  die  Bestandtheile   von  (19), 

welche   bei  der  einen   Definition   fortgelassen,   bei   der  anderen 

Unzngefligt   werden,   einen    verschwindend    kleinen  Beitrag   zu 

dem  Grenzwerthe  des  Ganzen   liefern.    Was    ferner   die    Ver- 
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Änderung  der  Sammc  (l!t)  betrifft,  welclie  durch    Anweminng 
einer  waebscndeii  Ztthi  von  Werthsystemen  (x,tf)  mit  tiestäiidig 
ahnebmenden    Differenzen  hervorgerufen  wird,   so    lassen  sieb 
unter   der  Voraussetz-ung,    dass   die   Fanction  f(x,  y)    in   dem 
Gebiete  K  eindeutig,  eudlicb  und  auf  die  oben  herrorgehohene 
Weise  stetig  sei,    die    vorhin   mitgetlieilten   Betrachtungen    mit 
geeigneten  Müdißcatiunen    wiederholen.    Weil   die  Begrenzang 
des  Gebietes  K  so  angenomuieo  ist,  dass  x  und  p  stets  endlioh 
bleiben,    so   «xistiren   fUr  x  zwei  Werthe  a  und  A,   ß!r  y  zwei 
Wertbe   b    und  B  von   der  Beschaffenheit,    dass   in   allcD    TOr- 
kommenden    Werthsystemen  a<x-<:A,b<Zf/<Il  ist     Wen». 
dann  wieder  der  absolute  Werth  der  Differenz /"(i+Jir.y+Jly^ 
—  I'i-e,y)    fUr   hinreißhend    kleiue  Werthe   von  Jx  und  Jy  bc5 
jedem  Werthsystem  ix,i/)  unter  dieselbe  beliebig  kleine  GriVeee  H- 
herahsinkt,  so  zeigt  sich,  dass  der  Uuterscbied  zwischen  den« 
Werthe  der  Summe  (19)  und  einem  durch  hestündige  Abiiahm^ 
der   Differenzen  hervorgebrachten  Werthe  dtTselben   numerisch 
kleiner  als  die  Grösse  X(Ä  —  a)(B~fi),   und  deshalb  ftlr  eio 
beliebig  kleines  ).  selbst  beliebig  klein  wird.    Demnach  voo- 
vergirt  die  Summe  (13)   gegen  eiuen  festen  Grenzwerth.     Aneb 
hier  ist  es  gestattet,  entweder  die  Summation  nach  Jx^  voran- 
geheu,    und    die  nach    Jj/^  folgen  zu  lassen,   oder  nrngekehrt 
zu    verfahren.    Im   ersten  Falle    iutegrirt    man    suerst   nach  /, 
dann  nach  y,    im    /.weiten  nach  t/,    dann   nach  x.    Je  nacbdi'Di 
das  eine    oder   andere   geschieht,  wird   der  iu  Itede  stehende 
Grenzwerth  als  das  do|ipelte  Integral 

(21)  fdi,  fdxf{x,y) 

oder 

(22,1  J  dx  /  tl,,rix,n) 

bezeichnet;  mithin  gilt  auch  hier  der  Satz,  dasa  der  Werth  i» 

betreffenden  doppelten  Integrals   von  der  Reihenfolge  der  late- 

grationen  unabhängig  ist. 

AU  Beispiel  sei  das  Gebiet  K  durch  diu  mit  einer  b^ 
liebigen  positiven  Constante  Ft  gebildete  Ungleichheit 
(23)  ä'+,v'<K' 

bestimmt.  Dann  könneu  sowohl  x  wie  y  nur  Werthe  — — i.-,— 
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welche   zwischen   den  Grössen  —  R  nnd    4-  R  enthalten  sind. 

Bei  einem  in  diesem  Bereich  beliebig  aber  fest  gewählten  y 
mnss 

(24)  a;*  ^  B«  -  y^ 

sein,  so  dass  sich  die  Variable  x  algebraisch  zunehmend  von 
dem  negativen  kleinsten  Werthe  —  f^iJ*  —  y"  bis  zu  dem  posi- 
tiven grösten  Werthe  +]^R*—y^  erstreckt.  Man  hat  daher 
in  (21)  die  auf  x  bezügliche  Integration  von  —  )^Ä*— y* 
bis  H-  /iJ* — y*,  hiemach  die  auf  y  bezügliche  Integration  von 
—  -B  bis  H-  B  zu  nehmen.  In  gleicher  Weise  folgt  aus  (23)  flir 
einen  beliebig  aber  fest  gewählten  Werth  von  x  die  Ungleichheit 

(25)  y*<R*-  x\ 

nach  welcher  die  Variable  y  von  dem  negativen  kleinsten 
Werthe  —  ^  R^  —  x*  bis  zu  dem  positiven  grösten  Werthe 
H-  y  R*—x*  auszudehnen  ist.  Deshalb  ist  in  (22)  die  Inte- 
gration nach  y  von  —  f/  j?'  ~  x*  bis  +  ^  R*  —  a:",  alsdann  die 
Integration  nach  x  von  —  Ä  bis  +  R  zu  erstrecken.  Man  er- 
hält also  gegenwärtig  durch  ZufUgen  der  Integrationsgrenzen 
statt  (21)  den  Ausdruck 

(26)  Jdy/dxfix.y), 
statt  (22)  den  Ausdruck 

(27)  /dx/dyf{x,y). 

In  (26)  sind  die  Grenzen  der  nach  x  zu  nehmenden  Integration 
von  der  Grösse  y,  in  (27)  die  Grenzen  der  nach  y  auszufllhren- 
den  Integration  von  der  Grösse  x  abhängig,  während  die  Inte- 
grationsgrenzen in  (12)  und  (15)  reine  Constanten  sind.  Man  ge- 
braucht auch  die  Bezeichnung,  dass  in  (26)  und  (27)  die  Inte- 
graiionsgrenjsen  von  den  hüegrationsvariahdn  abhängig,  dagegen 
in  (12)  und  (15)  von  den  Inteyratumsvarxabdn  unabhängig  sind. 
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9  61.    Integrale,  die  über  einen  Thell  einer  Ebene 
aoagedeluit  werden. 

Wenn  die  Variabein  x  und  y  als  die  rcchtwinkli{wii  Coor- 
dinaten  eines  Punktes  einer  Ebene  gelten,  und  dem  etitsprechenii 
durch  das  gegebene  Gebiet  K  ein  Theil  der  Ebene  bezeichnet 
wird,  80  gehören  die  Werthayateme  {x^,  yX  welche  in  der  Samine 
(3)  und  (19)  dea  vorigen  g  vorkommen,  zu  Punkten,  die  in  dem 
betreffenden  Theile  der  Ebene  liegen  und  nach  Reihen  von 
gefallen  Linien  geordnet  sind,  welche  beziehungsweise  der 
X  Axe  und  y  Axe  parallel  laufen.  Durch  die  positive  Diffcreuc 
Jx^  wird  der  Abstand  von  den  auf  einer  Parallele  zur  xAxe 
befindliehen  Punkten  (a:,,^,,  i/,}  und  (x,^,yX  durch  die  positive 
Differenz  Jy^  der  Abstand  von  den  anf  einer  Parallele  znr- 
yAxe  befindlichen  Punkten  {x^,y^)  und  {x^,y^j^^  gcmesaeaB 
mithin  ist  da»  Prüduct  ~/j-„  Jy^  das  Mass  des  Flächeninhalts 
des  Rechtecks,  dessen  vier  Ecken  respectivc  die  Coorilinateii 

haben.  Nachdem  also  der  mit  K  zu  bezeichneode  Theil  der 
Ebene  durch  Reiben  von  geraden  Linien,  die  den  beiden  Axeo 
parallel  sind,  in  lauter  Rechtecke  getheilt,  und  der  Flächen- 
inhalt jedes  Rechtecks  mit  dem  zu  einer  bestimmten  Ecke 
gehörenden  Functiouswerth  /"(j^^.ffJ  multiplicirt  ist,  wird  die 
Summe  der  erhaltenen  Producte  gleich  der  zu  bildenden  Summf, 
und  der  Grenzwerth  derselben  definirt  das  über  den  Tbcil  jK 
Ebene  a&azadehnende  Integral 

(2)  J'fdxd,jf(x,,). 

Bei  dieser  Auffassung  heisst  das  I^oducl  der  positiven  Difftt^ 
tiale  dx  dy  das  Element  der  betreffenden  Ehme.  Integrale  M 
unabhängigen  Grenzen  wie  (12)  and  (15)  dea  vorigen  §  beziefc« 
sich  auf  einen  Theil  der  Ebene,  der  ein  Rechteck  mit  des 
Seiten  Ä  —  a  und  B — b  ist. 

Setzt  man  in  (2)  die  Function  f{x,y)  gleich  der  Rinhdl, 
so  drückt   das  Integral   den   Grenzwerth   der  Summe   kUer  ii 
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dem  Theile  K  der  Ebene  enthaltenen  Rechtecke  oder  den 
Flächeninhalt  des  Theiles  K  aus.  Es  darf  nun  nach  dem 
vorigen  §  die  Integration  entweder  mit  der  einen  oder  der 
anderen  Variable  beginnen.  Bei  der  für  ein  unbestimmtes 
aber  festes  y  nach  x  ausznftihrenden  Integration,  wo  stets 
von  den  algebraisch  kleineren  zu  den  algebraisch  grösseren 
Werthen  von  x  fortgeschritten  wird,  liefert  das  Differential  dx 
als  unbestimmtes  Integral  die  Function  x.  Hier  sind  dem- 
nach die  Grenzen  vermöge  der  in  §  24  entwickelten  Grund- 
sätze in  der  Weise  einzuführen,  dass,  wenn  eine  für  den 
angenommenen  Werth  y  im  Sinne  der  wachsenden  x  ge- 
zogene Parallele  zur  x  Axe  ftir  a;  =  x^^^  in  den  Theil  K  der 
Ebene  ein-  und  für  x^x^^^  austritt,  die  Differenz  x^^^—x^^^  ge- 
nommen wird;  falls  die  genannte  Parallele  zur  ^  Axe  in  den 
Theil  K  ein  zweites  Mal  für  x^=x^^^  ein-  und  hierauf  für 
x=af^^  austritt,  so  kommt  noch  eine  zweite  Differenz  x^^^ — x^^^ 
hinzu,  und  auf  dieselbe  Weise  ist  nöthigenfalls  fortzufahren, 
bis  man  zu  der  letzten  Austrittstelle  der  Parallele  aus  K  ge- 
langt ist.  So  entsteht  fUr  den  Flächeninhalt  des  Gebietes  K 
der  Ausdruck  als  einfaches  Integral 

(3)  ß-  ar««'  +  x<'>  -  x^'^  +  :ct»>  +  . . .)  dy. 

Wenn  man  dagegen  fUr  ein  unbestimmtes  aber  festes  x  nach  y 
integrirt,  wobei  ebenfalls  stets  von  den  algebraisch  kleineren 
zu  den  algebraisch  grösseren  Werthen  von  y  fortgeschritten 
wird,  so  folgt  aus  der  Integration  des  Differentials  dy  die 
Function  y.  Es  mögen  jetzt  bei  einer  für  den  gewählten  Werth 
von  X  im  Sinne  der  wachsenden  y  gezogene  Parallele  zur  y  Axe 
die  Eintritts-  und  Austrittsstellen   in   das  Gebiet  K  der  Reihe 

nach  zu  den  Werthen  y=y^^\  y^^\  y^^\  y^^\»--  gehören.  Dann  hat 
man  ebenso  wie  vorhin  die  Differenzen  y^^^ — y^^\  y^'^ — y^'V" 
zu  nehmen,  und  erhält  für  den  Flächeninhalt  des  Gebietes  K 
den  zweiten  Ausdruck 

(4)  y(_/i  +  yCO_y(«+yC»):f...)d^. 

Um  ein  Beispiel  eines  Gebietes  in  der  Ebene  zu  bekommen, 
bei  welchem  eine  Parallele  zu  einer  der  Goordinatenaxen  meh- 
rere Male  ein-  und  anstritt,  kann  man  das  Innere  eines  Kreises 
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nehmen,  aus  dem  ein  Kreis  oder  mehrere  Kreise  ausgeschie- 
den sind. 

Für  ein  Stück  der  Ebene,  welches  durch  eine  auf  der 
positiven  Seite  der  a;Axe  befindliche 'Gurve,  durch  die  xAxe 
selbst  und  durch  zwei  Parallelen  zur  y  Axe  begrenzt  ist,  die 
den  Werthen  a;=r  und  x=^s  entsprechen,  ergiebt  sich  bei  einer 
zu  einem  beliebigen  x  gehörenden  Parallele  zur  y  Axe  der  erste 
Eintrittswerth  y^"^=0  und  der  einzige  Austrittswerth  y^*\  der 
als  Function  von  x  mit  y^^^{x)  bezeichnet  werden  möge.  Es  geht 
daher,  falls  r<:s  ist,  der  Ausdruck  (4)  in  das  Integral 

(5)  ff\x)dx 

r 

über,  durch  welches  das  bezeichnete  ebene  Flächenstflck  nac 
§  21   gemessen   wird.    Man   sieht,  wie  sich  der  Ausdruck  (4^ 
durch  Addition  und  Subtraction  aus  Bestandtheilen  von  der  Be 
schaifenheit   des   Integrals   (5)   zusammengesetzt,   und  erken 
leicht,  dass  der  Ausdruck  (3)  eine  gleiche  Betrachtung  erlaub^ 
bei  welcher   nur  die  Bedeutung  der  Coordinaten  x  und  y 
zutauschen  ist. 

Man  kann  die  zu  den  Summen  (3)  und  (19)  des  vorigeiL  j 
gebrauchten  Werthsysteme  (o?^,  y^  der  Bedingung  unterwerfen, 
ganze  Vielfache  des  mit  einer  gewissen  ganzen  Zahl  M  get>iJ- 

deten  Bruches  -^  zu  sein,  wie  auch  in  §  42  geschehen  ist  Bei 
diesem  Verfahren  werden  die  sämmtlichen  Differenzen  Jx^  und 
Jy^  gleich  —  >  das  Product  Jx^  Jy^  gleich  ^j^  >    und  es  er- 
folgt  die   Verkleinerung  aller  Dififerenzen  dadurch,   dass  man 
die  Zahl  M  über  jedes  Mass   wachsen   lässt    Ein   eigentbüm- 
liebes  Interesse  gewährt  die  Betrachtung  einer  solchen  Ober  ein 
Gebiet  ^  ausgedehnten  Summe,  in  welcher  die  Function /*(^,y' 
gleich  der  Einheit  genommen   ist.    Da  alle  Producte  Jx^Jy^ 

denselben  Werth  ,>•  haben,  so  ist  der  Werth  der  Summe  gleich 
dem  Product  aus  der  Anzahl  Z  der  vorhandenen  Summanden 
mit  dem  Werthe  ^  •  So  gelangt  man  zu  dem  Ergebniss,  dass 
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fttr  eine  ohne  Ende  wachsende  Zahl  M  der   Grenzwerth   des 
Quotienten   j^  durch  das  über  das  Gebiet  K  ausgedehnte  In- 
tegral I  /dx  dy  dargestellt  werde,  oder  dass 
(6)  JJdx  dy  =  lim .  -^ 

sei.      Unter  der   in  Rede   stehenden   Voraussetzung  wird   der 

zugehörige  Theil   K  der   betrachteten   Ebene    durch    Systeme 

Fon    Parallelen,  die   zu    den   beiden   Axen   gezogen   sind,    in 

lanter  Quadrate  getheilt,    deren   Ecken   die   gewählten  Punkte 

bezeichnen,  jedes  Quadrat  hat  den  Flächeninhalt   =^,  i  die  Zahl 

^  giebt  an,  wie  viel  Punkte  sich  innerhalb  des  Gebietes  K  be- 
finden, und  die  Gleichung  (6)  drückt  den  Satz  aus,  dass  der 
Flächeninhalt  des  Gebietes  K  gleich  dem  tirenzwerthe  des  Quo- 
tienten ist,  dessen  Zähler  die  Anzahl  Z  der  in  K  vorhandenen 
funkte  und  dessen  Nenner  das  Quadrat  der  wachsenden  Zahl  M 
mst.  Wenn  man  die  Forderung,  dass  x^  und  y^  rationale  Brüche 
^von  demselben  ganzzahligen  Kenner  M  sein  sollen,  auch  für 
€3en  Fall  festhält,  dass  das  Gebiet  K  durch  die  Ungleichheiten 
^1)  des  vorigen  § 

C7)  a<,x<A,    h<,y<B 

l)estimmt  wird,  so  macht  sich  auch  bei  dieser  so  einfachen 
Begrenzung  noch  ein  wesentlicher  Unterschied  geltend.  Es 
iLommt  alsdann  darauf  an ,  ob  die  beiden  Dififerenzen  A  —  a 
und  B — h  rationale  Grössen  sind  oder  nicht,  und  im  letz- 
teren   Falle    treten    bei    dem   Nachweise,    dass    das   Integral 

f  fdx  dy  gleich  dem  Product  (-4— a)  (B—b)  ist,  oder  dass  der 

Flächeninhalt  eines  Rechtecks  durch  das  Product  der  Längen 
zweier  zusammenstossender  Seiten  gemessen  wird,  dieselben 
Schwierigkeiten  auf,  die  in  I,  Abschnitt  I,  Capitel  III  bei  der 
Begründung  der  Rechnung  mit  rationalen  und  irrationalen 
Grössen  zu  erledigen  waren. 
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Integrals. 

Der  in  §  90  gelieferte  Nachweis,  dass  die  dortige  Summe 
(19)  gegen  einen   festen  Grenzwerth  convergirt,  lässt  sich  geo- 
metrisch dahin  zusammenfassen,  dass,  wenn  die  Summe  fttr  eine 
erste    hinreichend   feine   durch  Parallelen  zu  der  x  und  y  Axe 
hervorgebrachte  Theilung  des  Gebietes  K  gebildet  ist,  und  später 
fbr  eine  zweite   durch   ebensolche  Parallelen  ausgeführte  noeh 
feinere   Theilung  von  K  gebildet   wird,   das   zweite  Resultat 
von  dem  ersten  um   beliebig  wenig  abweicht.    Wie  hier  die 
Theilung  der  Ebene  durch  die  beiden  Systeme  von  gegen  einander 
rechtwinkligen   geraden  Linien   geschieht,   so  kann  die  Ebene 
durch  irgend  zwei  andere  Systeme  von  Linien  getheilt  werden, 
welche   die  Beschaffenheit  haben,   dass  jede  Linie   des  eine 
von  jeder  Linie   des   anderen   Systems   in  einem  bestimmte 
Punkte  geschnitten,  und  der  Ort  jedes  Punktes  durch  die  Kennt 
niss   der  beiden  betreffenden  Linien  bestimmt  wird.    In  § 
ist  von    der  Verwandlung   des   ursprünglichen   rechtwinklige 
Coordinatensystems   in   ein   anderes  rechtwinkliges  gesprocher^  ^d 
und  auf  I,  §  80  verwiesen.  Der  letztgenannte  §  zeigt  aber  aac 
dass,  wenn  die   rechtwinkligen  Goordinaten  x^  y  eines 
der  Ebene  4urch  zwei  neue  Variable  x\  y'  mit  Hülfe  von  vi 
Constanten  er,  ß^  /,  d,  bei   denen  ad  —  ßy  einen' von  Null  v 
schiedenen  Werth  hat,  vermöge  der  Gleichungen  ersten  Grad 
(1)  x  =  ax'+  ßy' 

y  =  yx*  +  6y' 

ausgedrückt  werden,  den  constanten  Werthen  von  y*  ein  Syst^—^m 
von  parallelen  geraden  Linien,  den  constantcn  Werthen  von        f 
ein   zweites  System  von    parallelen  geraden  Linien   entspric^sil^ 
die   einander   unter   einem   beliebigen  Winkel   schneiden,   L^od 
dass  durch  jedes  System  von  Werthen  x\  y'  ein  System  '-»^oii 
Werthen  x,  y  oder   ein   Punkt  der  Ebene  bestimmt  ist    L>€»- 
gleichen  folgt  aus  I,  §  42,  dass  ein  Punkt  der  Ebene  statt  dnrci 
die  rechtwinkligen  Goordinaten  x^  y  durch  die  Länge  r  der  von 
dem   gewählten   Anfangspunkte    nach   dem   Punkte   gezogenen 
Linie,  die  radius  vector  genannt  wird,  und  dem  innerhalb  eines 
Kreises  genounneneu  dort  detinirten  Winkel  ^  bestimmt  werden 
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kann,  wobei  die  Gleichungen 
(2)  a;  =-  r  cos  ö,    y='r  sin  0 

gelten.  Hier  gehören  zu  den  festen  Werthen  von  ß  unbe- 
grenzte gerade  Linien,  die  von  dem  Anfangspunkt  oder  Pol 
nach  einer  Richtung  gehen,  zu  den  festen  Werthen  von  r  um  den 
Anfangspunkt  mit  dem  Radius  r  beschriebene  Kreislinien.  Ebenso 
kann  man  die  rechtwinkligen  Goordinaten  x  und  y  in  allgemeiner 
Weise  von  zwei  neuen  Variabein  f  und  /;  abhängig  machen 
nnd    den   Ort  (a?,  y)   vermöge    der  Grössen  ^  und  rj  bestimmen, 

« 

'w-elche  dann  auch  als  Goordinaten  des  Punktes  betrachtet  werden; 
hierbei  correspondiren  den  verschiedenen  festen  Werthen  von  rj 
die  verschiedenen  Gurven  eines  Systems ,  den  verschiedenen 
festen  Werthen  von  ^  die  verschiedenen  Gurven  eines  zweiten 
Systems. 

Bei  solchen  Systemen  von  Linien  erfolgt  die  Theilung  der 
Ebene  dadurch,  dass  man  jede  der  neuen  Variabein  um  eine 
Reihe  auf  einander  folgender  Diiferenzen  ändert  und  die  zu 
den  betreffenden  constanten  Werthen  gehörigen  Gurven  be- 
^hreibt;  dadurch  entsteht  ein  System  von  Vierecken,  deren 
jedes  von  vier  Gurvenstücken  begrenzt  ist.  Wird  ein  zweites 
SyBtem  von  kleineren  Differenzen  genommen,  so  ergiebt  sich 
eine  Theilung  der  Ebene  in  ein  System  von  kleineren  Vierecken, 
"ei  welchen  die  zu  jedem  einzelnen  gehörenden  Gurvenstücke 
•beliebig  wenig  von  geraden  Linien  abweichen  und  als  solche 
•betrachtet  werden  dürfen.  Die  Umformung  eines  gegebenen 
*^Jä.chenintegrals  beruht  auf  der  Aufgabe,  den  Flächeninhalt  eines 
^olohen  Elementarvierecks  zu  messen. 

Wir  gehen  von  einem  beliebigen  Punkte  aus,  welcher  durch 
^^^  Werthe  ^  und  r^  der  neuen  Variabein  bestimmt  ist  und  [?,  rß 
S^Hannt  werden  mag,  lassen  §  um  das  poaitive  Differential  d  J, 
^  ^m  das  positive  Differential  dt)  wachsen,,  und  untersuchen 
^^xi  Flächeninhalt  des  Vierecks,  dessen  Endpunkte  die  Bezeich- 
^^^gen 

**^^l>cn.    Aus  den  Gleichungen,  durch  welche  x  und  y  als  Func- 
^^i:ien  von  ^  und  rj  gegeben  sind,  folgen  die  Incremente  von  x 
^^^y,  welche  der  Zunahme  von  §  um  d^  und  r^  um  drj  entspre- 
chen, als  die  vollständigen  Differentiale 
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(4) 


und  geben  somit  die  relativen  rechtwinkligen  Coordinaten  des 
Punktes  (x-^-dx,  y  +  dy)  in  Bezug  auf  den  Punkt  (x^y)  an. 
Man  erhält  daher  die  bezüglichen  Werthe  für  die  auf  einander 
folgenden  in  (3)  bezeichneten  Punkte,  indem  man  in  den  Aus- 
drücken (4)  respective  d^=0,  d?;  =  0;  d$=df,  dr)  =  0;  df=0, 
drj^dtj;  d^=d^,  dt]  =  dTj  setzt.  Die  Gleichungen  (4)  haben, 
fiir  die  obigen  Gleichungen  (1)  gebildet,  die  Gestalt 
(5)  dx  =  adx'-\'  ßdy* 

dy  =  y  dx'  4-  ödy', 
welche  mit  der  Gestalt  von  (1)  übereinstimmt.  Hiemach  Iftsst^ 
sich  alles  dasjenige,  was  in  I,  §  80  in  Betrefif  der  Gleichunge 
(1)  auseinander  gesetzt  ist,  auf  die  Gleichungen  (4)  übertrage 
sobald  man  die  Dififerentiale  der  Variabein  als  veiiUiderlic 
die  fUr  das  einzelne  Werthsystem  gebildeten  partiellen  Diff 
rentialquotienten  als  fest  ansieht,  und  es  ergiebt  sich  unmitte 
bar,  dass  das  in  Rede  stehende  Elementarviereck  als  ein  El* 
mentarparallelogramm  aufzufassen  ist  Durch  geometrische 
trachtungen  von  der  Art  der  in  I,  §  80  angestellten  findet  ms 
den  Flächeninhalt  des  Eiementarparallelogramms  gleich  d^^^em 
Product,  das  aus  der  Multiplication  des  absoluten  Werthes  £^»der 
von  Null  verschiedenen  Determinante 

//•N  öx    By  dx  ^y_ 

^^  di     dfi  drj     dl 

in   das  Product   der  positiven  Differentiale  d§  drj   hervorg^H^lr/. 
Zugleich  wird  erkannt,  dass  das  Vorzeichen  von  (6)  positiv  o^^^fer 
negativ  ausfällt,  je  ^nachdem   das  von  dem  Punkte  (:r,  y)  ^Etug. 
gehende  Linienelement,  für  welches  d§>0,  diy  =  0  ist,  zu  m:Jew 
von  (x,  y)  ausgehenden  Linienelement,  für  welches  d^=0,  dy  ^0 
ist,  eine  gleiche  oder  entgegengesetzte  Lage  wie  diejenige  e/u- 
nimmt,  welche  die  positive  x  Axe  zu  der  positiven  y  Axe  bMt 
Bei  dem   obigen  Beispiel  (2)  treten  an  die  Stelle  von  (4)  die 
Gleichungen 

(7)  dx  =  cos  ö  dr  —  r  sin  e  dß 

dy  =  sin  f^  dr  -f  r  cos^  dH, 


^^m 
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SO   datss 

,Q^  dx    dy         dx    dy  ^        ^   ,        *    ^    -    n 

\P)       -^ ^ ^^  -^  =*•  cos 0  cosO  +  r  sin  ö  sin ö  =  r 

er     dO         an    ar 

w-ird.  Die  betreffende  Determinante  ist  also  wegen  der  posi- 
tiven Beschaffenheit  von  r  immer  positiv,  und  zeigt  dadurch 
an,  dass  für  jedes  zu  den  betreffenden  Polarcoordinaten  gehö- 
rende Elementarparallelogramm  die  Richtung  dr>0,  dd  =  0 
zu  der  Richtung  dr  =  0,  d6>0  ebenso  liegt  wie  die  positive 
^  A.:xe  zu  der  positiven  y  Axe. 

Nachdem  der  Inhalt  des  einzelnen  Elementarparallelogramms 
bestimmt  ist,  erhält  man  den  Inhalt  eines  gewissen  Theils  der 
El>eiie  durch  Summation  der  zugehörigen  Elementarparallelo- 
gra.ixime  und  üebergehen  zur  Grenze.  Bei  den  rechtwinkligen 
Goordinaten  wurde  das  Elementarparallelogramm  durch  das  Pro- 
iuot  der  positiven  Differentiale  dx  dy  gemessen,  bei  den  belie- 
^^^K^n  Coordinaten  ^,  rj  fand  sich  der  Ausdruck 


(t  if  -  w  %)  ^i  "'• 


^^  Welchem  das  Zeichen  «  =  ±  1  so  gewählt  werden  muss,  dass 
das  Resultat  positiv  wird.  Mithin  entsteht  fllr  den  Flächeninhalt 
^iiies  gegebenen  Theiles  der  Ebene  der  doppelte  Ausdruck 

w     //,..,=//.(4.-4.-_||.^l).i„. 

Ist  der  Theil  der  Ebene  wieder  ein  Rechteck,  welches 
d'H'ch  die  Ungleichheiten  (1)  des  §  90  ausgedrückt  wird,  so 
*>ek.ommt  die  linke  Seite  von  (9)  den  Werth  {Ä-a)  {B—b) 
^^d.  man  erhält  die  Gleichung 

ao>    (^_„),B-j)=//;(||U-|i|).f.,. 

Um  nun  die  Summe  (19)  in  §  90  umzuformen,  welche  zu  der 
*-^^finition  des  doppelten  Integrals  (21)  gedient  hat,  kann  man 
^^  ein  beliebiges  Werthsystem  x=a,  y=b  des  dortigen  Gebietes 
^  die  positiven  Differenzen  z/:r  = -4  — a,  Jp  =  B—b  einführen, 
^nd  erhält  das  betreffende  allgemeine  Glied,  indem  man  die  linke 
Seite   von   (10)   mit  dem   Functionalwerth  fia^b)   multiplicirt. 

^^U  aber  die  Differenzen  A  —  a  und  B — b  so  klein  genommen 

^^^den,  dass  innerhalb  des  Bereiches 

^^^)  a<x<A,    b<y<B 
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der  Functionswerth  f{x,y)  nur  um  beliebig  wenig  schwankt, 
80  ist  es  gestattet,  statt  die  rechte  Seite  von  (10)  mit  dem 
Factor  f{a,h)  zu  muitipliciren,  zu  dem  unter  dem  Integral- 
zeichen befindlichen  Ausdruck  den  Factor  f{x^  y)  hinzuzufügen, 
wo  X  und  y  als  die  gegebenen  Functionen  von  ^  und  ri 
darzustellen  sind.  Jetzt  geht  die  Summe  der  Ausdrücke 
{A  —  a)  (B—b)f{a^b)  in  das  umzuformende  Integral,  die  Summe 
der  für  die  einzelnen  Bestandtheile  gefundenen  Integrale  in  ein 
einziges  nach  den  Variabein  ^  und  tj  auszuführendes  Integral 
über,  woraus  sich  die  Gleichung 

(12)  ///■(x.,,...,=/y?(.,„.(|g- g Ddi., 

ergiebt.  Mit  derselben  ist  die  Transformation  eines  gegebenen 
doppelten  Integrals  durch  Einführung  neuer  Variabein  vollzogen; 
hierbei  gründet  sich  der  Beweis  der  obigen  Gleichung  (10) 
auf  geometrische  Betrachtungen.  Später  werden  wir  von  dieser 
Gleichung  einen  rein  analytischen  Beweis  geben.  Da  die  Schlüsse, 
welche  von  (10)  zu  der  Gleichung  (12)  führen,  analytische  sind, 
so  wird  hierdurch  die  Transformation  der  doppelten  Integrale, 
wie  in  §  25  die  Transformation  der  einfachen  Integrale,  unab- 
hängig von  der  Anwendung  der  Geometrie  bewiesen. 

Ein  Hauptvortheil,  welcher  durch  die  Transformation  eines 
doppelten  Integrals  erreicht  werden  kann,  besteht  darin,  dass 
die  Begrenzung  des  Gebiets,  über  welches  das  Integral  auszu- 
dehnen ist,  in  den  neuen  Variabein  bequemer  dargestellt  wird. 
So  geht  die  Begrenzung,  welche  in  (23)  des  §  90  angegeben  ist, 

(13)  x'  +  y'<R\ 

bei  der  Einführung  der  Polarcoordinaten  (2)  in  die  Bestimmung 
über,  dass  der  Radius  r  von  Null  bis  R  ausgedehnt,  der  Winkel  ^ 
über  eine  ganze  Kreisperipherie  genommen  werde,  oder  dass 

(14)  0<r<R,     0<:ß<2f[ 

sei.     Weil    nun    nach    einer   obigen  Bemerkung   der  Ausdruck 

^      ^^^ ''  ;   K     I  gleich  r   wird,   so    erhält  man  für  die 

(j r    (jO         (Jfi     er  J 

Integrale  (20)  und  (27)  aus  §  90  die  transformirte  Darstellung 

(15)  .  /     /rdr  de  f{r  cosO,  rsxne). 
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Bei  der  bisherigen  Betrachtung  der  doppelten  Integrale  ist 
stets  vorausgesetzt  worden,  dass  die  auftretenden  Va^iabeln  in- 
nerhalb des  Gebietes  der  Integration  feste  Grenzen  nicht  über- 
schreiten. Auch  liegt  es  nicht  in  unserer  Absicht,  allgemeine 
Bedingungen  aufzustellen,  unter  denen  ein  doppeltes  Integral 
tlber  ein  Gebiet  ausgedehnt  werden  darf,  in  welchem  die  Va- 
riabein unendlich  gross  werden.  Wir  wollen  jedoch  durch  die 
Ausführung  eines  Beispiels  andeuten,  wie  derartige  Fragen  zu 
behandeln  sind.  Mit  der  Basis  e  der  natürlichen  Logarithmen 
werde  die  Function  e"'*'^  gebildet  und  über  das  Gebiet 

(16)  -A<x<A,    —B<y<.B 

integrirt,  wo  A  und  B  positive  Constanten  bedeuten.  Wegen 
der  Gleichung 

(17)  e^'"'^  =^  €-'" e-^ 

bezieht  sich  die  von  —-4  bis  -4  nach  x  zu  erstreckende  Inte- 
gration auf  den  Factor  f?"*',  die  von  —  B  bis  ß  nach  y  auszu- 
dehnende Integration  auf  den  Factor  e~^,  so  dass  das  gegebene 
doppelte  Integra]  in  ein  Product  von  zwei  einfachen  Integralen 
zerfällt, 

(18)  JJdx  dy  6""-'^=  fe""dx  fe""^  dy. 

Da  die  Function  e~'*~^  stets  positiv  ist,  so  drückt  das  betref- 
fende Integral  den  Grenzwerth  einer  Summe  von  lauter  positiven 
Bestandtheilen  aus,  und  es  leuchtet  ein,  dass,  falls  das  Inte- 
grationsgebiet vergrössert  wird,  auch  der  Werth  des  Integrals 
zunehmen  mnss.  Nun  kann  man  aber  für  jedes  System  von 
positiven  Werthen  von  A  und  B  zwei  Grössen  B  und  S  so 
wählen,  dass  das  Gebiet  (16)  von  einem  Gebiete 

(19)  o:»  4-  y*  <C  S« 
eingeschlossen  wird  und  ein  Gebiet 

(20)  x^  +  y^<  R^ 

einschliesst;  es  braucht  nämlich  nur  S  grösser  als  |/-4'  +  B*» 
R  kleiner  als  die  kleinere  der  beiden  Grössen  A  und  B  genom- 
men zu  werden.  Demnach  ist  der  Werth  von  (18)  zwischen 
den  Werthen  enthalten,  welche  dasselbe  Integral  respective  bei 
dem  Gebiete  (19)  und  (20)  annimmt  Für  eine  solche  Ausdeh- 
nung lässt  sich   aber  die  Integration  nach  vollzogener  Umfor- 
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I  98.    Integrale,  die  sich  auf  einen  Theil  einer  knunmen 

Oberfl&ohe  beziehen. 

Wie  ein  gegebener  Theil  einer  Ebene  nach  einem  gewähl- 
ten Princip  in  immer  kleinere  Theile  zerlegt  wird,  so  kann 
man  anch  einen  gegebenen  Theil  einer  krummen  Oberfläche  in 
immer  kleinere  oder  elementare  Theile  zerlegen.  Um  aber  den 
Inhalt  eines  elementaren  Theils  der  Oberfläche  zu  messen,  con- 
struirt  man  in  einem  Punkte  desselben  die  Tangentialebene 
und  bestimmt  den  Flächeninhalt  des  zugehörigen  elementaren 
Theils  der  letztem.  Gesetzt,  es  sei  eine  krumme  Oberfläche 
durch  die  für  eine  Function  <jf>  der  drei  rechtwinkligen  Coordi- 
naten  x,  y,  e  geltende  Gleichung 
(1)  y(x,y,^)  =  fi 

bestimmt,  in  der  fi  eine  Constante  bedeutet.  Dann  wird  die 
in  einem  Punkte  (o?,  y,  z)  an  die  Fläche  gelegte  Tangentialebene 
nach  §  50  dadurch  bezeichnet,  dass  die  auf  der  letztem  senk- 
recht stehende,  von  {x,  y,  z)  nach  der  Seite  gezogene  Normale, 
auf  der  die  Function  (f  (x,  yjjsi)>&  oder  das  vollständige  Diffe- 
rential dqi{x,yjz)>0  ist,  mit  den  positiven  Axen  der  rr,  y,  z 
respective  drei  Winkel  j,  t),  j  bildet,  deren  Cosinus  die  folgen- 
den Werthe  haben, 

d(f  dff  d(p 


(2) 


da  ^       dy  dz 

COS  r  =   ,_  7  cos  t)  =  -~r  >   cos  ä  =  -  ^  7 
iQ  iQ  ]'Q 


Hier  dürfen  ^r->  ^^7   ^-    niemals  gleichzeitig  verschtoinden,  und 

da     dy     dz 

die  Quadratwurzelgrösse  ist  positiv  zu  nehmen.  Offenbar  fallen 
die  Fusspunkte  aller  von  den  Punkten  eines  Theiles  der  Ober- 
fläche auf  eine  der  Coordinatenebenen,  etwa  die  yz  Ebene,  her- 
abgelassenen Lothe  in  einen  gewissen  Theil  P  derselben.  In 
dieser  Hinsicht  machen  nur  solche  Theile  der  Fläche  eine  Aus- 

nähme,  falls  sie  überhaupt  vorhanden  sind,  in  denen  ^^  und  in 

u  a 

Folge  dessen  anch  cos;  dauemd  gleich  Null  ist,  das  heisst,  in 
denen  die  auf  die  yz  Ebene  herabgelassenen  Lothe  ganz  in  die 


SU 
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FISehe  liIneinfHllen;  dies  ist  zum  Beispiel  bei  der  Wand  eiocs 
gegen  die  y#  Ebene   senkrechten  Gylindere  der  Fall.    Da  aber 

.    >  .  ->  y-  nicht  gleichzeitig  gleich  Null  sein  dürfen,  so  ist 

die  Ausnahme  für  eine  der  beiden  andern  Coordinatenebeueu 
nicht  vorbanden,  und   mau    kanu  die  Wahl  bei  den  einzclaon 
Tbeilcu  der  Oberlläche  darimcli  einrichten.  Wir  dUrt'en  daher  an- 
nehmen, dass  tllr  die  gewühlte  yi  Ebene  keine  solche  Anenahnte 
bestehe.    Indem  der  mit  P  bczoichuele  Theil  der  E)>ene  dnrcb 
verschiedene  Linien  in  kleinere  Theile  zerlegt  wird,  ferner  in 
allen  Punkten  jeder  tiinie  Lothe  errichtet  werden,   welche  die 
Oberfläche  treffen,  eutspricht  jeder  Linie  der  ps  Ebene  wieder 
eine  Linie  der  Oberfläche,  durch   deren  Gesamiutheit  diese  in 
Theile  zerfallt.  Zu  jedem  solchen  Theile  gehilrt  der  betreffende 
Thcil  der  yj  Ebene  als  Projection.  Nachdem  nun-in  einem  Punkte 
(x,  y,  £)  der  Oberfläche  die  Tangentialebene  cnnstruirt  iet,  Iftsst 
sich  leicht  für  einen  beliebigen  Theil  der  letztern  die  zngehürige 
Projection  in  der  j/e  Ebene  bestimmen,  nnd  umgekehrt  au«  dem 
Flächeninhalt  der  Projection  der  Flächeninhalt  des  entsprechen- 
den Stückes  der  Tangentialebene  finden.    Jedes  in  der  Tangen- 
tialebene  angenommene    Parallelogranmi    liefert    als    Projection 
wieder  ein  Parallelogramm,  und  zwar  lehrt  eine  einfache  gtotae- 
trisohe  Ueberlegung,  dass  der  Flächeninhalt  des  zweiten  gleich 
dem  Product  ist,  das  aus    dem  Flächeninhalt  des  erBten  und 
dem  Cosinus  des  Neigungswinkels  entsteht,    der  von   der  Tan- 
gentialebene und  der  ye  Ebene  gebildet  wird.    Der  Neigongi- 
winkel  der  beiden  Ebenen  ist  gleich  dem  Winkel,  welchen  die 
anf  denselben   errichteten    I^rithe,    im    vorliegenden    Falle  die 
Flächen-Normale   nnd  die  j;  Ase,    mit   einander    machen:    weil 
aber  der  zwischen  diesen  Linien  eingeschlossene  Winkel  j  nt- 
hin  so  definirt  igt,   dass  er  spitz  oder  stumpf  sein  kann,  der 
Cosinus  des  anzuwendenden  Neigungswinkels  jedoeb  nie  nega- 
tiv  sein  darf,  so   hat   man   ffir  den   letztern  Cosinus  stets  dei 
absoluten  Werth  ron  cosj  zu  benutzen.    Sobald  die  9 <  Eben 
dnrch  Parallelen  zu  der  1/  und  e  Axe  in  elementare  Rechteck« 
getbeitt   ist    und   der    Punkt    (//,  e)    die    Ecke    eines   Recbto^ 
bezeichnet,    dessen  Kanten   gleich    den    positiven  DilferentialM 
dy  und  ds  sind,  so  gehurt  zu    demselben    in  der  dank  it 
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Ponkt  {Xy  y,  jg)  an  die  Oberfläche  gelegten  Tangentialebene  ein 
elementares  Parallelogramm.  Insofern  die  von  (o:,  y,  e)  ausgehen- 
den beiden  Seiten  des  Parallelogramms  nach  §  48  Tangenten  der 
betrefifenden  Garvenstücke  sind,  welche  in  der  Oberfläche  von 
demselben  Punkte  ausgehen,  werden  die  vier  Ecken  des  Par 
rallelogramms  auf  Grund  ähnlicher  Betrachtungen  wie  in  §  62 
statt  der  vier  Ecken  des  elementaren  Tbeiles  der  Oberfläche 
gesetzt,  und  der  Inhalt  des  Parallelogramms  geht  aus  dem  In- 
halt .  der  Projection  durch  Division  mit  der  positiven  Grösse 
+  cos  j  hervor.  Der  Flächeninhalt  des  elementaren  Parallelo- 
gramms der  Tangentialebene  ist  das  Mass  für  das  Element  der 
in  Rede  stehenden  Oberfläche  und  hat  den  Ausdruck 

(3)  +ly^=+(«_dyd^. 

~   C08J         "   d(p 

dx 

Ein  über  einen  Theil  der  Oberfläche  auszudehnendes  Integral 
wird  somit  erhalten,  indem  man  das  vorliegende  Element  mit 
dem  Functionswerthe  f(x,yyz),  welcher  sich  auf  den  zugeord- 
neten Punkt  {x,  y,  e)  der  Oberfläche  bezieht,  multiplicirt,  und 
den  Grenzwerth  der  für  den  betrefifenden  Theil  der  Oberfläche 
aa&nstellenden  Summe  bildet.  Auf  diese  Weise  ergiebt  sich 
der  Ausdruck  des  Integrals 

(4)  ff±fix,y,^)^^^^dyd0, 

dx 

Wird  die  Function  f{x,y,z)  gleich  der  Einheit  genommen,  so 
liefert  das  hervorgehende  Integral 

d  X 

den  Flächeninhalt  des  bezüglichen  Theiles  der  Oberfläche. 

Wir  machen  jetzt  auf  eine  Erscheinung  aufmerksam,  die 
bei  den  Oberflächenintegralen  zuerst  entgegentritt.  Durch  die 
Gleichung  der  Oberfläche  (1)  ist  die  fUr  die  Integrale  (4)  und 

(5)  vorausgesetzte  Abhängigkeit  der  Variable  x  von  den  beiden 
Variabein  y  und  js  bestimmt.  Zu  einem  gegebenen  Werthsystem 
y,  I  können  aber  mehrere  Werthe  von  x  gehören,  die  algebraisch 
wachsend    geordnet   x^^\  x^^\  x^^\  . . .    heissen    mögen,   oder, 


B5ß 
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geometrisch  gesproi-hen;  wenn  man  in  dem  Pankte  (y, «)  der 
Coordinatenebdiie  ein  Perpendikel  errichtet,  so  kann  die  Oher- 
fläche  von  demselben  in  den  zngehifrigen  auf  einander  folgenden 
Punkten  (x^"\  y,  e),  (a:'",  y,  <■),,,,  getroffen  werden.  Man  hat  nOD 
zn  beachten,  welche  von  den  zu  demselben  Werthsystem  (y,  m) 
gehörenden  Punkten  (x,y,s)  in  dem  Theile  der  Oberfläche  liegen, 
Über  den  die  Integration  genommen  werden  soll,  und  dann 
gerade  tifr  die  hierher  gehörigen  Punkte  die  entsprechende 
Snmmation  auszuführen.  Als  Beispiel  diene,  wie  in  g  50,  eine 
Kugelflüchc  roD  dem  Radius  R,  deren  Gleichung 

(6)  a:»  +  (/»  +  *'  =  R' 

ist.  Die  vorkommenden  Wcrtbsysteme  y,  z  haben  die  Itedingun^ 

(7)  y<+i'5R' 

zu  erfüllen,  nach  welcher  die  betreffenden  Punkte  der  y,*  Ebene 
innerhalb  eines  um  den  Coordinatenanfnngspunkt  mit  dem  Radiär 
Ä  beschriebenen  Kreises  liegen.  Zu  jedem  solchen  Punkt  ge- 
boren die  beiden  Werthe  von  x 

(8)  .r'">=  -.  ,/n.— y'^T^,  x'''  =  +  ^n^Y^i^, 

mithin  je  zwei  Punkte  der  Kngeltläiihe.  Demnach  zerfallt  die 
ganze  Kugelfläehe  in  zwei  Theile,  welche  durch  die  Ungleich- 
heiten x<:0  und  j:>0  unterschieden  sind;  jeder  der  beiden 
Hälften  entspricht  als  Projection  in  der  y  e  Ebene  der  in  (7) 
bezeichnete  Kreis.  Für  die  gegenwärtige  Vorawsetzuug  < 
das  in  (3)  angegebene  Element  der  Oberfläche,  da 

wird,  die  einfache  Gestalt 


m 


Q=<1C 


(10) 


(ly  rfz. 


Man  muss  daher,  je  nachdem  die  Integration  Über  einen  Thc'd 
der  Kugeihftllle  x<0  oder  der  Kugolhälft«  3r>0  BusxadehltCD 
ist,  in  (10)  das  negative  oder  positive  Zeichen  anwende«.  Dm 
Unterschied  des  Vorzeichens  rührt  davon  her,  das«  nach  eiiw 
in  §  .iO  gemachten  Bemerkung  die  von  der  inntm  nodb  Ar 
äusseren  Seite  getogene  Normale  der  Kuyrl/läehe  mit  deo  poiUi- 
ven  Axen  die  Winkel  (,  Q,  j  bildet,  deren  Cosiniu  rmpüHw 


§  93.  Oberflächenintegrale.  667 

£R  %t  g 

gleich  ^'  -^»  ^  sind,  und  dass  diese  Normale  mit  der  posi- 

tiven  X  A^e,  wenn  man  die  beiden  in  (8)  bezeichneten  Punkte 
der  Kugeliläche  vergleicht,  fUr  den  erstem  einen  stumpfen,  fUr 
den  zweiten  einen  spitzen  Winkel  bildet. 

Ein  entsprechender  Unterschied  existirt  bei  der  allgemeinen 
Gleichnng  (1)  für  die  verschiedenen  Punkte  der  Oberfläche 
{^^^\  y>  »\  (a?^^\  y,  £r), . . . ,  welche  zu  demselben  Werthsystem  (y,  s) 
gehören.  Bezeichnet  man  den  Theil  des  Raumes,  in  welchem 
(f(Xj  y,  £r)<:£  ist,  mit  K,  so  dass  die  oben  characterisirte 
Flächennormale,  zu  welcher  die  Grössen  cosj,  cos^,  cosj  ge- 
hören, aus  dem  Räume  K  herausgeht,  dann  leuchtet  ein,  dass, 
wenn  auf  einer  durch  den  Punkt  (y,  e)  geführten  Parallele  zur 
xAxe  im  Sinne  der  wachsenden  a;  fortgeschritten  wird,  der  Winkel  j 
stumpf  oder  spitz  ausfällt,  je  nachdem  der  fortschreitende  Punkt 
in  den  Raum  K  eintritt  oder  aus  demselben  austritt,  und  dass, 
insofern  die  Punkte  (a:^^^  y,  si\  (a;^^\  y,  s\...  wegen  der  wachsen- 
den Anordnung  der  Grössen  ic'^a;^*^..,  der  Reihe  nach  ab- 
wechselnd, die  Stellen  des  Ein-  und  Austritts  bedeuten,  die 
Vorzeichen  der  zugeordneten  Grössen  cos  j  ebenfalls  regelmässig 
abwechseln.  Zu  jeder  Stelle  gehört  ein  gewisses  Oberflächen- 
element, welches  in  (3)  mit  Hülfe  des  Elements  der  Projection 
dy  ds  ausgedrückt  ist.  Wenn  man  jetzt  annimmt,  dass  von 
jedem  Oberflächenelement  ein  einzelnes  Element  der  Projection 
erzeugt  werde,  dass  die  Elemente  der  Projection  in  dem  Punkte 
(y,-e)  in  derjenigen  Reihenfolge  über  einander  liegen,  in  welcher 
die  zu  demselben  Werthsystem  (y,  e)  gehörenden  Oberflächen- 
elemente in  der  Parallele  zur  x  Axe  auf  einander  folgen,  und 
dass  die  Theile  der  Projectionen  ebenso  zusammenhängen,  wie 
die  correspondirenden  Theile  der  Oberfläche,  so  sieht  man, 
dass  die  y  e  Ebene  an  jeder  Stelle  so  oft  von  einem  Blatte 
bedeckt  ist,  als  Projectionen  vorhanden  sind,  und  dass  die 
einzelnen  Blätter  genau  wie  die  entsprechenden  Theile  der 
Oberfläche  zusammenhängen.  Hiernach  entspricht  der  in  (6) 
dargestellten  Kugelobcrfläche  eine  doppelte  Bedeckung  der  in 
(7)  ausgedrückten  Kreisfläche,  wobei  zu  der  einen  Hälfte  der 
Kugelfläche  ein  Blatt,  zu  der  andern  Hälfte  ein   zweites  Blatt 
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gehört,  nnd  die  beiden  Blätter  an  ihren  in  die  Kreislinie  fal- 
lenden Rändern  znsammenhängen. 

Vermöge  der  Erörterungen  des  vorigen  §  kann  man  den 
Ausdruck  des  Elements  der  Oberfläche  umformen,  indem  die 
Variabein  y,  z  durch  ein  System  von  andern  Variabein  ausge- 
drückt werden.  Den  daselbst  in  (2)  beispielsweise  erwähnten 
Polarcoordinaten  entsprechen  die  mit  einer  positiven  Grösse  s  und 
einem  von  0  bis  2  tt  gehenden  Winkel  gebildeten  Gleichungen 
(11)  y  =  5  cos  <jp,  £r  =7  5  sin  9) ; 

dann  tritt  an  Stelle  des  Elements  dydjs  das  Element  s  ds  dg>. 
Das  in  (10)  dargestellte  Element  der  Kugeloberfläche  geht  daher, 
weil  y*  +  £f^  =  s*  und  nach  (8)  .t  ■=  4:  )/jB*  —  s*  ist,  in  die 
Gestalt 

Bsdsdfp 

über.  Es  möge  jetzt  der  Inhalt  desjenigen  Theiles  der  einen 
Kugelflächenhälfte  o:  <c  0  oder  x:>0  bestimmt  werden,  dessen 
Projection  ein  Kreis  von  dem  Radius  R^<R  ist;  derselbe  wird 
durch  die  Ungleichheit 

(13)  «•  <:  R\ 

bestimmt.    In  beiden  Fällen  hat  man  das  Integral 


(14) 


0  0 

auszuführen,  bei  dem  die  Integration   nach  <jp  den  Factor  2rr. 

die  unbestimmte  Integration  nach  5  den  Factor  —It\^R*  —  5*  er- 
giebt,  so  dass  durch  Einsetzung  der  Grenzen  0  und  Ä,  der 
Ausdruck 

(15)  27iR(I{-]^W^Tl\) 

entsteht.  Für  eine  Annäherung  von  jR,  gegen  Ä  fallen  die  in 
(8)  angegebenen  Werthe  x^^^  und  x^^^  bei  den  Punkten  des  Ban- 
des der  Projection  zusaumien ;  zugleich  convergirt  die  Kreift- 
fläche  (13)  gegen  den  in  der  yz  Ebene  liegenden  grösten  Krei« 
der  Kugelfläehe,  der  zu  messende  Theil  der  Kugelfläche  gegen 
die  eine  Hälfte  derselben,  endlieh  der  Ausdruck  (15)  gegen  den 
Werth 

(16)  271  R% 
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darch  welchen   das   Mass   der   ganzen  Kugeloberfläche   gleich 

4:7€  Ji*  gefunden  wird.  Man  hat  aber  zu  beachten,  dass,  wofern 

-Bj    dem  Werthe  R  genähert  wird,  der  in  (14)  unter  dem  Inte- 

E 
grstlzeichen  befindliche  Factor     /-j-^^— ^~  an  der  Stelle  s  =  R^ 

tiber  jedes  Mass  hinaus  wächst,  während  das  nach  s  zu  nehmende 
Integral  einen  endlichen  festen  Werth  darstellt.  Es  liegt  also 
ein  Unendlichwerden  der  Function  unter  dem  Integralzeichen 
das  mit  der  in  §  73  entwickelten  Ausdehnung  des  Begriffes 
eines  Integrals  vereinbar  ist.  Eine  ähnliche  Beobachtung  lässt 
sich    in    Betreff  des   allgemeinen   Ausdrucks   (3)   anstellen,    in 

w-elcher  Hinsicht  wir   auf  ß  99  hinweisen.    Der  Factor 

w-aehst  über  jedes  Mass  hinaus,  sobald  sich  der  Nenner  der  Null 

öSrhert.    Nun  verschwindet  cosj   überall,  wo  die  Normale  der 

Flasche  mit  der  x  Axe  einen  rechten  Winkel  bildet,  oder  wo  die 

^läohe  von  einer  Parallele  zu  der  xAxe  berührt  wird.     Dass 

^^s  j  in  einem  Theile  der  Fläche  gleich  Null  sei,  haben  wir 

bei     der  gegenwärtigen  Betrachtung  ausgeschlossen,  lassen  aber 

dio    Voraussetzung  zu,   dass   das  Verschwinden  in  einer  Linie 

"^   stattfinde.    Wofern  angenommen  wird,  dass  bei  dem  Ueber- 

scH^i^eiten  dieser  Linie  die  Function  cosj  ihr   Zeichen  ändere, 

^^^    dass   zu   einem  Punkte  der  Projection  (y,  js)  zwei  Punkte 

^^^^    Oberfläche  {x^^\  y,  z)  und  (a;^^\  y,  e)  gehören,   die  bei  einer 

'^^^TÄäherung  von  (y,  z)  an  die  Projection  von  N  einander  immer 

^^li.€r  rücken,  so  wird  durch  das  Verschwinden  von  cos  j  kein 

^^XÄgulftres  Verhalten  der  Oberfläche  angezeigt.    Weil  aber  unter 

ci^-iF»    bezeichneten  Voraussetzung   zwei  in   der  Linie  jN,   für  die 


j  =  0  ist,    zusammenhängende  Theile   der  Oberfläche    den 

5*^ichen  Theil  der  yz  Ebene  als  Projection  liefern,  so  hat  man 

beiden  nach  der  vorhin  entwickelten  Vorstellung  über  ein- 

Ler  fallenden  Projectionen   in    der   zu  N  correspondirenden 

einen  Zuhammenhang  zu  geben,  weshalb  auch  bei  der  Pro- 

don  der  Eugeloberfläche  zwei  an  ihren  Bändern  zusammen- 

-^gende  Blätter  auftreten. 
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§  94.    Vielflilohe  Xnteffrale.    Raninliitegral#, 

Mit  Rücksicht  auf  die  eingehende  Erörterung,  welche  den 
doppelten  Integralen  gewidmet  ist,  glauben  wir  bei  der  Be- 
handlung  der  vielfachen  Integrale  kürzer  sein  zu  dürfen,  und 
werden  die  zugehörigen  allgemeinen  Begriffe  an  den  dreifachen 
Integralen  auseinandersetzen,  da  es  leicht  ist,  durch  Vei^rösse- 
rung  der  Anzahl  der  unabhUngigen  Yariabeln  zu  beliebig  viel- 
fachen Integralen  überzugehen.  Ein  dreifaches  Integral  ist  der 
Grenzwerth  einer  dreifachen  Summe 
(1)  ZZi:  f{x^,  y^  e,)  ^x^  Jy,  Je 

bei  der  die  Function  f{x,  t/,  e)  für  eine  nach  Massgabe  de« 
§  51  begrenzte  Mannigfaltigkeit  K  der  Variabein  x,y^g  ein- 
deutig, endlich  und  stetig  gegeben  ist;  der  Zeiger  a  läuft 
von  1  bis  Ij  ß  von  1  bis  m,  /  von  1  bis  n  läuft,  die  Diffe- 
renzen 

(2)      ^^„=^„+, -^„,^y^  =  y^+, -yy-^^y  =  Vi-'r 

sind  positiv  und  werden  allmählig  beliebig  klein,  während  die 
Zahlen  /,  m,  n  ohne  Ende  wachsen.  Die  Stetigkeit  von  f{x,y^B) 
wird  wieder  so  normirt,  dass  für  hinreichend  kleine  Incremente 
Jx^  Jyy  Jz  der  numerische  Wertb  der  Differenz 

f{x  +  Jx,  y  +  Jy,  z-\'  Jz)-  f{x,  y,  z) 
bei  jedem  vorkommenden  Werthsystem  (x^y^z)  unter  dieselbe 
beliebig  kleine  Grösse  l  hcrabgeht.  Dass  die  Summe  (1) 
gegen  einen  festen  Grenzwerth  convergirt,  kann  zunächst  wie 
in  .^  90  für  den  Fall  gezeigt  werden,  dass  die  Mannigfaltig- 
keit K  durch  die  Ungleichheiten 
(3)  a<x<A,h<y<B,  c<z<C 

bestimmt  ist,  wo  die  einschliesseuden  Grössen  Constanten  sind. 
Den  Kern  des  Beweises  bildet  die  Thatsache,  dass  alsdann  die 
Summe  (1)  für  die  Voraussetzung,  dass  f{x,y,z)  gleich  der  Ein- 
heit sei,  dem  Product  der  drei  Differenzen  (Ä  —  a){B — b)  (^C—c) 
gleich  wird.  Nachdem  mau  sich  dann  überzeugt  hat,  dass  die 
Summe  (1)  gegen  denselben  Grenzwerth  convergirt,  mögen  die 
zu  den  Werthsystemcn  der  Begrenzung  (3)  von  Ä"  gehörenden 
Glieder  genommen  oder  fortgelassen  werden,  wird  die  Existeni 
des   Grcnzwerthes   der  Summe  (1)   für  eine  beliebig  l)egrenzte 
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Mannigfaltigkeit  K  bewiesen.  Hieranf  gründet  sich  die  Be- 
rechtigung, bei  der  Bildung  von  (1)  die  nach  Jx^^Jy^Jg^ 
vorznnehmenden  Summationen  in  beliebiger  Reihenfolge  auszu- 
fahren; da  nun  jede  einzelne  Summation  in  eine  Integration 
nach  der  betreffenden  Variable  übergeht,  so  erhält  man  zugleich 
flir  das  dreifache  Integral 

(4)  fdxfdyfdzf{x,y,z\ 

welches  den  Grenz werth  von  (1)  darstellt,  den  Satz,  dass  sein 
Werth  bei  einer  Vertauschung  der  Reihenfolge  der  IntegrcUionen 
umgeändert  bleibt. 

Unter  der  Voraussetzung  (3)  ist  nach  x,  y,  e  innerhalb  der 
bezeichneten  unabhängigen  Grenzen  zu  integriren,  wodurch  (4) 
in  das  Integral 

ABC 

(5)  Jdx  Jd  y  Jde  f{x,y,  z) 

a  h  c 

übergeht.  Ein  entschiedener  Nachdruck  muss  bei  der  Dar- 
stellung des  dreifachen  Integrals  (4),  welches  sich  auf  die 
Mannigfaltigkeit  K  bezieht,  wie  bei  einer  entsprechenden  Dar- 
stellung beliebig  vielfacher  Integrale  überhaupt,  auf  den  Um- 
stand gelegt  werden,  dass  die  Differentiale  der  Variabein 
dXjdy,dz  als  Repräsentanten  der  positiven  Differenzen  Jx^^ 
Jy^Jz   stets  nur  positive  Werthe  empfangen. 

Sobald  Xjy,z  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes 
bedeuten  und  die  Mannigfaltigkeit  K  einem  gewissen  Theile 
des  Raumes  entspricht,  liegen  die  Punkte,  welche  zu  den  in 
(1)  gewählten  Werthsystemen  gehören,  auf  drei  Schaaren  von 
Ebenen,  die  beziehungsweise  den  drei  Coordinatenebenen  parallel 
sind;  dann  ist  das  Product  Jx^Jy^Jz^  das  Mass  des  Inhalts 
des  rechtwinkligen  Parallelepipedons,  dessen  eine  Ecke  von  dem 
Punkte  (x^jV^gy)  und  dessen  im  Räume  gegenüberliegende 
Ecke  von  dem  Punkte  (x^^vy^+v^y+i)  gebildet  wird.  Bei 
der  beständigen  Abnahme  der  sämmtlicben  Differenzen  rücken 
die  parallelen  Ebenen  eines  jeden  Systems  immer  näher  aneinan- 
der; dann  wird  das  rechteckige  Parallelepipedon,  dessen  eine 
Ecke  die  Coordinaten  x,  y,  Zj  dessen  im  Räume  gegenüberliegende 
Ecke  die  Coordinaten  x  +  dx^y  +  dyjZ-^-dz  hat,  das  Element 

L^Mhtts,  AniOytii  IL  86 
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des  Raumes  genannt ,  und  der  Inhalt  desselben  durch  das 
Product  der  drei  positiven  Differentiale  dxdydz  geineeaeD. 
Detngemäse  heisst  das  Integral  (4)  ein  über  den  Ratim  K  aus- 
eudehnendes  Integral.  Falls  die  Function  f{x,y,e\  gleich  der 
Einheit  genommen  wird,  so  giebt  das  eutsprechende  Integral 

(6)  ffßxiy.U 

den  Inhalt  des  Raumes  A'  selbst  an,  und  kann  durch  Aus- 
führung von  je  einer  der  drei  Integrationen  in  ein  doppeltes 
Integral  venvandelt  werden,  das  zu  ähnlichen  Betrachtungen 
wie  das  Integral  (3)  in  §  91  veranlasst.  Auch  flthrt  die  Vor- 
aussetzung, dass  alle  in  (1)  auftretenden  Wertbe  x^,y^s^  gleich 
rationalen  mit  derselben  ganzen  Zahl  M  als  Nenner  gebildeten 
Brllchen  sein  sollen,  zu  dem  der  dortigen  Gleicliung(ß)  entsprechen- 
den Ergebniss,  dass,  wenn  Z  die  Anzahl  der  ziigehtirigen  in  den 
Raum  K  fallenden  Punkte  bedeutet,  das  obige  Integral  (6)  filr 
eine  wachsende  Zahl  M  gleich  dem  Grenzwerthe  des  Quotienteu 

-^-  ist.     Dieses  Princip   ist   von  Dirichlet   in  der  Abhandlung 

recherches  sur  diverses  applications  de  Vanalyae  infinitesitnaie  ä  la 
theorie  des  nombres,  Crelle's  Journal,  Bd.  \9  aufgestellt,  and  in 
der  Abhandlung  recherches  sur  les  foi-mes  quadraiiques  n  co^fi- 
äents  et  «  indeterminees  complexes,  Crelle's  Journal,  Bd.  24  auf 
Mannigfaltigkeiten  einer  beliebig  hoben  Ordnung  ausgedehnt 
worden. 

Das  Integral  (6)  hat  die  Eigenschaft,  sobald  der  lUge-  - 
hörige  Raum  K  in  einer  solchen  Weise  abnimmt,  dass  er  eich  j 
einem  Punkte,  oder  einer  endlich  ausgedehnten  Linie  oder  "i 
einem  endlich  ausgedehnten  OberflächenstUck  nähert,  gegen  dierf 
Null  zu  convergiren.  Man  kann  deshalb  bei  der  Bildung  einest 
Integrals  (4)  Räume  von  der  bezeichneten  Beschaffenheit  todhQ 
dem  Gebiete  der  Integration  ausscbliessen,  ohne  den  Werth  de^ 
Integrals  zu  ändern.  Entsprechend  verfährt  man  in  dem  Fallet 
dass  die  zu  integrirende  Function  f{x,y,s)  in  einem  Punkte 
einer  Linie  oder  einer  Fläche  unendlich  gross  wird.  Nachdei^M 
die  in  der  Umgebung  solcher  Stellen  befindlichen  Theile  de^ 
Raumes  von  dem  lutegrationsgebiete  ausgeschieden  sind,  mn^^ 
notersucht  werden,   ob  bei  einer  auf  irgend  ein»  Weise  "'ilCr~1 
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ftlhrten  beständigen  Abnahme  dieser  Theile  der  Werth  des 
Integrals  stets  gegen  einen  and  denselben  festen  Grenzwerth 
oonvergirt;  wenn  dies  geschieht,  so  drttckt  der  letztere  den 
'Wertb  des  über  das  ganze  gegebene  Gebiet  ausgedehnten  Inte- 
grals aus.  Derselbe  Gesichtspunkt  ist  für  die  ein&cben,  doppel- 
ten und  beliebig  vielfachen  Integrale  massgebend.  Wo  im 
Folgenden  unter  dem  Zeichen  der  Integration  unendlich  werdende 
f  anctionen  erscheinen,  wird  stillschweigend  vorausgesetzt,  dass 
die  hierbei  erforderlichen  Bedingungen  erfüllt  sind. 


§  95.    O^ometrlsohe  Transförmatioii  eines  dreiteohen 

Integrals. 

Um    ein    dreifaches   Integral    1 1  lf{xyyy0)dxdydej  das 

dem  vorigen  §  als  Raumintegral  aufgefasst  wird,  vermöge 
^**Ä^r  dem  §  92  entsprechenden  Methode  zu  transformiren,  denkt 
:xi  sich  die  Yariabeln  x^y^e  als  gewisse  Functionen  von  an- 
en  Variabein  ^,  rjj  t  gegeben,  und  betrachtet  die  letzteren  als 
e  Bestimmungsstücke  oder  Coordinaten  für  den  durch  die 
^^c^Titwinkligen  Coordinaten  x,  y,  z  bestimmten  Punkt  des  Rau- 
I.  Dem  Constantsetzen  von  ^,  i;,  t  entsprechen  dann  drei 
aaren  von  Oberflächen,  bei  denen  sich  je  zwei  Individuen 
verschiedenen  Schaaren  in  einer  Linie,  je  drei  Individuen 
den  drei  Schaaren  in  einem  Punkte  .schneiden  und  den- 
^^Iben  determiniren.  So  drücken  die  in  I,  §  86  erörterten 
^*"l^ichungen 

y  =  y^^x'-vy^y'-Vy^z' 

"^^o  die  aus  den   constanten   Coefficienten  /iij-'-yss   gebildete 

"■^^terminante   nicht   verschwinden   darf,  die  Verwandlung  der 

^^fjhtwinkligen  Coordinaten  x^y^z   in   ein   System   von   neuen 

Koordinaten  x\  y',  z'  aus,  welche  constant  gesetzt,  drei  Schaaren 

Paralleler  Ebenen  darstellen,  die  sich  gegenseitig  unter  beliebi- 

S^{&  Winkeln  schneiden.    Ein  Beispiel  anderer  Ortsbestimmung 

liefern  die  Gleichungen 


x=:rcosf) 

y^rainH  cos  (p 

£'=r  aiii  ö  sin  (p, 
bei  denen  r  eine  positive  Grösse,   6  einen  zwischen  0  und  l 
(p  einen  zwischen  0  nnd  2/r  gelegenen  Winkel    bedeuten 
Hier   entspricht   einem    coiistauten  r   eine  um  den  Coordinat 
anfangspunkt  als  Centrum  beschriebene  Kngelfläche,  einem  < 
ätanten   ß    ein  Kegel,  der  durch  Rotalinn   einer  dnrch  daBse 
Ceutram  gehenden  Linie  um  die  :i;Axe  erzeugt  wird,  einem  G 
stauten  if   eine  durch  die  a;Axe  geführte  Meridisnebene ; 
hin  entspricht  jedem  Werthsystcm  *■,  ö,  ^  ein  nnd  nur  ein  Pni 
des  lianmes.  Unter  der  erwähnten  allgemeinen  Annahme  wini  i 
Raum  in  der  Weise  getheilt,  dass  man  jede  der  neuen  V'ariatx 
I,  tj,  5;  um  gewisse  auf  einander  folgende  Differenzen  znnubi 
lässt,  nnd  alle  zu  den  betreffenden  Werthen  gehörigen  FlÄ« 
coustruirt.     Bei  einem  Zuwachs  von  ^,  tj,  Ü  um  die  DifferenÜi 
rf|,d»j,  dt   nehmen  die  Coordinaten  a:,  y, «  respectire 
rollständigen  Differentiale  zu 


(3) 


äx  . 


dx 


d.i  +  ^,ii 


w 


'-d,+ 


Indem  wir  voraussetzeu,  dasH  die  Determinante 

einen    von  Null   verschiedeneu  Werth  hahe,    hängen   in   (3)  ii« 
Differentiale   dx,d!i,d£    in    gleicher  Weise   von   ti|,  di-;,  rff  ab 
wie  in  (1)  die  Variabein  x,y,^   von  den  Variabein  5.»;,?;   des- 
halb finden   die    in    1,   ^  86  Über    das    System  (1)  ange«teUtts  J 
Betrachtungen    auf    das    System    (3)   Anwendung.      Beseiclinel  J 
man  einen   in  den  neuen  Coordinaten   dargestellten   Tankt  oitl 
[5i^.  ^]>    nimmt  d^>0,  di;>0.  dC^O  an,   und  verbindet  den 
genannten  Punkt  mit  jedem  der  Punkte 

durch  eine  gerade  Linie,  so  bilden  diese  respectire  die  i 
i^weite   und  dritte    K^ntc    eines   Paralleloptpedone,    welebet  ^ 
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Element  der  neuen  Theiinng  des  Raumes  zu  betrachten  ist. 
Sein  Rauminhalt  wird  durch  geometrische  Ueberlegungen  von 
der  Art,  wie  sie  in  I,  §  86  mitgetheilt  sind,  als  Product  aus  dem 
absoluten  Werth  der  Determinante  F  in  das  Product  der  drei 
positiven  Differentiale  d^drjdC  bestimmt,  und  hat  daher,  falls 
€  gleich  der  mit  dem  Vorzeichen  von  T  versehenen  Einheit  ist, 
den  Ausdruck 

(6)  erd^drjdC 

Hierbei  zeigt  sich,  dass  6  gleich  der  positiven  oder  negativen 
Einheit  wird,  je  nachdem  die  drei  von  dem  Punkte  [f,  ly,  t]  aus- 
gehenden vorhin  definirten  Kanten,  der  Reihe  nach  genommen, 
eine  ebensolche  oder  eine  entgegengesetzte  Lage  haben  wie  die 
positiven  Axen  der  x^y^g. 

Wendet  man  die  neue  Theilung  des  Raumes  auf  ein 
darch  die  Ungleichheiten  (3)  des  vorigen  §  begrenztes  Gebiet, 
das  heisst,  auf  ein  rechteckiges  Parallelepipedon  an,  dessen 
mit  den  Axen  der  x,  y,  z  parallele  Kanten  respective  die 
Längen  A — a,  B — 6,  C — c  haben,  und  dessen  Inhalt  gleich 
(-4  — a)  (ß—V){C—c)  ist,  so  erscheint  der  betreffende  Raum 
gleich  dem  Aggregat  der  zugehörigen  in  (6)  gemessenen  ele- 
mentaren Parallelepipeda;  hieraus  folgt  sogleich  ftlr  eine  über 
diesen  Raum  auszudehnende  Integration  die  Gleichung 

(7)  (^-a)  (£-6)  (C-c)  =  fff^ldldri  dC, 

die  noch  analytisch  zu  beweisen  bleibt.  Mit  Hülfe  von  (7)  erhält 
man  durch  Schlüsse,  welche  den  in  §  92  angewendeten  genau 
entsprechen,  das  Ergebniss,  dass  das  im  vorigen  §  mit  (4)  be- 
zeichnete Integral  folgendermassen  transformirt  wird 

:8)      ffff{x,y,B)dxdydz=ffff{x,y,z)Erd^dridL, 

^o  auf  der  rechten  Seite  a:,  y,  z  durch  $,  iy,  C  auszudrücken  sind. 
Werden  die  obigen  Gleichungen  (2)  vorausgesetzt,  so  kommt 

— -  =  cosö  ir^  =  — rsmö         ;:-  =  0 

ar  dß  dq> 

^  =  sin  öcoscp     ^  =rcosöcosg)      .    =  —  r  sin  ö  sin  w 
dr  ^      dß  ^      dtp 

de         .    ^   .  dz  -   .  dz  .     - 

^  ==8inösinqp     ^=rcosÖ8ing)     -^  =r  sinöcos  g); 
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hiernach  erhält  die  zu  bildende  Determinante  den  Wertb  r*sin9, 
welcher  stets  positiv  ist,  und  es  entsteht  die  Umformung 

(9)JJJf{x,y,z)dxdydß-=//jf{reos6,rBinßcos(pyrsinß^in^^ 

Es  empfiehlt  sieh,  bei  den  Polarcoordinaten  r,  6,  qt  zu  beachten, 
welche  gegenseitige  Lage  der  betreffenden  Flächen  nach  der 
obigen  Vorschrift  aus  dem  stets  positiven  Zeichen  der  Determi- 
nante r'sin^  folgt. 

§  96.    Transformatioii  der  beliebig  vielllaolieB  Xnieirr^^« 

Für  die  Umformung  eines  n  fachen  Integrals,  welches  sieh 
auf  eine  begrenzte  n fache  Mannigfaltigkeit  K  der  n  Variabein 
JPj,  JPj, . . .  i^^  bezieht,   gilt   die   folgende   allgemeine  R^el.    Es 

seien  die  genannten  Variabein  als  eindeutige,  endliche,  stetige 
und,  so  oft  es  nöthig  sein  wird,  zu  differentiirende  Fanctionen 
eines  Systems  von  n  Variabein  x^^  ^2>  *  *  *  ^n  g^g^hen ,  woraus 
für  die  vollständigen  Differentiale  dJ'j,  dF^,...dF^  die  Aus- 
drücke folgen 

dF.  BF,  dF, 

^^1  =  ;)^  ^^1  +  ;. .-  dx,+...+  ^  J  dx^ 


(1) 


BF.,  OF.  df\ 

dF..  =  -. —  dx.  +  .      da*  + . . .+  -z-^  dx^ 

^         dx^        ^         dX^        ^  dx^        ' 


dF^  dF^  dF^ 

dF^  =  ^     dx,  +  .   "  da;«  + . . .  +  ^--  dx_. 

"        dx^       ^        dx^       ^  dx 


n 
n 


Man  bilde  aus  den  vorliegenden  partiellen  Differentialquotienten 
die  Determinante 

dF,     dl\  d?\ 

(2)  y  +  -   ^ - -  =  3) 

welche  die  in  Bezug  auf  das  System  der  Variabein  x^,  J*3,  .••'*. 
genommene  Functionaldeterminante  des  Systems  der  Functiim^» 
Fj,  F.,,..,F^  heisst.  Die  Einheit,  welche  mit  dem  V^orzeichen 
ihres  von  Null  verschiedenen  Werthes  übereinstimmt,  sei  i. 
Dann  geschieht  die  auszuführende  Transformation,  indem  das 
Element  des  gegebenen  Intet::rals,  welches  gleich  dem  Prodoct 
der  positiven  Differentiale  dF^,  dF,^y,,,dF^  ist,  durch  das  mit 
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den  ebenfalls  positiven  Differentialen  der  neuen  Yariabeln  ge- 
bildete Prodnct 

(3)  6  jD  da;,  dx^  . . .  dx^ 

ersetzt  wird.  Vermöge  ähnlicher  Erörterungen,  wie  sie  in  §  92 
und  94  angestellt  sind,  leuchtet  ein,  dass  diese  Regel  richtig 
sein  muss,  sobald  die  Gleichung 

bewiesen  ist,  in  welcher  sich  das  auf  der  rechten  Seite  ange- 
deutete n-fache  Integral  über  ein  durch  die  Ungleichheiten 

{b)F,{0)^F,<F^{\\  F,{0)<F,<F,(l\...TJiO)<F^^F^{l) 

bestimmtes  Gebiet  erstreckt.    Es  bedeuten 

F,{01  F,(l\  F,(0\  F,(l), . .  .^F.(0),  F.(l) 
vorgeschriebene  feste  Werthe ;  jede  der  Functionen  J\,  F^,...  F^ 
wächst  dauernd,  falls  die  übrigen  constant  bleiben,  von  ihrem 
gegebenen  Anfangswerthe  bis  zu  dem  betreffenden  Endwerthe, 
und  die  Functionaldeterminante  ändert  in  diesem  Gebiete  ihr 
Zeichen  nicht.  Man  kann  die  Gleichung  (4)  in  der  Art  bewei- 
sen, dass  mit  dem  Werthe  n=2  angefangen  und  die  Zahl  der 
Variabein  regelmässig  um  Eins  erhöht  wird.  Auf  diesem  Wege, 
der  im  nächsten  Gapitel  eingeschlagen  werden  soll,  liegt  die 
analytische  Begründung  der  Gleichungen  (10)  des  §  92  und  (7) 
des  vorigen  §,  welche  fürn=2  und  n  =  3  die  obige  Gleichung 

(4)  darstellen.  Auch  wird  hierbei  deutlich  werden,  weshalb 
wir  vorher  von  den  Differentialausdrücken  mit  mehreren  Varia- 
bein sprechen  werden. 

Capitel  XIII. 
Integration  vollständiger  Differentiale. 

§  97.    Bodinffongen  der  Xnt«grabilitftt  flür  IMIliirMitlal- 

ansdrUoke  Ewei#r  Variabeln. 

Sobald  für  eine  Function  F(x^y  x^, ,,  .xj  der  n  angedeu- 
teten Variabein  das  vollständige  Differential 

(1)  dF=   i^dx,+    f^  dir,+...+    f^'  da:. 

^  ^  dx^  *  dx^         ^  dx^         " 

anfgestellt   ist,  darf  man   auf  die   betreffenden  partiellen  Dif- 
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ferentialquotienten  der  ersten  Ordnung  den  Satz  des  §  52  an- 
wenden, nach  welchem  partielle  Differentialqnotienten  von  höherer 
Ordnung  bei  beliebiger  Vertanschung  der  zagehörigen  partiellen 
Differentiationen  denselben  Werth  behalten.  Für  irgend  zwei 
verschiedene  aus  der  Reihe  von  1  bis  n  genommene  Zahlen  q 
und  6  muss  demnach  die  Gleichung 


\  dx^J  \  da.  ) 


gelten,  welche,  insofern  es  im  Ganzen  -^^ — -  solcher  Paare 


Zahlen  giebt,  -^ — -  Gleichungen  vertritt.  Aus  dieser  Be- 

merkung  folgt,  dass  ein  mit  n  Functionen  P,,  P,, . . .  P^  der 
n  Variabein  Xp  x^,... x^  gebildeter  Ausdruck,  welcher  in  Bezug 

auf  die  Differentiale  der  letztern  eine  homogene  Function  des 
ersten  Grades  ist, 

(3)  P^dx^'\'P^dx^+  ...  +  P„da?^, 

um   gleich   dem  Differential   einer   Function   der  n  Variabeln 

XyyX^,...x^  zu  sein,  die        ^        Bedingungen 

dp^       dp^  ^ 

zu  erfüllen  hat.  Es  muss  aber  erst  nachgewiesen  werden,  dass 
die  envähnten  Bedingungen  hierzu  auch  ausreichen.  In  dem 
Laufe  des  vorzutragenden  Beweises  wird  sich  zeigen,  dass  eine 
Function,  deren  Differential  gleich  dem  gegebenen  Differential- 
ausdruck ist,  durch  Ausführung  einer  einfachen  Integration  ge- 
funden werden  kann.  Demgeinäss  heissen  die  Gleichungen  (4) 
die  Bedingungen  der  Integrabilität  des  Differentialausdrucks  (^<). 
während  man  die  Aufstellung  der  zugehörigen  Function  als  die 
Integration  des  gegebenen  vollständigen  Differentials  bezeichnet. 

Wir   beginnen   mit   der   Betrachtung  von  Differentialaus- 
drücken    zweier  Variabein,    und  gebrauchen  hier  statt  P,,  P,, 
X,,  x^  die  Buchstaben  P,  Q,  x^  y.    Dann  entspricht  dem  Diffe- 
rentialausdruck 
(5)  Pdx  +  Qdy 
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die  Bedingnng  der  Integrabilität 

Fttr  verschiedene  Zwecke  empfiehlt  es  sich  jedoch,  nicht  nur 
solche  Ausdrücke  (5)  zu  erörtern,  bei  denen  die  Gleichung  (6) 
erfllllt  ist,  sondern  an  die  Spitze  der  Untersuchung  einen  nicht 
beschränkten  Ausdruck  (5)  und  ein  zu  diesem  gehörendes  dop- 
peltes Integral  zu  stellen,  in  welchem  die  linke  Seite  von  (6), 
mit  dem  Element  dx  dy  multiplicirt,  unter  dem  Zeichen  vorkommt, 

Die  Functionen  P  und  Q  seien  innerhalb  der  Mannigfaltigkeit  E 
der  Variabein  a;,  y,  auf  welche  sich  das  Integral  bezieht,  ein- 
deutig, endlich  und  stetig;  das  Gebiet  E  werde  dadurch  be- 
zeichnet, dass  eine  Function  @  innerhalb  E  nur  positiv,  in  der 
Begrenzung  gleich  Null  sei.  Demnach  ist  &  je  nach  den  Um- 
ständen in  den  verschiedenen  Theilen  der  Begrenzung  durch 
verschiedene  analytische  Functionen  zu  ersetzen. 

Man  darf  das  Integral  (7)  vermöge  der  unter  dem  Zeichen 
befindlichen  Differenz  als  die  Differenz  der  beiden  Integrale 

anffiassen,  und,  weil  nach  §  90  die  Reihenfolge  der  Integrationen 
beliebig  gewählt  werden  kann,  bei  dem  ersten  Integral  zuerst 
nach  y,  bei  dem  zweiten  zuerst  nach  x  integriren.  In  dem  ersten 
Integral  liefert  die  für  einen  beliebigen  festen  Werth  von  x 
vollzogene  Integration  nach  y  das  unbestimmte  Integral  P,  und 
2war  hat  man,  weil  nach  der  getroffenen  allgemeinen  Voraus- 
setzung dy  stets  positiv  ist,  den  Werth  von  P  für  die  Werth- 
systeme  (a;^®\  y),  (a:^^\  y), . . .,  bei  denen  die  Variable  in  das  Ge- 
biet J?  eintritt,  negativ,  für  die  Werthsysteme(a;^*\yX  (a?^%y),.., 
bei  denen  die  Variable  aus  E  heraustritt,  positiv  zu  nehmen.  Daher 
erscheint  bei  einer  mit  dem  Wachsen  der  algebraischen  Grösse 
übereinstimmenden  Anordnung  a;^^\  3p^,  x^^\  x^^\ . . .  das  Aggre- 
gat von  Differenzen 
(9)  _  p(o)  +  pcn  ^  pw  +  p(3)  +  . .  .^ 

wobei  der  Function  P  die  zu  den  Werthen  von  x  gehörigen 
Zeiger  beigelegt  sind.    Ebenso   erhält  man   in  dem   zu   sub- 
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trahirenden  zweiten  Integral  durch  die  fUr  einen  beliebigen 
festen  Werth  von  y  nach  x  ausgeführte  Integration  die  Func- 
tion Q^  hier  ist  wegen  des  stets  positiven  Vorzeichens  von  dx 
der  Werth  Q  für  die  Stellen  {x,  ^\{x,y^\..  des  Eintritts  in  E 
negativ,  fllr  die  Stellen  (x,  y^*^,  (x,y^^^,..  des  Austritts  aus  E 
positiv  zu  setzen,  wodurch  bei  entsprechender  Notation  der 
Function  Q  das  Aggregat  von  DiflFerenzen 
(10)  _^»)+,2^«_<2W+,2{»):p... 

hervorgeht.  Mithin  ist  das  doppelte  Integral  (7)  gleich  der 
Summe  von  einfachen  Integralen 

<"'./7'(57-l!)<'""'=.A-''"'*^"-p'"+'"'*-)'^ 

bei  dem  zweiten  sind  wegen  der  auszuHtthrenden  Snbtraction 
alle  Vorzeichen  umgekehrt. 

Die  Bestimmung  der  Vorzeichen  folgt  aus  der  Bedingung, 
dass  die  Function  @  innerhalb  des  Gebietes  E  positiv,  in  der 
Begrenzung  gleich  Null  ist,  also  das  vollständige  Differential 

(12)  dx  -\-—^-dy 

dx  oy 

fllr  den  Eintritt  positiv,  für  den  Austritt  negativ  ausfallen  muss. 
Bei  den  Eintrittstellen  {x^^\  y\  x^'^\  y),  •  • .  und  den  Austrittstellen 
{x^^^y  y\  {x^^\  y), . . .  erhält  x  kein  Increment,  y  das  positive  Incre- 

ment  dy;  fUr  die  erstem  muss  v—  dy  positiv,  für  die  letztem  negativ 

sein.  Bei  den  Eintrittstellen  (x,  y^"^),  (a;,y^^^),...  und  den  Aus- 
trittstellen (x,  y^^^),  (Xj  y^^\  . . .  bekommt  y  kein  Increment,  x  da« 

positive  Increment  dx;  für  die  erstem  muss     ^     da:  positiv,  flir 

die  letztern  negativ  sein.  Werden  die  auf  der  rechten  Seite 
von  (11)  vorkommenden  Ausdrücke  verglichen,  so  leuchtet  ein, 

dass  I^^\  P^\  P^^\  P^^\  .  . .  immer  mit  dem  Vorzeichen  q  des  zu- 
gehörigen Werthes  -  ^^^"^ ,  hingegen  (?■"',  Q^'\  Q^^\  Q^^\ . . .  immer 

mit  dem  Vorzeichen  o  des  zugehörigen  Werthes  +  ^  versehen 
sind.    Erwägt  man  nun,  dass  sowohl  die  Werthsysteme  {x^^\  y), 
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(^^\y) •  •  •  zusammen,  wie  auch  die  Werthsysteme  (x^  y^^\  (^jy^\  •  •  • 
zusammen  mit  den  sämmtlichen  Wertbsystemen  der  Begrenzung 
übereinstimmen,  so  darf  man  der  Gleichung  (11)  die  Gestalt^ 

geben,  wo  die  einfachen  Integrationen  rechts  auf  die  ganze  Be- 
grenzung von  E  bezogen  werden,  und  bei  dem  ersten  Integral 
y  als  Function  von  x,  bei  dem  zweiten  x  ^als  Function  von 
y  gilt.  Die  mit  den  Vorzeichen  g  und  a  behafteten  Differentiale 
gdx  und  ady  lassen  sich  als  die  respectiven  Incremente 
eines  Werthsystems  {x,  y)  auflfassen,  welches  auf  der  Begrenzung 
selbst  in  einem  bestimmten  Sinne  fortschreitet,  ohne  jemals  zu 
einem  schon  berührten  Werthsystem  zurückzukehren;  denn  die 
gegebene  Determination  der  Vorzeichen  macht  es  möglich,  qdx 
und  (7  d  i(  so  zu  wählen,  dass  der  für  die  Begrenzung  geltenden 
Bedingung 

(14)  -T-^da?+ 3-ady  =  0 

dx  oy 

genügt,  und  jedes  Werthsystem  der  Begrenzung  ein  Mal  und 
nur  ein  Mal  getroffen  wird.  Auf  diese  Weise  vereinigen  sich 
die  beiden  einfachen  Integrale  in  (13)  zu  einem  Integral,  bei 
welchem  jedes  Werthsystem  der  Begrenzung  ein  Mal  und  nur 
ein  Mal  durchlaufen  wird,  und  das  man  so  darstellt, 

(15)  '  Jj(^^^l-M.^dxdy=J(PQdx+Qody). 

Das  Verständniss  dieser  fundamentalen  Gleichung  lässt  sich 
durch  die  geometrische  Deutung  der  Mannigfaltigkeit  E  als 
Theils  einer  Ebene  sehr  erleichtern.  Nach  §  91  entspricht  der 
auszuführenden  doppelten  Integration  eine  Theilung  der  Ebene 
durch  Parallelen  zu  den  rechtwinkligen  Axen  der  x  und  y. 
Während  das  Innere  des  Flächenstückes  E  von  einem  aus  recht- 
winkligen Parallelogrammen  bestehenden  Gitter  ertüllt  ist,  wird 
die  Begrenzung  von  E  durch  eine  Linie  gebildet,  die  sich 
aus  rechtwinklig  zu  einander  stehenden  Stücken  aufbaut  und 
wie  eine  Treppe  um  E  herumläuft.  Durch  Vollziehung  der 
einen  Integration  verwandelt  sich  das  ursprüngliche  doppelte 
Integral  in  ein  einfaches  auf  die  Begrenzung  bezügliches,  bei 
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dem  gdx  und  ady  die  Incremente  des  anf  der  Begrenzung 
fortschreitenden  Werthsystems  {Xj  y)  sind.  Vermittelst  der  An- 
schaaung  kann  man  den  Sinn  des  Fortschreitens  folgendermassen 
bezeichnen.  Für  einen  Punkt  mit  den  Incrementen  d  x  nnd  dy^ 
welcher  in  E  eintritt,  muss  nach  der  getroflfenen  Annahme 

(16)  „rf^+__rfy:>0 

sein.  Weil  nun  nach  (14)  die  Incremente  qüx  und  ody^  die 
zu  einem  auf  der  Begrenzung  fortschreitenden  Punkte  gehören, 

in  dem  Verhältniss  der  Grössen r—  und  -r—  stehen  nnd  re- 

dy  dx 

spective  dieselben  Vorzeichen  haben,  so  folgt  aus  (16)  die  Un- 
gleichheit 

(17)  dx{ady)  —  dy{Qdx)>Q. 

Nach  derselben  (vgl.  §  92)  liegt  die  Richtung  {ix,  dy)  eines  in 
E  eintretenden  Punktes  zu  der  Richtung  des  Fortschreitens 
{qdx^  ady)  wie  die  positive  x  zu  der  positiven  y  Axe.  Wenn 
also,  wie  bisher,  angenommen  wird,  dass  man  von  der  x  m 
der  y  Axe  durch  eine  Drehung  um  einen  Viertelkreis  von  links 
nach  rechts  gelange,  so  erfolgt  das  vorgeschriebene  Fortschrei- 
ten des  Punktes  in  der  Begrenzung  von  E  so,  dass  sich  der- 
selbe um  das  Innere  von  E  stets  links  herum  bewegt. 

Falls  die  Begrenzung  von  E  für  x  und  y  constante  Werthe 
liefert,  innerhalb  deren  jede  Variable  bleiben  muss, 

(18)  a^x<A,  b<y<;B, 

so  erhält  die  obige  Gleichung  (11)  die  besonders  einbche 
Gestalt 

(1^)   //{ li  -  11)'^'^  '^y  =/{-P{x,  b)  +  Pix,  B))  dx 

a 

B 


JiQ(a^y)-Q(A,y))dy, 


+ 

wo  auf  der  rechten  Seite   nur  explicirte  gegebene  Functi< 
von  x  nach  x,    von  y  nach  y  zu   integriren  sind.     Hier  be 
die  Begrenzung  von  E  aus  vier  Theilen,  in  denen  die  eingef 
Function  0  beziehungsweise  durch  die  Ausdrücke  j— o, 
A—Xjy  —  b  zu  ersetzen  ist;    in  dem  ersten  Theile  wird 
in  dem  zweiten  ^=1,   in  dem  dritten  (j  =  — 1,   in  dem 
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e  =  —  1,   80  dass  bei  beständigem  Fortschreiten  die  rechte  Seite 
v'oii  (19)  die  folgende  Anordnung  erhält 

B  A  B  A 

C20)  fQ(a,y)dy  +fp{x,B)dx-fQ{A,y)dy-fp{x, h) dx. 

b  a  h  a 

Der  zugehörige  Punkt  {x,y)  durchläuft  hier  in  dem  angegebenen 
Sinne  den  Umfang  des  durch  (18)  bezeichneten  Rechtecks. 

Unter  der  Voraussetzung  der  Gleichung  (6)  hat  das  Inte- 
gral (7)  den  Werth  Null,  so  dass  die  Gleichung  (15)  zu  der 
folgenden  wird 

<21)  0  =/{P9  dx+Qa  dy). 

lEs  möge  nun  die  Begrenzung  von  E  aus  einer  einzigen  in  sich 
zurückkehrenden  Mannigi'altigkeit  der  ersten  Ordnung  bestehen. 
Hier   hebe  man  zwei  verschiedene  Werthsysteme  {x^.y^)  und 
^^i^S^i)    heraus,    durch    welche   die   Mannigfaltigkeit    in   zwei 
Theile  zerfällt,  und  zerlege  das  auf  der  rechten  Seite  von  (21) 
l>efindliche  Integral   in   zwei  entsprechende   Theile.    Das   eine 
Integral   bezieht  sich  auf  den  Theil  der  Mannigialtigkeit,   der 
«ich   bei  dem  durch  die  Vorzeichen  q  und  o  bestimmten  Fort- 
schreiten von  {x^yy^)  bis  {x^^y^  erstreckt,    und  wird  so  notirt 

XPQdx-{-Qady)\ 
das  zweite  Integral 


('o.fo) 

f{FQdx  +  Qady) 

ist  tiber  den  zweiten  Theil  der  Mannigfaltigkeit  auszudehnen,  wel- 
cher bei  dem  weiteren  Fortschreiten  von  (a;,,  y,)  bis  (o?^,  y„)  zurück 
durchlaufen  wird.  Wegen  der  Gleichung  (21)  muss  das  zweite 
Integral  dem  ersten  entgegengesetzt  gleich  sein.  Statt  das 
zweite  Integral  negativ  zu  nehmen,  darf  man  aber  auch  q 
durch  —Q  und  zugleich  a  durch  —o  ersetzen.  Alsdann  be- 
zeichnen die  Elemente  —gdx  und  —ady  ein  im  entgegenge- 
setzten Sinne  erfolgendes  Fortschreiten  in  demselben  Theile 
der  Begrenzung,  wodurch  man  von  dem  Punkte  (^«»^o)  ^^ 
dem  Punkte  (x^^y^)  gelangt.  Hiernach  entsteht  aus  (21)  die 
Gleichung 
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(22)  J{Pedx+  Qady)  =  /i-PQdx-Qady). 

Dieselbe  lehrt,  dass,  wenn  von  dem  Werthsystem  {x^j  y^)  nach  dem 
Werthsystem  (a;,,  yj  zwei  Mannigfaltigheiten  der  ersten  Ordnung 
geführt  werden,  die  zusammen  die  Begrenzung  eines  Gebietes  E 
ausmachen,  in  welchem  die  Gleichung  (6)  befriedigt  ist,  und  wenn 
ausserdem  P  und  Q  eindeutige,  endliche  und  stetige  Functionen 
sindy  alsdann  die  beiden  zugehörigen  in  (22)  bezeichfketen  Inte- 
grale denselben  Werth  haben. 

Setzt  man  bei  der  in  (18)  angegebenen  Begrenzung  a=x^, 
b=^y^,  A=^x^,  B=y^,  so  ergiebt  sich  anf  Grund  der  Bedingung 
(6)  aus  dem  Verschwinden  der  in  (20)  wiederholten  rechten 
Seite  von  (19)  die  folgende  mit  (22)  correspondirende  Gleichung 

Pix,y,)dx  +  /Q(x,,y)dy=/P(x,y,)dx+jQix„y)dy. 
'o  y©  'o  y* 

Nach  (22)  hat  das  dortige  von  dem  Werthsystem  (x.,  y«) 

bis  zu  dem  Werthsystem  (x^,  yj  erstreckte  Integral  einen 
Werth,  welcher  von  der  Mannigfaltigkeit  der  ersten  Ordnung, 
über  welche  die  Integration  auszudehnen  ist,  nicht  abhängt 
Wird  innerhalb  eines  Gebietes,  in  dem  die  Gleichung  (6)  be- 
friedigt ist,  und  für  F  und  Q  die  erwähnten  Voraussetzungen 
der  Stetigkeit  gelten,  das  Werthsystem  {x^,  y^)  als  fest,  das 
Werthsystem  (^i,y,)  als  beweglich  angesehen,  so  drückt  das 
genannte  Integral  eine  Function  der  beiden  Variabein  a:,,  y,  aus, 
von  der  sieh  zeigen  lässt,  dass  sie  als  ihre  partiellen  DifFeren- 
tialquotienten  in  Bezug  auf  x^  und  Vi  die  correspondirenden 
Werthe  der  Functionen  P  und  Q  hervorbringt.  Eine  partielle 
Aenderung  des  Werthsystem«  {x^,  yj  möge  so  erfolgen,  dass 
o;,  um  die  Grösse  h  wächst.  Damit  das  betreflFende  Integral 
entsprechend  geändert  werde,  kann  die  zugehörige  Mannigfaltig- 
keit der  ersten  Ordnung  zuerst  wie  früher  von  (i-^-  y©)  ^^^ 
(T,,t/,),  dann  von  hier  ohne  Aenderung  des  y  nach  dem  Werth- 
System  {x^-\-h,y^)  geführt  werden.  Demnach  bekommt  das  in 
Rede  stehende  Integral  als  Zuwachs  ein  von(a:,,y,)  bi8(x,+Ä,y,' 
zu  erstreckendes  Integral,  das  den  Ausdruck 

(24)  JP{x,y,)dx 


*x 
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liat.  Der  partielle  Differenzenquotient,  welcher  hieraus  durch 
Division  mit  h  entsteht,  ist  aber  bei  abnehmendem  h,  falls  die 
f  nnction  P  (x^,  yj  lllr  einen  unter  ä  liegenden  Zuwachs  von  x 
um  eine  unter  einem  beliebig  kleinen  A  befindliche  Grösse 
schwankt,  nach  §  22  von  dem  Grenzwerth  P(x^,yJ  höchstens 
miin  X  verschieden.  Ebenso  hat  eine  partielle  Aendernng  des 
"Werthsystems  (iPi,yi),  bei  dema:,  ungeändert  bleibt  und  y^  um 
A  wächst,  den  Eflfect,  dass  zu  dem  Integral  (22)  der  Zuwachs 

Q{x^.y)dy 

hinzukommt,  welcher,  durch  Tc  dividirt,  einen  partiellen  Differen- 
zenqnotienten  liefert,  der  bei  abnehmendem  Tc  in  gleicher  Weise 
^egen  den  Grenzwerth  Q{x^,y^)  convergirt. 

Hiermit  ist  die  aufgestellte  Behauptung  erwiesen,  dass  aas 

der  Gleichung  (6)  die  Existenz  einer  Function  folgt,  deren  nach 
^  und  y  jsu  nehmende  partielle  Differetitialquotienien  heziehungs- 

-weise  gleich  P  und  Q  sind;  eine  solche  Function  wird  durch  das 

Integral 

(26)  /{Pdx  +  Qdy) 

('«>  yo) 

dargestellt,  bei  dem  die  Integration  auf  einer  beliebigen  Mannig- 
faltigkeit der  ersten  Ordnung  von  dem  System  (x^jy^)  bis  zu 
dem  System  {x,y)  zu  erstrecken  ist,  und  wo  dx  und  dy  die  dem 
Fortschreiten  auf  der  Mannigfaltigkeit  entsprechenden  Incremente 
von  X  und  y  bedeuten,  welche  auf  der  linken  Seite  von  (22) 
Qdx  und  ady  genannt  wordoi  sind.  Das  Integral  (26)  rcr- 
8diU)indet  offenbar  für  x=x^,y=y^. 

Auf  der  linken  und  rechten  Seite  von  (23)  wird  die  be- 
zeichnete Function  der  Variabein  x^  und  y^  fUr  den  Fall  aus- 
gedrückt, dass  der  eine  Theil  der  gewählten  Mannigfaltigkeit 
der  ersten  Ordnung  einem  constanten  x,  der  andere  einem  con- 
stanten  y  entspricht. 

Kennt  man  ausserdem  eine  eindeutige,  endliche  und  stetige 
Function  %(x,y),  für  welche  die  nach  x  und  y  genommenen 
partiellen  Diflferenzenquotienten  bei  abnehndenden  Incrementen 
respective  von  den  vorgeschriebenen  Functionen  P  und  Q  stets 
am  weniger  als  dieselbe  beliebig  kleine  Grösse  l  diflferiren,  so 
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lässt  sich  durch  ein  dem  §  24  entsprechendes  Ver&hren  nach- 
weisen, dass  das  Integral  (26)  gleich  der  Differenz  der  Funo- 
tionswerthe 

(27)  %  (x,  y)  -  5  (x,,  y,) 

ist.  Denn  da  der  Unterschied  des  Integrals  (26)  und  der 
Function  %  (x^  y)  innerhalb  des  ganzen  betreffenden  Gebiets 
der  Variabein  x^y  nach  x  und  y  partielle  Differenzenquotienten 
hat,  die  bei  abnehmenden  Incrementen  um  weniger  als  dieselbe 
beliebig  kleine  Grösse  von  Null  differiren,  so  lehrt  die  Be- 
trachtung der  successiven  Werthe  auf  einer  von  {x^,y^  nach 
{^jV)  gehenden  Mannigfaltigkeit  der  ersten  Ordnung,  dass  der 
bezeichnete  Unterschied  constant  sein  muss.  Weil  nun  (26) 
und  (27)  für  a:=Xo,  y=yo  verschwinden,  so  sind  sie  einander 
gleich. 

§  98.    Analytisohe  Transformation  oino«  doppolton  Intoyrali. 

Durch  die  Gleichung  (13)  des  vorigen  §  wird  ein  Mittel 
geboten,  um  die  Gleichung  (4)  des  §  96  für  n  =  2  oder  die 
hiermit  übereinstimmende  geometrisch  begründete  Gleichung  (10) 
des  §  92  analytisch  zu  beweisen.  An  die  zuerst  genannte 
Gleichung  anschliessend  mögen  zwei  Functionen  F  und  G  der 
unabhängigen  Variabein  x  und  y  betrachtet  werden.  Insofern 
fllr  eine  der  Functionen  F  die  in  (2)  des  vorigen  §  enthaltene 
Gleichung 

/IX  W^/  ^    \^y) 

^^  dy  dx 

gilt,  kann  die  von  den  Functionen  F  und  G  in  Bezug  auf  die 
Variabein  x  und  y  genommene  Functionaldeterminante  so  dar- 
gestellt werden 

ÖF  dG_lFpG  ^^{11^) _  K^y.^), 
ux    vy        dy    ex  dy  dx 

wodurch  das  doppelte  Integral 

(3)  ff(^'^^^-^/-f)äxäy 

J J  \«^'^  ^y      ^y  ^^) 

bei  der  Substitution 
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in  den  Ausdruck 


JJ  \dy       dx) 


übergeht.  Wir  betrachten  das  Integral  (3)  unter  der  Voraus- 
setzung, dass  die  Functionaldeterniinante  in  dem  Integrations- 
gebiet, welches  durch  die  mit  (5)  des  §  96  correspondirenden 
Ungleichheiten 

(6)  F{0)^F<F(\\  G{0)<G^G{1) 

bestimmt  wird,  stets  positiv  sei,  dass  femer  F  bei  constantem  G 
von  F{0)  bis  F{1\  und  G  bei  constantem  F  von  G(0)  bis  ö(l) 
beständig  wachse. 

Vermöge  (15)  des  vorigen  §  ist  das  doppelte  Integral  (5) 
gleich  einem  auf  die  Begrenzung  des  Gebietes  bezüglichen  ein- 
fachen Integral,  das  durch  Substitution  der  in  (4)  angegebenen 
Functionen  zu  dem  Integral 

wird;  mithin  ist  das  obige  Integral  (3)  dem  letztern  gleich. 
Die  Begrenzung  setzt  sich  aus  vier  Theilen  zusammen,  in 
denen  die  im  vorigen  §  mit  0  bezeichnete  Function  nachein- 
ander die  folgenden  Ausdrücke  annimmt, 

(8)  F-  JF(0),  G  (1)  -G,F{\)-F,G^G  (0). 

Von  den  entsprechenden  vier  Theilen  des  Integrals  (7)  wird 
der  erste  und  dritte  Theil  gleich  Null,  weil  für  jedes  Werth- 
system  der  Begrenzung  die  Function  F  constant  bleibt,  und 
darum  das  zugehörige  in  G  multiplicirte  Element  des  Integrals 

(9)  -ä^^^^+  öy^^y 

überall  verschwindet.  Dagegen  ist  die  Function  G  in  dem 
zweiten  Theile  constant  gleich  6r(l),  in  dem  vierten  constant 
gleich  G(0),  so  dass  der  betreffende  Werth  als  Factor  vor  das 
Integralzeichen  treten  darf.  Bei  den  durch  die  Vorzeichen  q 
und  o  bestimmten  Incrementen  qdx  und  ody  bewegt  sich  das 
Werthsysteni  (a:,  y)  im  zweiten  Theile  des  Integrals  so,  dass  F 
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stets  wächst,  im  vierten  Theile  so,  dass  F  stets  abnimmt.    Denn 
für  den  zweiten  Theil  folgen  aus  den  Ungleichheiten 

(10)  -Uedx+-|^ady  =  dF>0 


f!-«'^^  +  lf''^y='^^=<^' 


die  Werthe 


(11)  Qdx= 


f-dF 


dF  dG  _  SFdG 

dx   dy        dy    dx 

da 


-    dx 

aay-^.-j-^rjff--  ^j,.  ^^   ' 

dx    dy         dy    dx 

nach  denen,  mit  Rücksicht  auf  den  positiv  angenommenen  Werth 
der  im  Nenner   stehenden  Functionaldeterminante,  q  da»  Vor- 

.  ,  dG  d@        .      ^j       .  .  dG      dB 

zeichen  von    ^-= r— ,  a  das  Vorzeichen  von  — — -s=-  — 

dy  dy  dx        dx 

haben  muss;  für  den  vierten   ergiebt  sich    die  gleiche  Ueber- 

einstimmung.    Aus  diesen  Gründen  stellt  vermöge  der  zwischen 

(26)  und  (27)   des   vorigen  §  bestehenden  Gleichheit  das   über 

den  zweiten  Theil  der  Begrenzung  ausgedehnte  Integral 


dF 
dx 


odx  +  -^r-^  dy] 
p  ^  dy        ^J 


die  Differenz  der  Functionswcrthe  F{\)  —  F{0\  das  gleichge- 
bildete über  den  vierten  Theil  der  Begrenzung  erstreckte  Inte- 
gral die  Differenz  der  Functionswcrthe  F{0)  —  -F(l)  dar,  und 
da  das  erste  mit  6r(l),  das  zweite  mit  G(0)  zu  multipliciren 
war,  so  geht  als  Werth  des  Integrals  (3)  der  Ausdnick  hervor 
(12)  (F(\)-F(0))  (r;  (1)  -  G  (0)), 

welcher  bewiesen  werden  sollte.  Für  den  Fall,  dass  die  in  /V 
unter  dem  Integralzeichen  stehende  Functionaldeterminante  in 
dem  bezüglichen  Integrationsgebiet  das  negative  Zeichen  besitzt, 
ist  ihr  negativ  genommener  Werth  gleich  dem  Ausdruck,  in 
welchen  die  Functionaldeterminante  durch  Vertausehung  der 
Functionen  F  und  G  übergeht.  Mittelst  der  angestellten  Be- 
trachtungen erhält  man  dann  für  das  Integral 


Ditferentiatausdriicka  von  drei  Vaiiabeln. 


a,  -  s^  Ä  )'*""'!' 


«lenjeDigeo  Wertli,  welcher  aus  (12)  dnreh  die  Vertausehung 
"Von  F  uiid  G  entspringt,  das  heisst  den  Werth  (12)  selbst,  wie 
7.a  beweisen  war. 

Anf  diese  Weise  ist  die  Umfommng  der  doppelten  Inte- 
grale analytisch  begründet. 


§  ee.    Bedlngattgen  der  IntegrablUtät  fttr  Differential' 

ausdrtloke  von  mehr  als  zwei  Tarl&beln.     Tranaformation 

von  DlfferentialausdrUcken  darob  Elnfttbrung:  elnea 

Systems  von  neuen  Varlabeln. 

Es  werden  _)ct7,t    ilie   Bedingungen    der   Intcgrabilitiil    fUr 
einen  Differentialausdruub  dreier  Variabein 
(1)  Pdx+Qdij+Rdz 

durch  ein  Verfahren  bewiesen  werden,  welches  sich  auf  Ditfe- 
rentialausdrtlcke  von  beliebig  vielen  Variabeln  ausdehnen  lässt. 
(Vgl.  Beiträge  eu  der  Theorie  der  Umkehning  eines  Functionen- 
Systems,  Nachrichten  der  K.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu 
Göttingen,  November  1870.) 

Nach  (4)  des  §  97  besteben  die  zn   (1)  gehörigen  Bedin- 
gungen in  den  drei  Gleichungen 

dz  dl/  ^  dJ!  Dz  '  dy  dx 
Auch  hier  untersuchen  wir  zuerst  einen  Ausdruck  (1),  in  welchem 
die  Functionen  P,  Q,  U  für  eine  gewisse  Mannigfaltigkeit  der 
drei  Variabein  x,  y,  z  eindeutig,  endlich  und  stetig,  sonst  aber 
beliebig  gegeben  sind,  nud  bilden  ein  doppeltes  Integral,  in 
welchem  die  in  (2)  auf  den  linken  Seiten  befindlichen  Verbin- 
dungen angewendet  werden.  In  der  bezeichneten  dreifach  aus- 
gedehnten Mannigfaltigkeit  sei  eine  Mannigfaltigkeit  E  der  zwei- 
ten Ordnung  durch  das  Constantsetzen  einer  Function  F{x,y,e) 
bestimmt,  und  durch  eine  Bedingung  0  (a:,  y,  ^)  >  0  begrenzt,  so 
dass  für  das  Innere 

(3)  Fix,  y,  s)  =  Const.,  0}  (j,  y,  z)  >  0, 

mithin  auch 


Di  fferentialaiisfl  rücke 


(4)  ä  F=   .-dx  +  -.r-dy  +  ^~~dt=0. 

d.v  dtf      '        de 

ist.  Bei  deo  zu  (3)  gelifircfiden  Werthsystemen  mögen  die  Ein- 
heiten I),,  ri„  rj,  reapective  das  Vomeichen  der  drei  Grössen 
3F     3F     3r 


3y 


haben,    die  niemals  gleichzeitig  verschwinden 


dürfen.  Je  nachdem  man  unter  den  drei  Variabeln  x,  y,  g  die 
erste,  zweite  oder  dritte  als  Function  der  beiden  Übrigen  anf- 
fasst,  entspricht  der  'gegebenen  Mannigfaltigkeit  E  eine  Itfannig- 
faltigkeit  E^  der  y,  z,  £,  der  z,x,  E,  der  x,i/]  es  müge  von 
den  folgenden  drei  Integralen  das  erste  über  £,,  das  zweite 
über  E^,  das  dritte  Über  E,  ausgedehnt  werden.  Dann  lUhst 
sich  das  Aggregat 


1(5) 


M~^. 


ri^dyds 


ÖP- 


- )»;,  ds  dx  + 


kIM-^"-* 


in  ein  einfaches  Integral  verwandeln. 

Bei  der  Autiösung  der  Gleichung  (3)  nach  x,  y,  z  kflnnen 
zu  jedem  System  von  zwei  unabhängigen  Variabel»  mehrere 
Werthe  der  abhängigen  Variable  gehören;  demgcmäss  sind  die 
in  (5)  angedeuteten  Integrationen  so  anszufUhren,  dass  die  sämml- 
lichen  betreft'enden  Werthe  nach  einander  zur  Anwendung 
kommen.  Zuuilchst  betrachten  wir  aber  die  Voraussetzung,  da«« 
die  abhängige  Variable  immer  nur  einen  Wertb  habe,  nud  dass 
die  Zeichen  i;,,  r;^,  tj,  fUr  die  betreffenden  Integration^^biele 
ungeändert  bleiben.  Man  kann  nun  das  Element  jeder  doppel- 
ten Integration  durch  EiutUhrung  einer  neuen  Variable  in  jedes 
andere  verwandeln.  Es  ergeben  sich  dnrch  Auflösen  der  unter 
den  Zeichen  vorkommenden  Differenzen  und  Vereinigen  der- 
jenigen Integrale,  in  welchen  beziehungsweise  P,  Q,  R  vor- 
kommen, die  Bestandtheile 


(6) 


(') 


(8) 
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^^elche  wir  so  umformen,  dass  in  dem  ersten  nur  nach  dx  dy, 

dem  zweiten  nur  nach  dy  djg,  dem  ^ritten  nur  nach  de  dx  inte- 

^rirt  wird.    Um  in  dem  zweiten  Summanden  von  (6)  statt  a  die 

T'ariable  y  einzuführen,  hat  man,   da  x  ungeändert  bleibt,  das 

positive  Diflferential  de  durch  das  Product  aus  dem  positiven 

Differential  dy  und  dem  absoluten  Werth  des  Diflferentialquo- 

de 
tienten  -^  zu  ersetzen,  welcher  nach  der  bei  der  Voraussetzung 

^a:=0*in  (4)  enthaltenen  Gleichung 

dF 


den    Werth    —  -^  hat,  und  dessen  das  Vorzeichen  mit  —  jj,  r;, 

TT 

übereinstimmt.     Daher    kommt    statt   — Vi  ^^    ^^^   Ausdruck 

dz 

V»  ~E~  ^y-     ^^^   gleiche    Weise    erkennt    man ,    dass    in   dem 

zweiten  Summanden  von  (7)  und  (8)  respective  statt  — v^dx 

S  X  d  fi 

der  Ausdruck  Vi^de,  statt  —tjidy  der  Ausdruck  v^—'dx  zu 

substituiren  ist,  wodurch  (6),  (7),  (8)  die  folgende  Gestalt  an- 
nehmen, 

Nach  ihrer  Entstehung  beziehen  sich  die  partiellen  von  einer 
Variable  nach  einer  zweiten  genommenen  Differentialquotienten 
auf  die  Voraussetzung,  dass  die  eine  Variable  eine  Function 
der  zweiten  und  dritten  sei;  sie  haben  die  Werthe 

ÖF  dF  dF 

^^  dy~      dF' dl  ^  "'dF' 'dx"      dF' 

de  da  dy 
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Werden  x,  y,  s  als  die  rechtwinkligen  CoordiaateD   eioci  ' 
Punktes  im  Räume  gedentet,  so  gehrtien  die  Werthsjsteme  i 
IntegralB  (5)  zu  der  in  (3)  dargestellten  begrenzten  Oberfläche 
E,  während  dyde,  dedx,  dx  dy  respeetive   die    Elemente    der 
anf  die  yz,  ex,  xy  Ebene  genommenen  Projectioneo  E^,  £,,  £, 
eind.     In  g  93  ist  das  Element  einer  Oberfläche  dnrch  das  Ele>  ] 
ment  der  ProjectJon  auf  die  yz  Ehene  ausgedritckt,    und  zwar  ] 
geht  die  dortige  Formel  (3)  bei  den  gegeuwärtigea  Bezeichnun- 
gen in  die  folgende  über 


m^st 


äF 


tl,dyds. 


Gleichzeitig  folgt  aus  dem  so  eben  über  die  Transformation  it'^^Met'- 
versehiedeiien  Integrationen  Gesagten,  wie  sich  auch  ans  der  ge«i». -ge*. 
metrischen  Anschauung  ergieht,  dass  bei  der  Wahl  einer  andere  r^rrea 
pji  d/i  de 


Projectionsebene  statt  -'-,',; —   beziehungsweise  die  An»drttcleX^;lce 


-  zu  setzen  sind. 


Das  Integral  (10),  bei  dem  2  eine  Function  der  unabh^ 
gigen  Variabeln  x  und  y  ist,  enthält  den  unter  diesem  Gesteh  .^^l^- 
punkt  nach  y  genommenen  pnrtiellcu  DitTerentialquotienten  * — ' — cn 
F;  daher  liefert  die  für  ein  festes  z  auszuführende  Integrat^H»» 
nach  y   die-Funetion   F  als    unbestimmtes  Integral.     Derseltzzwn 
ist    aus    früher   angegebenen    Grlluden    bei    dem  Eintritt   ei"«ne,* 
Werthsystems  von  wachsendem  y  in   das  Inlegratinnsgebiet     ^ 
das  negative,    bei  dem  Austritt  das  positive  Vorzeichen  hefzo. 
legen.    Für  die  Incremente  eines  Werthsystems  (x,  y,  t),    iiss 
sich  von  der  Begrenzung  aus  in  E  bewegt,  bat  man  auf  (inad 
von  (ä)  die  Relationen 


(15) 


SF 


dx+^^dy 


d«=0 


d.v        et, 

Vermittelat  der  Bezeichnungen 


■*»+,, 
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^  ^  dy  Be       dz    dy"^^' 

dFd0_dF  OG_jy 

dz   dx       dx  dz  ' 

SF  d@_dF  ÖQ^j. 

Bx  dy       dy  dx  ^ 

folgen  aas  (15)  durch  Elimination  von  dx^  dy,  dz  die  Gleichungen 
<17)  D,dy-D,dz=^^de 

D,de-B,äx=~dQ 

äy 

D,dx—D,dy=^dQ. 

dz 

Vermöge  der  Voraussetzung,  dass  in  E  zu  jedem  W^rthsystem 
von  zwei  unabhängigen  Variabein  nur  ein  Werth  der  abhängi- 
gen gehöre,  entspricht  die  Begrenzung  der  Gebiete  E^,  E^,  E^ 
der  Begrenzung  von  E^  weshalb  die  drei  vorliegenden  Glei- 
chungen beziehungsweise  für  die  Begrenzung  von  -B,,  -E,,  E^ 
gelten.  Da  beim  Eintreten  in  E  und  somit  «uch  in  E^  das 
Differential  dQ>Q  sein  soll,  und  da  fUr  ein  Fortschreiten 
in  E^j  wofern  das  Increment  von  x  gleich  Null  ist,  die  Gleichung 

dF 

—  D^dy^=^d&  besteht,  so  gehört  zu  dem  positiven  Increment 

dF 

dy  ein  Eintreten  in  E^  oder  ein  Austreten,  je  nachdem  —  B^  .— 

d  z 

positiv   oder  negativ   ausfällt.    Man   bezeichne   die  Vorzeichen 

dF 
von  Dj,  2)j,  Dj  respective   mit   ^,  a,  t,   so  dass  —  D,  ■^-  das 

d  z 

Vorzeichen  von  —  Qt]^  erhält.  In  Folge  der  für  das  Vorzeichen  der 

Function  P  aufgestellten  Regel,  bei  einem  Eintritt  in  £,  negativ, 

bei  einem  Austritt  positiv  genommen  zu  werden,  muss  dann  P 

das  Vorzeichen   von   q  r^^   bekommen.    Demnach   geht  (10)  mit 

Weglassang  von  r;J  =  1  in  das  einfache  Integral 

(18)  fPqdx 

ttber.  Auf  gleiche  Weise  lässt  sich  bei  (11)  die  Integration  nach 
z,  bei  (12)  die  Integration  nach  x  vollziehen,  wodurch  die  ein- 
fachen Integrale  /^a  <?  2/ und  /-Rrd;?   entstehen.     Mithin   wird 


8«. 

das  Aggregat  (5)  gleich  dem  Aggregat  von  einfaefaen  Integralen 
(19)  /Pp  dx  +  JQa  djf  +  /Rt  de. 

Es  sind   jetzt  noch  die  Fälle  in  Erwägung  zu  ziehen,  bei 


M^A 


denen  die  Auflösung  von  (3)  ftlr  ein  System  von  zwei  unabbän-  — ^ 
gigen  Variabein  melir  als  einen  Wertb  der  abhängigen  Variable  se»Ji 
hervorbringt.    Seien  die  erstem  x  und  y,  so  lehrt  die  Gleichung  ^^^ 

öF        —^ 

(4),    dass    lUr    einen    von  Null   verschiedenen  Werth  von  — :: — J 

der  Äenderung  von  x  um  dx  und  von  y  um  dy  eine  bestimmtt^Ka- ^ 
Aendernng  von  s  am  ds  entspricht.  Dagegen  ist  es  möglich  m:M^ 
dass  mit  dem  Fortisch  reiten  eines  Werthsystenis  x,  y  zu  einenn  -^si. 
in  der  Nähe    befindlichen  Werthsysteme    der  Uebergang  von  _        ^j 

zu  mehreren  verschiedenen  Werthen  correspondire,  sobald    ^ —  "^53 

nur  in  einer  Mannigfaltigkeit  der  ersten  Ordnung  verschwinde  ^'^  Je^ 
Wir  nehmen  an,  dasa  in  derselben  immer  nur  zwei  Werthe  vo«z»~^fli 

e  zusammenfallen,  dass  die  Function    i       auf  der   einen   Sei**  S  ^itt 
•  '  de 

positiv,  auf  der  anderen  negativ  sei,  mithin  das  Vorzeichen  vcr^^^oa 

i;j  bei  dem  Ueberschreiten  dieser  Mannigfattigkeit  in  £  wechseHT --^^l^ 

und  dass    das    Klement    eines   doppelten    Integrals  -^ '- — 


3F 
dt 


wie  in  dem  Beispiele  des  §  93,  für  ein  Gebiet,  in  dessen  B^^3e- 
grenzung  der  Nenner  verschwindet,  eine  Integration  zulasse. 

Um  die  so  eben  ausgesprochenen  Forderungen  zu  erlB-^^"' 
tern,  möge  ein  Beispiel  behandelt  werden,  in  welchem  der  vcI^^^ 
hin  erwähnte  Fall  enthalten  i«t,  und  das  eben  so  leicht  geon»"^^- 
trisch  aufgefüsst  werden  kann.  Es  sei  F{x,y,F)  gleich  d^^Bsr 
mit  drei  von  Null  verschiedenen  Coefficienten  A,  B  und  C  ^^^^' 
bildeten  Function 

Äx'  +  By*  +  Cs*, 
der  in  (3)  vorgeschriebene   coustaute  Werth  glcii-h  der  EinheHSsit 
Der  partielle  Differentialqunlient  -     -  =2Ce  verschwindet   ^cunf 
JÜr  *=0,  wodurch  zwischen  x  und  y  die  Gleichung 
Ax'  +  By^  =  1 
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• 

entstellt.  Da  die  Variable  is  als  Function  von  x  und  y  mit  Hülfe 
einer  positiv  oder  negativ  zu  nehmenden  Quadratwurzel  ausge- 
drückt wird 

B  =  ey , 

so  leuchtet  ein,  dass  die  beiden  vorhandenen  Werthe  von  e  nur 
in  derjenigen  Mannigfaltigkeit  der  ersten  Ordnung  zusammen- 
fallen, in  welcher  -^—  verschwindet,  und  dass,  falls  diese Man- 
nigfaltigkeit  in  der  gegebenen  Mannigfaltigkeit  J^  (o:,  jf,  ^er)  =  1 

überschritten  wird,  —^-  sein  Vorzeichen  'ändert.     Gleichzeitig 

Ti   dtü  du 
nimmt  das  zu  untersuchende  Element     ^*  ^  -^        den  Ausdruck 

fj^dxdy 


c 

an,  wo  iy,  dasselbe  Vorzeichen  wie  Ce  hat.  Die  Mannigfaltigkeit 
der  Variabein  x,  y  wird  hier  durch  die  Bedingung 

C  — 

begrenzt.  In  dem  Falle,  dass  A  und  B  positiv  sind,  lassen  sich 
ac  und  y  durch  zwei  neue  Variabein  5  und  ip,  deren  erste  positiv 
sei,  wie  folgt,  ausdrücken 

^A  X  =^  cos  il',  ]^  y  =$  sin  t/*, 
so  dass  die  vorliegende  Bedingung  in  die  Gestalt 

l~s* 

-4^>o 

übergeht  Mithin  nimmt  die  Variable  5  in  der  Begrenzung  den 
Werth  der  Einheit  an  und  muss  im  Innern  der  Mannigfaltigkeit, 
wofern  C>0  ist,  kleiner,  wofern  C<zO  ist,  grösser  als  die 
Einheit  sein;  daher  kann  man  für  den  gegenwärtigen  Zweck 
die  Integration  nach  s  zwischen  der  Einheit  und  einem  passend 
gewählten  Werthe  ä^,  nach  i/;  zwischen  zwei  beliebigen  Werthen 
V^  und  xp^  ausdehnen.  Zufolge  der  für  die  Umformung  eines 
doppelten  Integrals   bestehenden  Regel   ist  das  Element  dx  dy 

durch  das  Element     ^—  ,-L  ,  mithin  das  zu  untersuchende  Ele- 

fliB 


Ui&erenti&l ausdrücke  v 


zu  ersetzen.  Da  sich  hier  der  Itlr  s=l  verschwindende  Aus- 
druck 1  —  s'  im  Nenner  unter  einem  Quadratwurxelzeicben  be-  — 
findet,  so  darf  die  Integration  nach  s  vermöge  der  in  §  7.1  auf-  _~ 
gestellten  Regel  zwischen  den  Werthen  s=^s^  und  »=  1  ausge-  — ^ 
dehnt  werden,  also  besitzt  daB  betreffende  Element  die  rerlangte  .^»^ 
Beschaffenheit. 

Wofern  A  nnd  B  verschiedene  Vorzeichen  haben  ond  etwa  .^^«^ 

^>0,  B<:0  ist,  läest  sich  vermittelst  zweier  neuen Variabeln  -aXhi 
s  und  t  die  Hubstitution 


\'Äx=s 


-B!l  =  s- 


bilden,  wo  e  die  Basis    der   natürlichen  Logarithmen  bedeutet.^ :^^et. 
Alsdann  kommt 

Äx*+  By*  =  s\ 
und   man    hat  fUr  die  Mannigfaltigkeit  der  Variabeln  x  nnd  i       f  y 
wieder  die  Bedingung 

^^a».  

weshalb  der  numerische  Werth  von  s  im  Innern  der  Manni^^ m^ aig^  i 
faltigkeit  fUr  C>n  nnter,  für  C<0  über  der  Einheit  bleibe*  Äbt. 
fllr  die  Begrenzung  gleich  der  Einheit  yrird.  Der  Kürze  halb^'ÄZÄ'er 
betrachten  wir  nur  positive  Wcrthe  von  s,  denen,  wie  man  siehci'sbi, 
nur  positive  Werthe  von  x  entsprechen.  Aus  der  Regel  für  dÄz»<Jic 
Umformung  eines  doppelten  Integrals  ergiebt  sich  jetzt  statt  ä- 


wodurch    fUr   das  r 


Elements  dxdif  das  Element  — ;^= — = — - 

untersuchende  Element  der  Ausdruck 

rj^sdsdl 

eintritt.  Bei  demselben  ist  es  auf  Grund  der  angeführten  Ee^^ 
gestAttet,  die  Integration  nach  s  zwischen  ff=l  und  einem  ^^ 
geltenden  Bedingung  genügenden  Werthe  «=«,,  die  Integrat^  i 
nach  t  zwischen  zwei  beliebigen  Werthen  t,  nnd  t,  za  vollsietixei 
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igs  auch  gegeuwärtig  die  für  da8  Rlement  - 


3F 

dt 


-  ge- 


stellte Forderung  erfüllt  ist. 

1d  lietretT  de«  allgemeinen  Falles  beschränken  wir  uns 
auf  eine  Audeiitung  des  einzuschlagenden  Weges,  eni|ifehlen 
aber  auch  hier,  mit  einer  geoDietrischen  Betrachtung  anzufan- 
gen. Wenn  ---  filr  ein  Werthayatem  x  =  a,  p  =  b,  *=c  ver- 
schwindet, 80  werde  x=a  +  ^,  y  =  6  +  ';,  e:=c  +  L  gesetzt  und 
die  Differenz  F(x,  y,  e)  —  F{a,  b,  c)  nach  dem  Toy/o/flchen  Satze 
bis  auf  diejenigen  Glieder  ent^Yi(.'kelt,  welche  uach  den  Incre- 
menten  ^,  i),  t  von  der  zweiten  Ordnung  sind;  hierbei  entstehe 
der  Ausdruck 

F,$+  F^rj-frF^C 


B^i^.^ 

-[^.. 

i'+- 

Tf^f+F,,', 

;f+F.,EI 

+  F„|^ 

in  welchem 

3T 
~    St   ' 

F, 

SF 

~  Sy  ' 

F, 

SF 

k            ^n 

_  s'f 

^1, 

S'F 

¥,. 

ä'F 
'       5.'  ' 

w 

'äl  ' 

F« 

F„ 

s'f 

SiSic 

Fl, 

S'F 

•      SxSy 

für  x  =  a,  y'=h,  e=c  ist,  und  nach  der  Voraussetzung  7'',=0 
sein  mnss,  dagegen  F,  und  F,  nicht  gleichzeitig  gleich  Null 
aein  dürfen.  Da.''  Verschwinden  dieser  Differenz  ersetzt  dann 
bis  auf  den  bei  der  angenäherten  Kntwickelnng  begangenen 
Fehler  die  obige  tJleichung  (■!),  und  liefert,  falls  F^  nicht  gleich 
XuU  ist,  fUr  1'  eine  rinadratische  Gleichung.  Wofern  verlangt 
wird,  daas  wenigstens  einer  der  ersten  und  einer  der  ^^veite^ 
partieUen  Differentiabiuotienten  von  Null  verschieden  sei,  so 
stimmt  die  Forderung  mit  derjenigen  Ubercin,  welche  in  §  64 
der  Function  ff  (j„  r„  i,)  auferlegt  ist.  Es  kommt  also  gegen- 
wärtig nur  die  Voraussetzung  hinzu,  dass  F^^  nicfat  gleich  Null 
sei.  Bezeichnet  man  miti^(f,  >;)  eine  leicht  zu  bildende  homo- 
gene Function  des  zweiten  Grades  von  f  und  »,,  »o  werden  die 
beiden  Werthe  von  Z  wie  folgt  bestimmt 


i 


F„i  +  F«'l  +  Fu^=±  t'-F„(F,l+  F.?)  +  fl(l,'A 


zn  crBrteni ,  und  kann ,  weil  der  unter  dem  Qaadratwunel- 
zeicben  beKudlicIie  Aasdruck  ersten  Grades  nach  der  Voraus- 
seUung  nicht  Null  werden  darf,  die  Bereclitignng  der  Integra.- 
lion  ilir  ein  Gebiet,  in  dessen  Begrenzung  der  Nenner  ver- 
schwindet, anf  ähnliche  Art  wie  in  dem  durchgeführten  Beispiele 
beweisen.    Wofern    also    fitr   eine  Mannigfaltigkeit   der  ereteo 

Ordnung,  in  der    .     gleich  Null  ist,  die  beiden  partiellen  Dif- 


ferential qnotieDten 


und 


de' 


ebenfalls    nicht  verschwindet,   so  dUrf'en  die  vorhin 


erhobenen  Forderungen  als  erfUllt  gelten. 

Kach  den  getroffenen  Annahmen  zernillt  die  Mannigfaltig- 
keit E,  der  Variabein  x  und  y  in  lauter  einzelne  Theüe  7",  Ü,... 
in  deren  jedem  r;,  dasselbe  Zeichen  nnd  s  nnr  einen  Wertb  hat, 
wo  aber  in  verschiedenen  Theüen  T,  ü  dieselben  Werthsyi^teint 
(.r,  j/)  rorkommen  dllrfen;  in  einer  Mannig&ltigkeit  der  erslca 

Ordnung,  f^r  die     .      gleich  Null  ist,  treffen  zwei  solche  ThtiU 

T,  U  in  der  Weise  zusammen,  dass  zu  demselben  in  daa  Innere 
von  r  und  (/gerichteten  Fortschreiten  des  WerthB7!'teii»(x,y) 
das  P'ortrllcken  des  Wcrlüsysteras  (j,  y,  *)  in  E  nach  iwei  ver- 
schiedenen Werthen  von  s  gebort  Entsprechende  VoraoMetsiingeB 


dg' 

weise  die  Bedingungen  gemacht,  unter  denen  fUr  ein  StsUo 
(y,  t)  zwei  Werthe  von  x,  nnd  für  ein  System  (t,  x)  xwei  Vwllw 
von  y  coiucidiren,  nud  es   möge  alsdann  die  Attsu^  fnitOBf 


IM 
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dass  die  in  (3)  dargestellte  Mannigfaltigkeit  E  keinerlei  Singu- 
laritäten enthalte.  Nacbdeni  nnn  (li),  (7),  (8)  reapective  in 
(10),  (11),  (12)  tranBtbmiirt  sind,  verfahrt  man  mit  Jedem  der 
letzlern  wie  für  (10)  gezeigt  werden  wird.  Hier  ist  die  Inte- 
gration nach  einander  über  die  vorhin  bezeichneten  Theile 
T,  F,  ...von  E^  auszudehnen,  in  deren  jedem  ij,  ein  uugeänder- 
te3  Vorzeichen  hat  und  zu  jedem  System  (a:,  y)  nur  ein  Wertli 
von  J!  gehört,  und  von  allen  Resultaten  die  Summe  zu  nehmen. 
Jedes  dieser  doppelten  Integrale  wird  vermöge  der  oben  aus- 
einandergesetzten ISehandlung  gleich  einem  einfachen  Integral 
von  der  Gestalt  (18),  folglich  (10)  gleich  der  Summe  der  be- 
treffenden einfachen  Integrale.  Die  Begrenzungen  vou  T,  U,... 
in  J?,  entsprechen  zum  Theil  der  gegebenen  Begrenzung  von  B, 
zum  Theil  solchen  Mannigfaltigkeiten  der  ersten  Ordnung  in  E, 


in  welchen 


dF 


verschwindet,  und   zwar  gehört  nach  der  ge- 


troflFenen   Annahme    zu    einer  Mannigfaltigkeit  der  letztern  Art 

immer  die  gemeinsame  Begrenzung  von  zwei  Theilen  Tund  U, 

dF 
wobei  für  das  Innere  des  einen,  etwa  des  ersten,     .     >0,  für 


;  Im 


;  de»  andern 


In    der   vorzunehmenden 


Umformung  des  auf  T  bezüglichen  Integrals  (10)  ist  daher  zur 
Darstellung  der  mit  U  gemeinsamen  Begrenzung  statt  der  oben  © 
genannten  Function,  die  im  Innern  des  Integrationsgebieta  po- 


sitiv sein  soll,  die  Fnnction 


dF 


dagegen    in  der  Umformung 


des  aof  U  bezüglichen  Integrals  (10)  zur  Darstellung  derselben 

dF 


Sb 


mit  T  gemeinsamen  Begrenzung  statt  0  die  Fnnction  — 

anzuwenden.  Weil  aber  die  Ausdrucke  (16),  von  denen  die 
Vorzeichen  g,  0,  i  abhängen,  die  Eigenschaft  haben,  bei  einer 
Verwandlung  von  0  in  —  6J  in  die  entgegengesetzten  Überzu- 
gehen, so  heben  sich  bei  der  Addition  der  bezeichneten  Integrale 
von  der  Gestalt  (18)  alle  diejenigen  Bestandtbeile  wechselsweiee 

anf^    die  von  Mannigfaltigkeiten  der  ersten  Ordnung  v-=0 

herrühren,  und  es  bleiben  nur  die  Bostandtheile  Übrig,   welche 


§ui*-        ^ 
tztein        ^ 


Hauptsatz. 

sich  auf  die  iirgprUnglicbe  Begrenzung  des  Gebietes  F  heziehca 
Aus  diesen  Ursachen  bat  die  Gleiebheit  des  Aggregats  (ä" 
des  Aggregats  (19)  allgemeine  Gültigkeit,  sobald  in  dem  letztem 
die  ganze  gegebene  Begrenzung  von  £  diircblanfen  wird. 

Die  Increroente  e  dx,  a  dy,  t  du  können  zu  einem  Werth- ^ 

System  {Xyy,e)  gerechnet  werden,  M'elches  in  der  Begrenzung  ^&jj 
von  E  in  einem  bestimmten  Sinne  fortschreitet.  Um  eine  5^,« 
solche  Bewegung  auszudrucken,  bat  man  in  (1^)  das  DifferentiaV.^^  . 
rf0=O  zu  setzen,  und  erhält  dann  für  die  Incremente,  welche  ^-^ 
dort  mit  dx,dy,de  bezeichnet  werden,  die  Bestimmung,  dast^a  — . 
sie  in  denselben  Verhältnissen  wie  die  dortigen  Verbindanger:?^^^ 
D,,  Dj,  D^  stehen  müssen,  nach  welchen  sieh  die  Vorzeichen» ^,„ 
e,  a,  T  richten.  Der  gleiche  Zweck  wird  erreicht,  sobald  z^ 
den  Functionen  F  und  0  eine  beliebige  Function  0  von  d».^^j„ 
Beschaffenheit  hinzugefügt  wird,  dass  die  Fnnctionaldetermiii 


(20) 


'  Su 


-V. 


it  ' 


nicht  verscliwindet,  und  wenn  hierauf  die  Incremente  dx,  dt/, 
aus  den  drei  Gleichungen 

(21)  ,~d,+  -^-ds  +  -,--dc=0      . 


4 


-dy^ 


e<P 


i}x 


r-di  =  d0 


bestimmt  werden,    .\lsdann  erhalten  dx,  dy,  de  die  Werthe 

D.dO     ,         D.dtf     ,         ß,d0 
-,d.  =  ^-, 


(22) 


dx^- 


,dy  = 


deren  Vorzeichen  respective  durch  e,a,  i,  oder  durch  — q, — a, 
dargestellt  sind,  je  nachdem  d0  ein  mit  D  gleiches  oder 
gegengesetztes  Vorzeichen  empfängt.  Diese  Beatimmnng  erC^J'f' 
durch  das  von  Kronecher  in  der  Abhandlung  über  Sffstmie  ^^ 
I\mctionen  mehrerer  Variahein,  Monatsbericht  der  Berliner  A-i» 
demie  vom  März  18tj9,  eingeführte  Fortgangsprincip,  Bei  i^^' 
bezeichneten  Auffassung  der  Incremente  Qdx,adii,ids  geht  d*' 
Aggregat  (10)  wieder  in  ein  einziges  Integra!  Über,  nämlicii         , 

(23)  /{pQdx  +  Qüdy+Ittd^). 


9  W.  Bedingungen  der  Intofirrabilitttt.  B 

Ans  der  zwisohea  (S)  and  (23)  bestehenden  Gleichheit 

=  nPßdx  +  Qady  +  RTde) 

ergvebt  sich  flir  die  Annahme,  dass  die  drei  Gleichungen  (2) 
Gültigkeit  haben,  das  Verschwinden  des  einfachen  Integrals 
(23).  Sobald  nun  die  Begrenzung  von  E  aus  einer  einzigen  in 
sich  zurückkehrenden  Mannigfaltigkeit  der  ersten  Ordnnng  be- 
steht, kann  diese  durch  Fiximng  von  zwei  ihr  angehörenden 
Werthsystemen  {x„,i/^,2^)  und  {x:„s„^i)  in  zwei  Theile  ge- 
theilt  werden,  und  es  finden  mit  angemessenen  Modificationen 
alle  in  §  97  angestellten  Betrachtungen  Anwendung,  wodurch 
die  Gleichungen  (2)  als  die  Bedingungen  der  Integrabilitüt  Ittr 
den  Ansdruek  Fäx  +  Qd^-i-  Rdx  erwiesen  werden. 

Eine  Function  mit  den  vorgeacbriebenen  partiellen  Diffe- 
renlialqootienten  P,  Q,  R  wird  demnach  durch  das  Integral 

(24)  JiPdx  +  (^ 

dargestellt,  bei  welchem  daj^  System  der  lntegratiou»variabeIn  auf 
einer  unter  den  erforderlichen  Bedingungen  beliebig  gewählten 
Mannigfaltigkeit  der  ersten  Ordnung  von  dem  Werthsystem 
iXo,y„'a)  3^1  •'ß™  Werthsystem  {x,y,s)  fortschreitet;  hier  sind 
statt  ptjjr,  ady,  tdt  wieder  die  Zeichen  dx,  dy,  dt  gebraucht. 
Desgleichen  lässt  sich  anter  entsprechenden  Voraussetzungen 
wie  in  g  97  zeigen,  dass  ftlr  eine  eindeutige,  endliche  nnd 
stetige  Fanction  %{x,  y,  s),  deren  nach  den  drei  Variabein 
genommene  partielle  DifTerentialquotienten  respeetive  gleich 
P,Q,R  sind,  das  Integral  (24)  gleich  der  Differenz  der  Func- 
tioBBwerlhe 

(25)  %{x,y,')-^(x„y„^.) 
ist  In  derselben  Weise  findet  man  fUr  DifferentialausdrUcke 
von  beliebig  vielen  Variabein  durch  Einführung  passend  gewähl- 
ter doppelter  Integrale  die  Gültigkeit  der  in  (4)  des  §  97  ange* 
gebenen  Bedingungen  der  Integrabililät,  nnd  überhaupt  genan 
analoge  Resultate. 


^Qdy  +  Rde) 
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Wir  wollen  jetzt   einen  Differentialausdracky  der  an  der 
erwähnten  Stelle  so  bezeichnet  war, 

(26)  P,da:,+  P2da;,+  ...  i- P^dx^ 

transformiren,  indem  wir  die  Variabein  x,,  äTj,  . . .  x^  darch  ein 
System  von  neuen  Variabein  i\,  v^, . . .  v^  ausdrucken.  Vermöge 
der  für  die  Zahlen  q  =  1,  2, . . .  n  geltenden  Gleichung 

(27)  dx^  =  -^dv,'h  -/"  dr,  +  . . .  +  ^  dt;. 

verwandelt  sich  (26)  in  den  Differentialausdruck 

(28)  Q^  dv^  +  ^,  dt?,  +  . . .  +  Q^  dv^, 

wo  die  Factoren  ^,  fllr  f  =  1,  2, . . .  n  als  Summen  bestimmt  sind, 
bei  denen  a  von  1  bis  n  läuft^ 

(29)  (2,=2:p/*" 


dl\ 


Es  kann  nun  direct  nachgewiesen  werden,  dass,  sobald  für  (26) 
die  mit  irgend  zwei  verschiedenen  Zeigern  a  und  b  zu  bildenden 
n(n— 1) 


2 


Bedingungen  der  Integrabiiität 


(30)  ^^  -  -,   '-  =  0 

D  a 

gelten,  die  zu  (28)  gehörenden  auf  irgend  ein  Paar  differenter 
Zeiger  f  und  l  bezüglichen  Bedingungen  der  Integrabiiität 

(31)  -,^  -^-  =  ^ 
ebenfalls  erfüllt  sind.    Aus  (29)  ergiebt  sich 

(32)  ■/'  =2:1:  ,   "  .- -  -—  +  2:  P,  ,  -/- . 

wo  b  wieder  von  1  bis  n  geht,  und  ebenso  bei  Vertauschung 
der  Buchstaben  I  und  l,  q  und  b, 

(33)  r  =2:2:  .---'■.  '  +  1:  P,  -.-,--  ■ 

Weil   aber   für  jedes  Paar  Zahlen  a  und  b  die  Gleichung  {'^}) 

d*  x^  c^x^ 

gilt,  ferner    ^     ^    =  -« — ^       ist,  .und  weil  zwischen  der  ein- 

fachen  Summation  nach  den  Buchstaben  a  und  b  kein  Unter- 
schied besteht,  so  sind  die  auf  der  rechten  Seite  von  {^2)  und 
(33)    betindlichen  Ausdrücke    einander  gleich,  mithin  auch  die 
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Aasdrticke  der  linken  Seite,  und  darin  besteht  die  zu  bewei- 
sende Gleichung  (31).  Daher  geht  das  vollständige  Differential 
(26)  durch  die  Substitution  der  neuen  Yariabeln  v,,  t^j,  ...v,  in 
das  vollständige  Differential  (28)  über,  und  man  darf  aus  dem 
Vorgetragenen  den  Schluss  ziehen,  dass  die  aus  der  Integration 
von  (26)  hervorgehende  Function  von  x^,  x,, . . .  x^  mit  der  aus 
der  Integration  von  (28)  entstehenden  Function  von  v^,v^y...v^ 

bis  auf  eine  additive  Constante  übereinstimmt. 

Noch  ist  die  Bemerkung  hinzuzuiUgen,  dass,  wenn  zur 
Transformation  des  Ausdrucks  (26)  die  n  Variabein  Xp  x^,.,. x^ 
durch  eine  Anzahl  m  von  neuen  Variabein  r^,  rj,, . . .  v^,  welche 
entweder  grösser  oder  kleiner  als  n  ist,  ausgedrückt  werden, 
auf  genau  dieselbe  Weise  gezeigt  werden  kann,  dass  in  Folge 
der  Gleichungen  (30)  bei  dem  transformirten  Ausdruck  die  Be- 
dingungen der  Integrabilität  befriedigt  sind. 

1 100.    Analyttooh«  Trantformatl«]!  d«r  vl^lfttohiii  Xnt^gral«. 

Bei  einem  System  von  n  Functionen  jP,,  -F,,  . . .  F^  der 
n  Variabein  x^^x^,.,,x^  ziehen  die  —--- — ^ Gleichungen,  welche 

für  jede  einzelne  Function  in. (2)  des  §  97  angestellt  sind,  eine 
allgemeine  Eigenschaft  der  zugehörigen  Functionaldeterminante 
Z)  nach  sich,  die  für  n  =  2  in  (2)  des  §98  ausgedrückt  ist  und 
zunächst  für  n=3  angegeben  werden  soll.  Wenn  drei  Functio- 
nen I\  Gj  H  von  den  Variabein  x,  y,  z  abhängig  sind,  und 
wenn  in  der  Functionaldeterminante 

^^  ^-^  3x     dy     dz 

die  beziehungsweise  zu    ^    >  ^     7  -v-  gehörenden  adjungirten 

ox      oy       öz 

Elemente  von  2)  folgendermassen  bezeichnet  werden, 

^^      dy    dz         dz    dy"     ''     'dz'dx        Vx    dz  •' 

dF  da  _  dF  SG_^^ 

dx    dy         dy     dx  " 

90  besteht  zwischen  -4,,  -4,,  -4,  die  folgende  durch  directe 
BechnuDg  leicht  zu  verificireude  Gleichung 

I4p»chfte,  Analytto  II.  38 
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Analytiacbe  Transformation  der  v 

iplfaclien  Integrale. 

Sil» 

dA, 

SA.    ,  BA. 

(3) 

Bx 

Bif         Bs 

=  0, 

UDd  deshalb  folgt  aus  der  Gleicbnng 

(1*) 

%  =  A, 

BB    ,     .    BH 

-i —    +  A,  -   - 

Bx          "  By 

-^•f. 

die  neue 

Darstellang 

(4)     . 

6x                By 

^,<.Ä 

Vermöge 

derselben  kan 

n  ein  über   eine  gegebene 

Mannigtaltii 

keit  der  dritten  Ordnung 

(5)  ffiSO 
auszudebnendes  dreifaches  Integral 

(6)  fff%dxdydB 

in  ein  doppeltes  Integral  verwandelt  werden.  Nachdem  %  diir« 
die  rechte  Seite  von  (4)  ersetzt  ist,  gestattet  jeder  der  dr 
unter  den  Integralzeichen  vorkommenden  Summanden  die  Aia 
fuhrung  einer  Integration  nach  je  einer  Variable. 
Bei  dem  Integral 


liefert  die  für  ein  beliebiges  festes  System  von  Wcrthen  y» 
nach  a;  volhogene  unbestimmte  Integration  die  Fnuction.4,  — ^^ 
und  zwar  ist  nach  den  bestehenden  Grundsätzen  der  Werth  cÄ-  -^i" 
Fnnction  negativ  oder  positiv  zu  substituiren,  je  nachdem  «^  ■" 
von  der  Begrenzung  aus  für  feste  y  und  e  mit  positivem  ^i^^' 
fortschreitendes  Werthsystem  in  das  Integrationsgebiet  eint«"»" 
oder  aus  demselben  austritt.  In  Folge  von  (5)  (ällt  das  !!>■'- 
ferential 

/DS  jrc  B^     ,       ,       B^      ,       ,       B^      , 

(8)  (iS  =  -.    -dx  +  -^ —  dy  +  -, —  dx 

Bx  By      '  ax 

bei  dem  Eintritt  positiv,  bei  dem  Austritt  negativ  aus.  Da  kxO" 
gegenwärtig  djr>0,  dy=0,  ds  =  Q  ist,  so  nimmt  dS  das  Vor- 
zeichen von  ^r—  an,    und   es   entspricht  der  Eintritt  einem   p<** 
sitiven,  der  Austritt  einem  negativen  Werthe  von  ■■.-■-•   Weiui 
daher  die  Einheiten  ',,  *i,  *,  respective  mit  den  Vorzeichen  TO" 
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d6      dS      d(S 

^    '    ^    »  -^-  übereinstimmen,   so   wird  (7)  gleich  dem  dop- 
pelten Integral 
(8)  --fjA.m.dyiz, 

and  man   erhält  durch   entsprechende  Behandlung   der  beiden 
anderen  Integrale 

fttr  das  Integral  (6)  die  Umformung 

fJ%dxAyAB=—JfA^m,iydz--'JjA^m^dzix-JjA^m^ixAy, 

Statt  der  doppelten  Integrationen,  die  sich  auf  die  ver- 
schiedenen Verbindungen  von  zwei  Elementen  beziehen,  mögen 
überall  Integrationen  nach  Ax  dy  eingeführt  werden.  Nach 
dem  vorigen  §  geschieht  dies  in  der  Weise,  dass  im  ersten  In- 

dz 

tegral  — e,  dz  durch  £,  -z-  dx^  im  zweiten  Integral  — e,  dz  durch 

dz 

«8 ;§   ^y  ersetzt  wird;  hierbei  ist  z  in  Folge  der  Gleichung  der 

Begrenzung  IS=0  als  eine  Function  von  x  und  y  aufzufassen, 
deren  partielle  Diiferentialquotienten 

.-^.  dz dx  dz' By 

^*  ^  ~dx  "■""  ae  '     ay  ~~  a®'' 

dz  dz 

respective  die  Vorzeichen  von  — e^  «,  und  —  «,  £,  haben.  Hier- 
nach wird  aus  (10)  die  Gleichung 

oder 

.  ae     .  ae    ^  a® 

dz 
Bei  der  letztern  ist  der  Umstand  merkwürdig,  dass  der  Zähler 
des  unter  dem  Integralzeichen  auftretenden  Bruches  mit  der  von 
den  drei  Functionen  F,  6r,  (E  in  Bezug  auf  die   drei  Variabein 
X,  y,  z  genommenen  Functionaldeterminante  zusammenfällt. 

Wir   kommen  jetzt  zu   dem  noch  fehlenden,  analytischen 


AiialyliBclie  Tranafur 


a  (li'r  vielfBclipn  Integritte.  0  100. 


I 


Beweise  der  Gleichung  (4)  des  §  96,  wobei  das  dreifache  Inte- 
gral (12)    Über  i'in  Gebiet  erstreckt    wird,  das  durch  die  mit 
festen  Anfangs-  und  l'^ndwertbeu  gebildeten  Ungleich  Leiten 
{13)    F(<i)<F<F(l),  G{(})<G<G(l),mOi<H<:H{\) 
begrenzt  ist;  jede  der  drei  Functionen  F,  G,  U  möge,  sobald  die 
beiden  anderen  conetaut  bleiben,   von  dem  gegebenen  An&ngs- 
bie   £u    dem    betreffenden    Endwerthe    beständig   wachsen,    die 
FuDctioimldetensiDante  £    sei    in  dem  ganzen  Gebiet   posilir. 
Um  die  Gleichung  (12)  oder  (12*)  /,u  gebrauchen,  ist  die  obige 
Functions,  welche  für  die  Begrenzung  verschwindet  und  tuner- 
balb    des  lutegrationsgebietes    positiv    ist,  je   nach    den  sechs 
Theilen  der  Begrenzung  (13)  durch  die  Functionen 
(U)F~F{0),F{l)-F,  G~G{(}),G{l)-G,  H—H{Q),H(1)—H 

zu  ersetzen.    In    Folge   dessen   kommen  statt     .    .    .     •    , 

Bx       cy       et 

im  ersten,  dritten,  fünften  Theile  respective  die  Ausdröcke 

äF      dF 

dy        Sm 

dG    da_ 
dH    dH 

\  öx        Bg        St 
während  im  zweiten,  vierten,  sechsten  Theile  die  gleichen  i 
negativ  genommenen  Ausdrucke  anzuwenden  sind.  Bei  der  Sub- 
stitution in  den  schon  hervorgehobenen  Ausdruck 

'   Sx  '  dy  "  Sp 

findet  sich,  dass  derselbe  nach  einer  Grundeigenschail  der  I 
termiuanten  tUr  die  vier  ersten  Theile  verechwindet,  Rlr  deo 
ftlntlen  Theil  gleich  53,  für  den  sechsten  gleich  —  ^  wird. 
Mithin  sind  die  Bestandtbeile  der  auf  der  rechten  Seite  voo 
(12)  oder  (12*)  auszuführenden  Integrationen,  welche  sich  aof 
die  vier  ersten  Theile  der  Begrenzung  beziehen,  gleich  NoD. 
und  CS  bleiben  nur  die  Bestandtbeile  übrig,  in  denen  //eiacBdcr 
Constanten  Wertbe  //(O)  oder  H(\)  hat;  deshalb  wird  aus  (I2"l 


%ilxihjil 


(15) 


(16) 


dG 


SH 


AusaniuKe  . 

gleichen  ftber       1 

rSub- 
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WO  die  erste  Integration   auf  den  fünften,   die  zweite  auf  den 

sechsten  Theil  der  Begrenzung  geht    Da  £,  das  Vorzeichen  von 

dd 

^-   angiebt,  nnd  ^überall  positiv  vorausgesetzt  ist,  so  hat  in 

% 
jedem   der   beiden   doppelten  Integrale  der  Factor  -^vr-^s  das 

positive  Vorzeichen. 

Bei  einer  mit  der  rechten  Seite  von  (12)  übereinstimmen- 
den Notation  erscheint  die  Gleichung  (17),  wie  folgt 

Das  in  der  Klammer  eingeschlossene  Aggregat  ist  aber  unter 
der  Voraussetzung,  dass  F  und  G  mit  Hinzuziehung  der  Glei- 
chung der  Begrenzung  des  gegebenen  Gebiets  als  nur  von  den 
Variabein  x  und  y  abhängig  angesehen  werden,  gleich  der  nach 
X  und  y  genommenen  Functionaldeterminante  von  JPund  G.  Denn 
aus  den  Gleichungen 

dF   dz 
dz    By 


KSF\dF        ÖF    dz      /i^X       äF 
dx  )        dx  dz     dx  ^    \  dy  )        dy 


) 


^^^^  \(BG\       d(i        dG    dz      /5<'f_\       5ö        dG    de 
\\Sx )       dx         dz     dx       \dy )        dy         dz     dy 

folgt 

Man  hat  also,    indem  die  constanten  Factoren  H{0)  und  //(l) 
vor  die  Integralzeichen  gesetzt  werden, 

^^...,.,=-«<o,^((-)(-)-(|)(-))..,.., 

und   zwar   muss   in  Folge   der  obigen   über  das  positive  Vor- 
Zeichen  des  Ausdrucks  -k^^%   gemachten  Bemerkung  e^  beide 

"dz 


Analytische  Transformation  dui'  vielfachon  Inle|;rale. 


g  1W>. 


Male  mit  dem  Vorzeichen  der  dea  ersten  Factor  bildenden 
Fnnctionaldetermiuantc  dea  zweiten  Grade»  Utjereinstiniinen. 
Denmacli  fol^t  ans  dem  Satze  des  §  OB  filr  Jedes  der  beiden 
doppelten  Integrale  die  Wertbbestimmung 

(22)  (F(l)-f(0))(e(l)-G((l)), 

und  man  erhält  filr  das  den  Uogieicbheitcn  (13)  entsprechend 
ansgcdehnte  Integral  den  zu  beweisenden  Ausdruck 

(23)  f f ße>ib:d!idi={Fm-rm  (G(l)-G(O))  (if(I) -Ä(01|. 

Die  im  Anfange  dieees  g  erwähnte  allgemeine  Cigeoscban 
der  Functionaldeterminante 

ir,        SF, 

dF,      HF,  SF 

wird,  sobald  A,,  d„,...A,  die  zu  -r — i  -^      i-"-t —   eehft- 

reuden  adjungirten  Elemente  von  ^  bedeuten,  und  daher 
3F,  ,    SF. 


(24) 


2± 


(25) 


5)  = 


a«, 


.  +  A. 


an. 


ist,  durch  die  Gleichung 
ä(yl,J?.) 


(26) 


E  = 


SU,F.) 


gell»- 

1 


dargestellt,  itie  anf  Grand  der  in  1,  §  74  entwu-kelten  Eigei- 
scbaften  einer  Determinante  niclit  schwer  zu  beweisen  ist.  Bei 
Benntznng  von  (26)  tllhrt  eine  Wiederhoiang  der  angewendet«! 
Schltlsae,  indem  die  Ordnung  der  betraelileten  letegrale  bestio- 
dig  iiiTi  Rins  abnimmt,  zu  der  Gleichung  (4)  des  §  9ti,  wclcbc 
bewicBea  werden  sollte. 


Capitel  XIV. 
Tlmkehrnng  eines  Nj'steiiis  vou  Fnnctlonon. 


4 


g  101.    ünabhünglff«  nnd  abblüiffls«  FnnotloBaii. 

NaL'bdfni  in  I,  §  ln4  die  Uii]k('hriiTig  einer  Kunt-tion  einer 
Variable  definirt,  und  nachdem  in  ^  26  dieses  Bandes  die  Ml^- 
Itchkeit  der  Umkehrung  der  Saelie  nach,  wenn  auch  nicht  mit 
ausdrücklichen  Worten,  fllr  eine  ansgedehiitc  Vorau^setKung  be- 
wiesen ist,  verlangeu  die  in  den  letzten  Capiteln  geHIhrtcD  Un- 
tersuch ungeu,  die  Ausdehnung  dieses  BegritTs  auf  ciu  äysleai  rou 
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Functionen  zu  erörtern.  Falls  n  Variabeln  ^i»  ^29  •  •  •  ^«  fUr  eine 
gewisse  n  fache  Mannigfaltigkeit  der  n  Variabein  ^^  o;,, . . .  x^ 
als  stetige  und  beliebig  zu  differentiirende  Functionen  der  letztem 
gegeben  sind 

(1)  t^=F^{x^yX^,...x^\t^=F^{x^,x.^,...x^,,.A^=F^{x^,x^,...x^\ 

so  bildet  die  Aufgabe,  zu  jedem  innerhalb  eines  gewissen  Ge- 
biets beliebig  gegebenen  System  von  Werthen  ^1, ^2,  ..<„  die 
zugehörigen  Systeme  von  Werthen  a;^  x^^. ,. x^  zu  bestimmen, 
das  Problem  der  Umkehrung  des  Systems  von  n  Functionen 
^]'  ^2'  *  "  K  d^^  ^  Variabein  x^^ x^y  •  •  «^m-  ^^^  kann  die  Aufgabe 
sofort  auflösen,  beziehungsweise  ihre  Möglichkeit  beurtheilen, 
falls  die  Functionen  F^,  F^y,, ,  F^  rational,  ganz  und  vom  ersten 
Grade  sind.  Es  mögen  zu  den  Werthen  a?,(0),  ^^^(O), . . .  x^{0)  der 
Variabein  die  Werthe  ^i(O),  ^3(0), . . .  ^^(0)  der  Functionen  gehören, 
und  die  Differenzen 

(2)  x^  —  x^{0)=Jx^,x^-'X^{0)=Jx^, .  ..x^'-xXO)  =  Jx^ 

eingeführt  werden,  dann  erhält  man,  weil  die  sämmtlichen  par- 
tiellen Differentialquotienten  der  ersten  Ordnung  constant  sind, 
die  Gleichungen 

dF,  dF,  SF, 

(3)  Jt.=  -^  JX,'¥  ir-^Jx^+.,,.-¥zr^Jx^ 

BF^  ÖF^  dF^ 

JL=^Jx,+  r—  Ja;„+...+  ^  Jx^ 
*      dx^      ^      ax^       *  ax^       * 

BF  BF  BF 

JL=  .  -  Jx,  +  .— Va:«  + . . .  +  TT-"  ^^,. 
^      Bx^       ^      Bx^       ^  dx^       " 

Hier  repräsentiren  die  Differenzen  Jt^y  Ji^, . . .  Jt^  ein  System 
von  ganzen  homogenen  Functionen  des  ersten  Grades  in  Bezug 
auf  die  Differentiale  /o;,,  /x^, . . .  Jx^,  und  sind  als  solche  nach 
I,  §  71  bis  75  von  einander  unabhängig  oder  nicht,  je  nachdem  die 
aus  den  zugehörigen  constanten  Goefficienten  gebildete  Determi- 
nante einen  von  Null  verschiedenen  Werth  oder  den  Werth  Null  hat. 
Bei  der  ersten  Voraussetzung  entspricht  jedem  beliebig  gegebenen 
System  von  Differenzen  /a;,,  Jx.^, . . .  Jx^  ein  eindeutig  bestimm- 
tes System  von  Differenzen  Jt^,  Jt^, . . .  Jf^,  folglich  jedem  be- 
liebig gewählten  System  von  Werthen  x^y x^,.. . x^  ein  und  nur 
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ein  System  von  Wertheo  <,,/,, . .  i„;de8balb  werdeo  auch  f, ,<„...<, 
unabliängige  Functionen  der  Variabein  x^,  x^,...  x^  gensnnt.  Bei 
der  zweiten  Voraussetzung  steht  dagegen  nach  I,  §  75  ein  Tlieil 
der  Differenzen  Jt^,  Jt.^,.. .  Jt^^  in  einer  beslimmten  AbhSngig- 
keit  von  den  Übrigen,  weshalb  die  Werthe  von  ',t'i,.  ■■■',  ni*''* 
vollkommen  frei  angenommen  werden  dürfen,  sondern  von  ein- 
ander abhängen. 

Sobald  i,,  (5, . . .  (,  nicht  als  rationale  ganze  FuDctionen  de» 
ersten  Grades  von  x,,x^,...x^  gegeben  sind,  hat  mau  (Hr  die 


Differentiale  dt.,dL,...dt.  wie  in  { 


,  die  Ausdrücke 
5F.  , 


dF.  3F, 

dtj=     —dx,+         dx,+ 


dt 


SF^  3F^ 

1^  da;,+   .,      dXj-i- 


SF 
.-^dx^, 


in   denen  nicht  alle   partiellen   DifTerentialijUoticnten 
sind.     Hier  entscheidet   der  Werth,   welchen   die   Fnact 
determinante 

dF, 


(5) 


-£± 


öF,     SF^ 


dx. 


-=% 


für  ein  einzelnes  VVerthsystera  ic,,  x^  ..,x^  annimmt, 
Niebtverschwinden  oder  Verschwinden  darüber,  ob  die  Incw 
mente  dt^,  dt^, . .  .di^  von  einander  unabhängig  oder  alihUngig 
sind,  da»  heisst,  ob  zu  einem  System  von  beliebig  gewiU 
Werthen  derselben  ein  eindeutig  bestimmtes  System  von  1 
menten  dx^,  dx^  . . .  dx^  geliilrt  oder  nicht.  Weil  ab«r  dio  I 
tionen  F^,  h\,  ...F^  für  eine  gewisse  n  fache  Mannigfaiti] 
der  »I  Variahein  j:„ x^.  ..  x^  gegeben  sind,  so  macht  sieb  bei 
der  Betrachtung  von  verschiedenen  Wertbsysleinen  t*„ 
der  Unterschied  geltend,  dass  die  FnnctionaldetermiouM 
weder  überall  in  einem  Theile  der  n  fach  ausgedehnten  3id 
faltigkeit,  auf  welche  sich  die  Functionen  beziehen, 
Mannigfaltigkeilen  niederer  Ordnungen ,  die  in  der  «nten 
enthalten  sind,  oder  in  einzelnen  Wertbaystemen  vem^wiadw 
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kann.  Wir  werden  uns  im  Folgenden  mit  der  AnnHfame  be- 
schäftigen, daes  die  FimctioDaldeterminante  überall  in  einem 
Tbeile  der  »  fachen  Mannigfaltigkeit  verschwinde. 

Wenn  eine  von  den  Functionen  F„  F^, . . .  F^  in  einem 
Tbeile  der  n  fachen  Mannigfaltigkeit  Überall  constant  ist  und 
folglicb  alle  ersten  partiellen  DifFereotialquotienten  der  Function 
verschwinden,  so  verschwindet  die  Functtonaldetermiiiante  2) 
vermlige  ihres  Bildungsgesetzes  daselbst  ebenfalls.  Auch  muss 
diese  in  der  gleichen  Weise  verschwinden,  wofern  Überall 
innerhalb  eines  Theiles  der  n  fachen  Maniiigtaltigkeit  eine 
Function  F^  von  allen  übrigen  oder  einem  Tbeile  derselben 
F^,F^...F^  abhängt,   80  dass  eine  Gleichung  von  der  Gestalt 

(«)  K  =  -ri.i'.,F^---F,) 

besteht.  Denn  für  jede  einzelne  Variable  x^  wird  ahdaun  der 
zQgehUrige  partielle  DifTereutialquotient  von  F„  folgenderniaäsen 
ansgedrllokt 

'^  ö«,  SF^     Sx^  £i?-,     5*^    -r-...T    ^p^      ^^^ 

bei  der  Substitution  in  die  Detenniimnte  ^  geht  dieselbe  daher 
in  ein  Aggregat  von  Producten  über,  bei  welchen  der  eine  Factor 

ron  den  partiellen  Differentialquotienten      '^- •     ''■■■■     ^ 


^F^     ^F^ 


BF, 


ge- 


bildet wird,  der  andere  Factor  nach  dem  Satze  (3)  von  I,  §74 
verschwindet.  Umgekehrt  lässt  sich  aus  der  Voraussetzung, 
dafls  Überall  in  einem  Tbeile  der  n  fachen  Mannigfaltigkeit  die 
Fnnctionaldetemiinante  5)  versehwindet,  jedoch  nicht  alle  Func- 
tionen gleich  Constanten  sind,  der  Schluss  ziehen,  das»  dort 
wenigstens  eine  P^unction  von  den  übrigen  oder  doch  von  einem 
Tbeile  derselben  abhängig  sei.  Um  dies  zu  zeigen,  wähle  man  ein 
nach  der  Voraussetzung  vorhandenes  Werthsystem  x,,  x.^, .  ■ .  x^ 
ans,  tÜr  welches  nicht  nWf  partiellen  DifTerentialfiuotienten  aller 
Functionen  gleich  Null  sind.  Da  der  zugehörige  Werth  von  5> 
gleich  Null  i»t,  BO  lässt  sich  nunmehr  auf  das  System  von  Glei- 
ehangen  (4)  das  Verfiibren  aus  I,  J;  Ih  anwenden,  und  ein  eio- 
zelnea  Differential  dt^  mit  Hülfe  von  anderen  Differentialen 
dt^  4t^ . . .  dt^,  wie  folgt,  ausdrucken 
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(8)  St„dt„=St^dt„  +  SL^,dt^  +  ...+»^dt^. 

Hier  ist  ß„  eine  ans  dem  System  der  partiellen  UifTertintialqn»- 

dF.         dF 
ticDten   -—I  ■■•-i-     gebildete   [lartielle   DeterniinaDtc   ood   hat 

fBr  das  betreffende  Wertbsystem  a;,, x.y... x^  einen  von  Noll 
I  TcrRchiedenen  Werth;  ebensolche  partielle  Detemiinxnten  Bind 
[  Ä„, Ä^...Sj.  Weil  aber  die  Fiuictionaldeterminante  innerhalb 
I  des  betreffenden  Theiles  der  n  fachen  Mannigfaltigkeit  Überall 
I  gleich  Null  ist,  darf  man  vermöge  der  Stetigkeit  der  partiellen 

Di  fferentislq  aoticnten 


dF, 


6  F. 


■—  ■'  annehmen,  dase  die  Qleiehmig 

(8)  auch  noch  gültig  und  Ä„  von  Null  verschieden  bleibe,  wo- 
fern von  dem  ersten  Wertbsystem  x^,x,„...x^  innerhalb  eine« 
engeren  Theiles  T  der  n  fach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  zu 
beliebigen  anderen  Wertlisystemen  fortgeschritten  wird.  Unter 
dieser  Voraussetzung  ergiebl  sich  fllr  das  Differential  rf/„  dnreb 
die  Division  mit  St„  die  Darstellung 

(9)  dt„=  .^^—''-^^ ^    ' 

Innerhalb  der  n  faclien  Mannigfaltigkeit  T  werde  jetzt  von'einnn 
Werthaymtem  (ar/O), . .  x,(0))  nach  einem  Wertbsystem  (j:,(  1), . .  j;,(  I  'j) 
eine  einfache  Mantugfaltigkeit  geführt,  und  das  voUstäDdl^ 
Differential  Über  dieselbe  nach  den  Vorschriften  des  vori^n 
Capitels  integrirt;  dadurch  entsteht  der  UnterHchied  der  tage- 
hörigen  Functionswerthe  („{!)— /^(O). 

Da  die  recbte  Seite  von  (9)  stete  verschwindet,  wo  die 
Differentiale  dt^,dt^...dti  gletchKcitig  gleich  Nnll  sind,  *o 
liefern  bei  der  Integration  von  dt„  solche  Theile  dt-r  einfacli 
ausgedehnten  Mannigfaltigkeit,  in  denen  die  Functionen  '..'«t-'i 
nngeändert  bleiben,  keinen  Beitrag.  Fall»  daher  das  Auhnp- 
•yetem  (a:,{0),..z,{0))  festgehalten,  das  Endsysiem  (i,(l>,.-*,(I)l 
geändert  wird,  so  erfährt  die  Differenz  („(I)  — '„(0).  mitbin  tacb 
der  Fanctionswerth  <„(l),  wofern  bei  dem  Uehei^w>gv  »"n 
einem  zu  einem  anderen  Endsystem  die  Fnnctionen  '„, '«..-'j 
ungeündert  bleiben,  keine  Aenderung.  und  kann  aieli  nur  bei 
einer  Aenderung  dieser  Functionen  ändern.    Deshalb  iai  I,  ia 
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der  Mannigfaltigkeit  T  als  von^  den  Functionen  '„. '«--.'j  ab- 
bängig  zn  betrachten,  was  gezeigt  werden  sollte. 

Ein  System  F^,F^,...F^  wird  ein  System  von  abhängigen 
Ftitictionen  genannt,  sobald  eine  einzelne  Function  in  Abhängig- 
keit von  den  Öbrigen  oder  von  einem  Theile  derselben  steht, 
dagegen  ein  System  von  unabhängigen  Functionen ,  wol'ern 
jene  Voraussetzung  nicht  KUtrifft.  Man  sieht  aus  dem  Bis- 
herigen, dass  bei  einem  System  von  unabhängigen  Functionen 
die  Functionaldetenninante  innerhalb  keines  Theiies  der  be- 
treffenden »fachen  Mannigfaltigkeit  überall  verschwindet,  und 
dass ,  wo  die  Funetionaldeterminante  in  eineni  Theile  der 
n  fachen  Mannigfaltigkeit  verschwindet,  ein  System  von  ab- 
hängigen Functionen  vorliegt.  Mit  Rücksicht  hierauf  ist  ein 
System  von  unabhängigen  Functionen  ein  solches,  bei  dem  die 
^agehftrige  Functionaldetenninante  innerhalb  keines  Theiies  der 
»*  fachen  Mannigfaltigkeit  liberall  verschwindet.  Während  nun 
bei  einem  System  von  rationalen  ganzen  Functionen  des  ersten 
örades  diese  Bedingung  der  Unabhängigkeit  ausreicht,  um 
sicher  zn  sein,  dass  einem  beliebig  gewählten  System  von 
Berthen  der  Functionen  immer  ein  und  nur  ein  System  von 
W'erthen  der  Variabein  correspondire,  bleibt  bei  jedem  anderen 
System  von  unabhängigen  Functionen  noch  zu  crKrtem,  wann 
^•*  einem  beliebig  gewählten  System  von  Funetionawerthen  nur 
^'W  einziges  System  von  Werthen  der  Variabein  gehöre  und 
'^»e  dasselbe  gefunden  werden  könne,  Diese  beiden  Fragen 
*ßi"den  in  der  Reilientblge,  in  welcher  sie  aufgestellt  sind,  znr 
^'Pi'ache  kommen. 


*  loa. 


£Uid«atlg«  Ümkebrans  «Imei  Syatems  von  FanotloDen. 


Es   seien  die  Variabein  i,    und  /,    als   eindeutige,    stetige 
'"**i    beliebig  zu   dilferentiirende   Functionen    der  Variabeln  x 
'**l^  y  fllr  eine  zweifache  Mannigfaltigkeit  K  gegeben, 
*^*>  t,=F{x,y\  l,  =  Gix,y). 

^^H  der  zweifachen  Mannigfaltigkeit  Ä"  wird  vorausgesetzt,  dass 
*fe  durch  eine  in  sich  zurückkehrende  einfache  Mannigfaltigkeit 
^^Sienzt  Bei,  und  durch  jede  von  einem  Werthsystem  der  Be- 
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grenzung  nach  einem  andern  geftthrte,  kein  Werthsystein  doppelt 
entlialtende  oinfauhc  Mannigfaltigkeit  in  zwei  vollknmmen  ge- 
trennte Tbeile  zerfalle.  Eine  solche  zweifache  Mannigfaltigkeit 
nennt  man  nach  dem  Sprachgebrauehe  von  Riemavm  InangDrsl- 
di»sertation  *)  eine  einfach  eusammenkängendc.  In  der  geome- 
trittchen  Deutung  gehört  zu  einer  derartigen  Mannigfaltigkeit 
ein  Sttick  einer  Ebene,  welches  die  correspoudirende  Beachaffen- 
heit  bat,  und  von  dem  die  Bezeichnung,  es  sei  einfarJi 
»usammenhängend,  zuerst  gehraucht  worden  ist.  Ein  Beispiel 
bietet  das  Stück  einer  Ebene,  welches  durch  eine  Kreislinie 
eingesohlossen  wird.  Dagegen  erfüllt  ein  Stück  einer  Ebene, 
das  von  zwei  ganzen  Kreislinien  vollständig  begrenzt  wird, 
die  ansgesprochene  Forderung  nicht;  durch  eine  von  einem 
Pnnkte  der  einen  nach  einem  Punkte  der  anderen  KreUperi- 
pherie  gettlhrte  Schnittlinie  wird  dasselbe  nicht  in  zwei 
getrennte  Tlieile  zerlegt ,  sondern  in  ein  einfach  zasammeo- 
bangende»  StUck  der  Ebene  verwandelt;  insofern  heisst  Au 
nrsprUnglieb  gegebene  Stttck  ein  zweifach  zusaramenbängcn- 
de».  Für  die  obigen  Functionen  F  und  G  nehmen  wir  ao, 
datiy,  wenn  in  K  die  Function  /''  einen  Werth  c,,  G  cinea 
Werth  c,  erhalten  kann,  zu  der  Gleichung  f  =c,  eine  foo 
einem  Werthsystem  der  Begrenzung  von  K  bis  zu  einen 
anderen  lanfende,  kein  Werthsystem  doppelt  enthallende  ein- 
fache Mannigfaltigkeil  gehüre,  durch  welche  A*  in  xwei  Thöle 
zerteilt,  die  beziehungsweise  den  Ungleichheiten  >'>'«,  swl 
F'<  c,  entsprechen,  und  dass  in  Bezug  auf  die  GleiclHiii|t 
G  =  e,  und  die  zugeordneten  Ungleichheiten  ein  gleiclieB  gtHl^ 
Wenn  dann  die  Fiinctionaldeterminante 

,2)  'Jl-A^^so^^ 

tiberall    in   A'   dasselbe,    etwa    das   positive   Vimeichea  btMft, 

f  das  heiäst,  algebraisch  grösser  bleibt  als  eine  gegebene  posiÜT» 

Constante,  so  können  zwei   mit  festen  Werthen  c,  und  ^ 

bildete  Gleichungen 

(3)  F{x,y)=c„  G(3:,y)  =  c, 


*)  Gmndlagen  fSr   eine  sllgtin 
Teribdariichen  complesen  GröMe. 
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weder  für  eine  stetige  Mauoigfaitigkeit  von  Werthsystemen 
noch  tür  mehrere  getrennte  Werthsysteiiie  x,  y  befriedigt 
werden. 

Sollte  das  ersle  der  Fall  sein,  so  uiUssten  ftlr  die  be- 
treffende stetige  Mannigfaltigkeit  die  Differentiale  dF  und  dÖ 
gleichzeitig  ver»efawinden:  hieraus  würde  aber,  wie  ans  1,  §  75 
hervorgebt,  mit  Nothwendigkeit  das  Versehwindöu  der  Functio- 
naldeteiminante  folgen,  was  nach  der  Voraussetzung  nuzuläasig 
ist  Um  den  zweiten  Theil  der  Behauptung  zu  beweisen, 
nehmen  wir  an,  dasa  ein  Wertbsystem  a(Ol,y(0)  den  Gleichungen 

(3)  genUge.  Gesetzt,  ausser  diesem  genügten  noch  eines  oder 
mehrere  getrennte  Werthsysteuie,  so  giebt  es  bei  den  gemachten 
Voranssetzungen  wenigstens  ein  zweites  x{\\yi\\  von  der  Art, 
dass  ein  Theil  T  der  Mannigfaltigkeit  K  nur  von  dem  Theile 
der  einfachen  Mannigfaltigkeit  ^"=0,,  welcher  sieb  von  {3^(i),y{^)) 
nach  {x{\),y{\))  erstreckt,  und  von  dem  Theile  der  MannigEol- 
tigkeitß  =  c„  begrenzt  ist,  der  von  (a:(l),yfl))  nach  (j;(0),y(0)) 
zurückläuft,    lieber  diese  Mannigfaltigkeit  T  werde  das  Integral 

(4)  fjhdxdy 

anagedehnt  Weil  nach  der  Voraussetzung  %  liberall  in  T 
einen  positiven  über  einer  gegebenen  Constante  liegenden  Werth 
hat  und  das  Element  dxdy  des  doppelten  Integrals  stets  positiv 
ist,  so  wird  der  Werth  von  (4)  vermllge  seiner  Definition  ver- 
kleinert, sobald  man  %  durch  die  erwilhnte  positive  Constante 
enetzt,  nnd  muss  daher  stets  eine  gewisse  positive  GrOsae 
übertreffen.  Auf  das  Integral  (4)  darf  aber  auch  das  Verfahren 
angewendet  werden,  welches  in  g  98  gebraucht  ist,  und  vermöge 
dessen  (4)  in  das  dort  mit  (7)  bezeichnete  auf  die  Begrenzung 
von  T  auszudehnende  Integral 

7a  *V 


(5) 


.A 


Gi}dx-\ 


^9 


Gady\ 


tibergebt  Die  Vorzeichen  p  und  a  bestimmen  den  Sinn,  in 
welchem  die  Begrenzung  von  T  durchlanfen  werden  mnsB. 
Man  findet  jedoch,  dass  die  Theile  des  Integrals,  welche  von 
den  bezeichneten  zwei  Theilen  der  Begrenzung  herrühren,  für 
»ich  verschwinden,  miige  jeder  einzelne  Theil  in  dem  einen 
oder    dem    entgegengesetzten    Binne    durcblanfen   werden,     In 
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dem  Theile  der  Begrenzung,   weioher  ein  Theü  der  Mannigfal- 
tigkeit F^c,    ist,    bat  der  unter  dem  intc^alzeichcn  mit  (! 


ÖF 


.  Ol-' 


multiplicirte  Ausdruck       gdi  +      ady,  welcber  das  ungehnrige 

Increment  oder  vollständige  DifleTential  der  Fanction  F  dar- 
stellt, den  Werth  Null ;  daher  verschwindet  der  zuf^ebUrigr 
Theil  des  Integrals  (5).  In  dem  zweiten  Tbeile  der  Begrenzung, 
welcher  ein  Theil  der  Mannigtaltigkeit  fr  =  c,  ist,  bat  der 
Factor   G    den    constanten    Werth  c,;    gleichzeitig   bringt    die 

'  Integration  des  vollständigen  DifTerentialB  Qdx-\-'.  od;/,  j« 
nachdem  von  dem  Werthsystem  j:  (<)),  i/(Q)  m  dem  Werthsj-Btem 
x(l),y(l)  oder  umgekehrt  fortgeschritten  wird,  den  positiv  oder 
negativ  genooimenen  Unterschied  der  Functionswerthe 

Fi,3:{l).y{l))~Fix(0),y^0)) 
hervor,  welcber  nach  der  Voraussetzung  verschwindet.  Mithin 
bekommt  das  Integral  (5)  den  Werth  Null;  da  nun,  wie  vorhin 
gezeigt  worden,  das  mit  (ö)  gleiche  Integral  (4)  keinesfalli 
einen  verschwindenden  Werth  annehmen  kann,  so  treibt  die 
Annahme,  dass  die  Gleichungen  (3)  durch  mehrere  getreniite 
Werthsysterae  erfüllt  werden  künnen,  zu  einem  Widersprach, 
nnd  ist  deshalb  zu  verwerfen,  wie  behauptet  worden  war. 

Eine  fthnliehe  Untersuehnng  wird  jetzt  fUr  ein  Rystem 
von  drei  Functionen  geführt  werden;  für  Systeme  von  beliebif; 
vielen  Functionen  ist  eine  solche  in  der  in  §  99  erwähnten 
Abhandlung  mitgetheilt.  Wir  denken  uns  die  Variabein  t„l„l, 
als  eindeutige,  stetige  und  beliebig  zu  differentiirende  Funetiauen 
der  Variabeln  x,  y,  e  für  eine  dreifache  Mannigfaltigkeit  i 
(6)  i,  =  V\x,  y,  Ji),  t^  =  G  (ir,  y,  j),  (,  =  //  (*,  y,  r). 

Die  Mannigfaltigkeit  £*  werde  durch  eine  geschlossene  zwd 
Mannigfaltigkeit  begrenzt;  nimmt  man  in  der  letztem  etm  H 
sich  zurtlckkehrende  einfache  Mnnnigfaltigkeit  an  nnd  fllhrt  dorch 
diese  eine  kein  Werthsystem  doppelt  enthaltende  zweifaube  Mu- 
oigfaltigkeit,  so  zerfalle  Ä  durch  die  letztere  in  zwei  voUkommeD 
getrennte  Theile.  Hiernach  heisst  K  eine  einfach  Ensammeu- 
hängcnde  Mannigfaltigkeit.  Falls  in  K  die  Function  F  einee 
Werth  f,.  G  einen  Werth  c„  //  einen  Werth  c,  nnxanehflicD 
fällig  int,  soll  A'  durch  die  Mannigfaltigkeit  F^r,  in  xwui  gs- 
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trennte  Stücke  F:::^c,  nnd  F<c,  zerfallcD,  desgleichen  durch 
die  Mannigfaltigkeit  G  =  c,  nnd  H^  c,.  Ferimr  dllrfeii  die 
zweifachen  Mannigfaltigkeiten  F=c„  G  =  c,,  H=  c,,  deren 
jede  einfach  /.usammeDhängend  ist,  nach  dem  in  §  99  festge- 
stellten SprachgebraQche  keinerlei  Singnlaritäten  enthalten.  Nach- 
dem eine  derselben,  etwa  F=^  c,  ausgewählt  ist,  wird  in  der- 
selben sowohl  durch  G  =  c^,  wie  auch  durch  H=:c,  eine  ein- 
fache Mannigfaltigkeit  bestimmt,  die  sich  von  einem  Werth- 
syetem  der  Begrenzuug  bis  xu  einem  anderen  erstreckt,  ohne 
ein  VVerthsjstem  doppelt  zu  enthalten.  Unter  der  Voraus- 
setzung, däSB  ausserdem  die  Fnnctionaldeterminanto 

nirgendwo  in  K  ihr  Vorzeichen  ändere,  dass  heisst,  indem  die- 

Hclhe  wieder  positiv  angenommen  wird,  eine  gegebene  positive 

Constante  stets  Übertreffe,  ist  es  dann  unmöglich,  dass  drei  mit 

festen  Wertben  c„e,,c,  gebildete  Gleichungen 

(8)     .  Fix,y,s)  =  c,,  G(ar,y,^)  =  c.,  H{x,i,,s)  =  c, 

dnrch  eine  stetige  Mannigfaltigkeit  von  Werthsystemen  oder  von 

mehreren  getrennten  Werthsystemen  x,y,z  betriedigt  werden. 

Aus  dem  Auftreten  von  Werthsystemen  {x,  y,  g),  welche 
den  Gleichungen  (S)  genügen  und  eine  stetige  Mannigfaltigkeit 
der  ersten  oder  zweiten  Ordnung  bilden,  würde,  wie  vorhin,  dae 
gleichzeitige  Verschwinden  der  Differentiale  dF,  dG,  dH  und 
daher  auch  das  Verschwinden  der  Fnnctionaldeterminante  zu 
»cbliesscn  sein;  daher  bleibt  nur  der  zweite  Theil  der  Bebaup- 
taug  zn  begründen.  Wir  betrachten  zu  diesen]  Zweck  die  nach 
der  Voraussetzung  einfach  zusammenhängende  zweifache  Mannig- 
faltigkeit F=c„  welche  durch  die  vermöge  der  Gleichung 
ä  ^  <-,  dargestellte  einfache  Mannigfaltigkeit  in  die  getrennten 
Stücke  G>c,  und  (r<cc„  desgleichen  durch  die  vermöge  der 
Gleichung  i/=c,  dargestellte  einfache  Mannigfaltigkeit  in  die 
getrennten  StUcke  //:>  f,  und  //<c,  zerfälll.  Wofern  den 
Gleichungen  (8)  aunaer  einem  Werihsystem  (x((i).  y(0),  «(01) 
noch  eines  oder  mehrere  andere  getrennte  genügen,  so  kann 
man  mit  Hülfe  eines  zweiten  dieser  Werthsysteme(j:U),  J/ (!),'( 1)) 
einen  Theil  T  der  zweifachen  Mannigfaltigkeit  F=c,  bestim- 
meu,  dessen  Begrenzung  ans  /,wei  cinfai'hen  Mannigfaltigkeiten 
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besteht,  dereii  erste,  die  tileicbuiig  G=c^  erfüllend,  von  deiu 
Werthsysteiue  {x  (0) ,  y  (0) ,  e  (0))  bis  zu  dem  Werthsysteni 
(»(J),  y{\.),  e[\))  vorwärts,  und  deren  zweite,  die  Gleichung 
H=c,  befriedigend,  von  (j(l),y(l),«(l))  nach  (j:(0),y(^0),  ^(0» 
zurUck  gebreitet.  Nunmehr  wird  eine  Umformung  eines  doppelten 
Integrals  in  ein  einfacbes  Integral  benutzt,  welehe  in  (23*)  de« 
§  99  ausgedrückt  ist.  Man  ersetzt  die  dortigen  Fnactionen 
P,  Q,  B  durch  die  Ausdrücke 


(9) 


"^* 


n,  fi= 


if, 


=  ß.. 


■  und  es   entstobt  aus  dem  erwähuten 


80  dass  sich  die  drei  vorkommenden  Differenzen  von  partiellw 
DiETerentialquotieuten,  wie  folgt,  umwandeln 

IßQ  __  ßjt^  ^  3G  3H  _  d(^  d_H  _ 
Bg  Sy  dy  öx  St  dg 
SB^_iP  ^3G  _3H_  dQ_  du  _ 
Idx  dt  8t  dx  dx  dt 
dP  _  dQ  ^  ÖG  dH  _  BG  dB  ^ 
.  öy  öx  dx  dy  dy  dx 
and  integrirt  Über  die  in  F^=Ci  enthaltene  zweifache  Mannig- 
&ltigkeit  T.  In  Folge  dessen  nebten  sich  die  dort  gcbmafhlcn 
Einheiten  tj,,  ij,,  ij,  respective  wieder  nach  den  Vorzeichen  der 
dr  BF  dF 
8y' 
doppelten  Integral  das  folgende 

(11)      //b,  r^,  dydt  +  //ß,  i;,  dt  dx  +  I'/'b,  f„  dxdy. 

Vermittelst  der  Ansdrtlcke  B,,  B^,  B,    nimmt  die  FuncUoaat 
detenninante  'S)  die  Gestalt  an 

dF 

Weil  es   nun  nach  §  99  ertaubt   ist,  bei  der  Aasftlhrnog  i 
über  die  Mannigfaltigkeit  T  auszudehnenden  Integration  jede« 
der  drei  Elemente 

^,  dy  dt     ijf  dt  äy     >;,  dx  dy 

SF^     '        dF    '        dF^ 

dx  dy  dt 

durch  ein   beliebiges  derselben  /,u  ersetzen,  so  darf  a 
(11)  den  Ausdruck 


(10) 


Gröasea 


(12) 


B, 


+  S, 


■s. 


SF 
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•2)  Ti^dy  dz 


(13)  /  /         SF_ 

J  J  dx 

substitairen.     Hier  ist  der  Werth  der  Functionaldeterminante  S) 

nach    der  VorauBsetzuDg   Überall   positiv    und   grösser  als  eine 

gegebene  Constante,  das  Vorzeichen  von  rj^  gleich  demjenigen  des 

BF 
Nenners  -^—f  das  Element  dy de  immer  positiv,  so  dass  das 

Integral  (13)  noth wendig  einen  über  einer  festen  Grösse  liegen- 
den Werth  haben  muss.  Durch  die  Bestimmungen  (9)  wird 
dagegen  das  Integral  (23)  des  §  99  zu  dem  Integral 

welches  in  dem  durch  die  Vorzeichen  ^,  d,  t  angegebenen  Sinne 
ttber  die  Begrenzung  von  T  zu  erstrecken  ist.  Auch  hier  ergiebt 
sich,  dass  die  Theile  des  Integrals,  welche  den  vorhin  bezeich- 
neten zwei  Theilen  der  Begrenzung  entsprechen,  für  sich  ver- 
schwinden, wie  immer  jeder  einzelne  Theil  durchlaufen  werde. 
Der  unter  dem  Integralzeichen  mit  H  multiplicirte  Ausdruck 
des  vollständigen  Differentials  von  G 

€)G      ^      ,     ^(r       n      .    öG       , 
..—  Qdx  +    .—  ady  +    .  -  rde 

dx  dy  dz 

ist  io  dem  in  der  einfachen  Mannigfaltigkeit  F=c^,  G  =  c^  ent- 
haltenen Theile  der  Begrenzung  Überall  gleich  Null,  und  zer- 
8t<)rt  dadurch  den  zugeh(')rigen  Theil  des  Integrals.  Für  den 
zweiten  Theil  der  Begrenzung,  welcher  zu  der  einfachen  Man- 
nigfaltigkeit F=c^,  H=-'C^  gehört,  wird  der  Factor  H  gleich 
der  eben  genannten  Constante;  ferner  liefert  die  Integration  des 
vollständigen  Differentials  von  G,  je  nachdem  das  Werthsystem 
X,  y,  z  von  a;(0),  y(0),  z(^)  nach  ^(1),  ^(1),  -e^(l)  oder  umgekehrt 
fortrückt,  den  positiv  oder  negativ  genommenen  Unterschied  der 
Functions werthc  G  {x{\\  y(\),  z(y))  -  G  (x(0),  j/(0),  ^(0)),  der 
nach  der  Voraussetzung  gleich  Null  ist.  Es  verschwindet  des- 
halb der  ganze  Werth  von  (14).  Demnach  schliesst  die  Gleich- 
heit zwischen  den  Integralen  (13)  und  (14)  einen  Widerspruch 
in  sich,  und  die  zugehörige  Voraussetzung,  dass  die  Gleichungen 
(8)  durch  mehrerere  getrennte  Werthsysteme  rc,  y,  z  befriedigt 
werden,  zeigt  sich,  wie  zu  erweisen  war,  als  unstatthaft.    Also 

LipMlüts,  Analysifl  II.  39 
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kennen  wir  jetzt  allgemeine  Bedingungen,  unter  denen  bei  i 
System  (1)  zu  gegebenen  Wertlien  fi=c,  nnd  ',  =^e,  nur  ein 
einziges  System  x,  y,  Iiei  dem  .System  (G)  zugegel)enen  Werthen 
t,  =  c„  ',  =  c,,  ft=^c,  nur  ein  einziges  System  x,  y,  g  gehören 
kann.  Unter  diesen  Bedingangen  hat  das  Problem  der  Uuikeb- 
rung  eines  Systems  von  Fiinctifmen,  wofern  es  lögbar  ist, 
eindeutig  bestimmte  Lösung. 


S  103. 


Bednotlon  der  tTmkebnuif  auf  die  lateg^aUos  i 
gewttimllolieii  Dlfferentlalglelobang^eii. 


Unter  den  im  vorigen  S  entwickelten  Vorau^sclznngeii 
lässt  sieh  die  Umkehrungsaufgabe  folgeudermaseeu  ausdrucken. 
Auf  Grund  der  dortigen  Gleiehungen  (l)möge  zu  einem  gegebenen 
System  von  Wertben  der  Variabein  x^x{t>),  y=ff(0)  das  System 
von  Werthen  (,  =  ii(0),  /,=/,(0)  gehären,  dann  werden  die 
Werthe  t,=t,{l),  ^,  =  ',(1)  verlangt,  welche  dem  System  ton 
Werthen  a:=a:(l),  y=jf{l)  eutsprecbeu.  Während  i 
Gleichungen 

(1)  (.(0)  =  F(x(0),s,(O)),    i,(0)  =  GW0),,(O)) 
gegeben  sind,  sucht  man  die  Auflüsang  der  Gleicbuogan  i 

(2)  t,a)  =  F{T(ny[ll),  t,a)  =  G(xil),!,il)). 
Diese  Aufgabe  ersetzen  wir  durch  zwei  nach  einander  i 
friedigende  Forderungen.  Zuerst  soll  diejenige  Manoigfaltifttrtlt 
der  ersten  Ordnung  der  Variabein  x,  y  bestimmt  werden,  welebe, 
von  dem  Werthsystem  xid),  y(0)  ausgehend,  den  Gleichuiy 

(3)  t,{n)  =  F{r,y),    t,  =  G{x,y) 
genügt,   und   bei   der  /,  die  Werthe  von  /,iO)  bis  (,(l)*ij 
durchläuft.    Wegen  des  constanten  Werthes  t,\0)  mues  blf 
volletändige  DilTerentiRl  dF(x,y)  gleich  Null  sein,  so  dal 
(3)  die  Gleiehungen 


(4) 


I  ÖQ 


dx  ■ 


dy  =  0 


dG 


folgen.     Nach    denselben    hängen  x  und  y  von  der  Variable  (, 

ab.  und  es  entstehen  flir  die  Differentialquolienten 

indem 
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(5) 


dF 
dx 


dF 
dl/ 


gesetzt  wird,  die  Ausdrücke 


(6) 


/ 


dx 
~dL 


BG 

dx 

dF 

Sy 


=  S)" 


(2) 


dF 

dy  dx 


dt 


^ 


iV 


Diese  sind  eindeutig  bestimmt,  weil  die  Functionaldeterminante 
2)*^^  vermöge  der  geltenden  Voraussetzung  für  die  betreffende 
Mannigfaltigkeit  der  Variabein  x,  y  nicht  verschwinden  darf.  Es 
bilden  daher  die  Gleichungen  (6)  ein  System  von  gewöhnlichen 
Differentialgleichungen,  das  nach  §  84  unter  den  dort  mitge- 
theilten  Bedingungen  so  integrirt  werden  kann,  dass  für  den 
Werth  der  unabhängigen  Variable  ^,=  ^(0)  die  Variabein  x 
und  y  die  vorgeschriebenen  Werthe  x  =  x{Q\  y  =  y(0)  annehmen. 
Nach  §  87  werden  hierdurch  x  und  y  für  die  auf  einander  fol- 
genden Werthe  von  t^  eindeutig  bestimmt,  wobei  zu  ^,  =  ^,(1) 
die  Werthe 

(7)  ^=^,(1),   y=y.(i) 

gehören  mögen.  Jetzt  fragt  man  zweitens  nach  derjenigen  Man- 
nigfaltigkeit der  ersten  Ordnung,  die  von  dem  Werthsystem  (7) 
ausgehend,  die  Gleichungen 
(8)  t,=F{x,yl    t,(\)  =  G{x,y) 

befriedigt,  und  bei  der  /,  die  Werthe  von  ^^(0)  bis  /,(1)  durch- 
läuft    Wie  (4)  aus  (3)  folgen  aus  (8)  die  Gleichungen 

dF  .         dF 


(9) 


^     dx  +  V    dy  =  dt, 
dx  dy     ^  ' 


\dG 
[dx 


j  dG   ^ 

d^+   5y  dy  =  0, 


die  zu  dem  System  von  gewöhnlichen  Differentialgleichungen 

dG 


(10) 


dx 

By 

dt- 

S)W 

ÖG 

dy  _ 

dx 

u<, 

<j)(') 

Tlfduction  der  Umkehru 
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ftlliren.  Dasselbe  ist  in  der  Weise  zn  integrirea,  daes  dem 
Werthe  (,=/,(0)  die  Wertbe  (7)  von  o--  und  t/  correBpondiren; 
hierdurch  werden  x  und  y  als  eindeutige  Fanctionen  von  t, 
bestimmt  und  erhalten  fUr  (,  =  (,(1)  die  gesuchten,  den  Glei- 
chungen (2)  genügenden  Werthe 

(11)  x=x(n    .v  =  y(l). 

Bei  dem  eingeschlagenen  Verfahren  irurde  zuerst  in  (3)  der 
Variable  (,  der  constante  Werth  ',(1),  hierauf  in  (9)  der  Va- 
riable /,  der  constante  Werth  ^,(1)  vorgeschrieben.  Eben  Bowohl 
könnte  man  umgekehrt  zn  Anfang  den  Werth  1,(0)  von  /,  und 
dann  den  Werth  (,(1)  vnn  t,  verlangen,  und  wUrde  das  ge- 
wünschte Ziel  durch  die  Äuf!»uchang  von  zwei  anderen  Mannig- 
faltigkeiten der  ersten  Ordnung  erreichen.  Weil  aber  nach  deo 
Ausführungen  des  vorigen  §  zu  dem  Werthsyslem  t,^t^{l\ 
t,=i,(\)  nur  ein  einziges  Werthsystem  x,  if  gehören  kann,  w) 
mfissen  die  auf  den  verschiedenen  Wegen  gefundenen  Bestini- 
mnugen  zusammenfallen. 

Hine  entsprechende  Behandlung  ertaubt  die  zu  dem  System 
(6)  des  Vorigen  §  gehörende  Aufgabe,  unter  Annahme  der  Glei- 
chungen 

(12)  t,ii))=F{xm,pm,im,  /.(o)=e(x(o),,(o),j 

i,  =  if(x(0),y(0),ir(O)) 
die  GleicbuDgen 

(13)  t,(\)  =  Flx[\),y(i),s,il)),    (,(1)=G(«(1),»(1),#(I 

(,(l)  =  //(a:{l),.v(l),«(l)) 
anfzulösen.     Man   bestimmt   nach    einander  drei  HannigfAlti^- 
keiten  der  ersten  Ordnung,  von  denen  die  erste  den  Gleivhangeo 

(14)  t,iO)  =  Fix, !,,/,},    t,(i}}=G{x,y,ii),    ^  =  //(«,y,*>B 
von  f,=  f,(0)  bis  ',  =  '.(1),  die  zweite  den  Gleichnngei  4 

(15)  t,{(})  =  F(x,y,i,),     i,=  G{x,y,z),    t,{0)=Uix,f\ 
von  i,  =  f,(0)  bis  (,  =  (,(1),  die  dritte  den  Gleichungen 
(lÖ)    t,  =  F{x,;/,t),    t,a)  =  Glx,fj,t),    t.il)=Hix,!/,M) 
von/,=(,(0)bi8*,=/,(l)genUgt  Au8(14)  folgen di* 


(dF 


dx  ■ 


(17) 


'  dy^ 


SF 


dyH 
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D  Auflösung,  sobald  fttr  die  Functionaldetenninante 

dF    da    dH 

"~  dx     dy     de 
Zeichen  2)^^^  gebraucht  wird,  das  System  von  gewöhnlichen 
irentialgleichungen 

dF    dG       dF   dG 


dx 

dy 

dz         dz 

dy 

dt. 

S)(») 

dF 

dG       dF 

dG 

<^y_ 

dz 

dx         dx 

dz 

dt. 

«ß(») 

dF 

dG        dF 

dG 

dz 

dx 

dy         dy 

dx 

[dt 


s(3) 


'3  S)* 

orbringt.    Ebenso  entsteht  aus  (15)  das  System  von  Diffe- 
algleichungen 

dH   dF       dH  dF 
dx 


±1 
dL 


dy 

dz          dz 

Sy 

du 

dz 

dF        dH 

dx          dx 

dF 

dz. 

dH 

dF       dH 

dF 

de dx     dy         dy     dx 


dt 


siß) 


'2  S)' 

(16)  das  System  von  Differentialgleichungen 

/  dG   dH       dG   dH 


dx 

dt, 

dy 

dz         dz 

dy 

<j,(») 

dy 
dt, 

dG 

dz 

dH       dG 
dx         dx 

dH 

dz 

dG 

dH       dG 

dH 

dz  _ 

.  dt,  ~ 

dx 

dy        dy 

dx 

5S{3) 

:en  des  unveränderlichen  Vorzeichens  der  Functionaldeter- 
mte  S)^^^  sind  die  Ausdrücke  rechts  in  den  drei  Systemen 
eutig  bestimmt.    Bei  dem  System  (18)  gelten   fttr  ^==^,(0) 
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die  Gleiohungen  x  =  x{0),  y  =  y(l)),  b  =  s{0},  und  werden 
fllr  t  =  t,(l)  die  Werthe  a-  =  a:.a),  y  =  y,(l),  *=Jf,(Ij  l>e- 
stimmt;  bei  dem  System  (19)  bilden  die  letztera  das  zu 
(,  =  (,(0)  gehörende  Anfangssy stein,  und  werden  für  ',^',(1) 
die  Werthe  x=x,{l),  !/=y,(l),  r  =  ^,(l)  gefunden;  bei  dem 
System  (20)  machen  diese  das  mit  (,  =  (,{0}  correspoodirende 
Anfangssystem  aus,  während  die  zu  (,  =  ^{1)  gehörenden  Werthe 
die  gesuchten  x  =  x{\),  y=y(l),  z^e{\)  sind.  Auch  hier  gilt 
wieder  die  Bemerkung,  dass  für  eine  andere  Reihenfolge  der 
Combinationen  von  je  zwei  Functionen,  die  nach  einander  e^n- 
stant  gesetzt  werden,  eine  andere  Reihenfolge  von  Integra- 
tionen auszuführen  ist,  dass  aber  aus  den  im  vorigen  §  erör- 
terten Gründen  das  System  von  Werthen  x{\),  y(lj,  e(\)  nnr 
ein  einziges  sein  kann  nnd  daher  nnr  eine  einzige  Restimmun^ 
zuläsfit.  Hiermit  ist  die  eindeutige  Umkehrnng  eines  System« 
von  zwei  und  von  drei  Functionen  vermittelst  der  Integntinn 
von  Systemen  gewiihnlicher  DitTerontialgleichungen  vollendet. 

9  104.  Verwandlaagr  der  Coordlnfttcn.  Bexlftbong  zwIsehMt 
zwei  £beii«n,  nnd  zwlsoben  zw«l  Bäamea.  AUgemetna  Dm- 
formong  d«B  Aosdniolu  für  daa  Quadrat  eines  I>lnlraelem«nU- 

Die  Kenntniss  der  Bedingungen,  unter  denen  ein  System 
zweier  Functionen  von  zwei  Variabein,  und  dreier  Funrtioneo 
von  drei  Variabein  eindeutig  umkehrbar  ist,  gehört  dazu,  tun 
bei  der  Ortsbestimmung  eines  Punktes  das  Uebergehen  roo 
rechtwinkligen  zu  beliebigen  Coordinalen  vollständig  zu  hegrtln- 
den;  dieser  Process  wurde  in  §  92  fllr  die  Eheue,  iu  g  95  fBr 
den  Raum  auseinandergesetzt.  Denken  wir  uns  unter  x,  y 
rechtwinklige  Coordinalen  eines  Punktes  in  der  Ebene, 
X,  y,  e  ebensolche  Coordinalen  im  Baume,  so  werden  dure 
eindeutige  Umkebrung  der  Gleichungen 

(1)  l,=F(x,y\    t^  =  G{x,y) 
die  Variabein  x  nnd  y   als   eindeutige    Functionen    der   ] 
Variabein  oder  Coordinalen  f,  und/,,  doreh  die  eindeutige.] 
kebruQg  der  Gleichungen 

(2)  t,  =  F{x,y,t),    t,=G(x,y,e),    U=U\,x,i,,t) 
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die  Variabein  x,  y,  e  als  eindeutige  Functionen  der  neuen  Va- 
riabein oder  Coordinaten  t^^  t^,  t^  bestimmt.  Es  treten  daher 
im  ersten  Falle  t^  und  t^  an  die  Stelle  der  Grössen,  welche  in 
§  92  mit  $  und  i^,  im  zweiten  Falle  ^,,  ^,,  t^^  an  die  Stelle  von 
denjenigen,  welche  in  §  95  mit  f,  i;,  l  bezeichnet  sind;  die  ein- 
deutige Umkehrbarkeit  der  in  Rede  stehenden  Systeme  von 
Gleichungen  bedeutet  aber  nichts  anderes,  als  dass  einem 
System  von  Werthen^,,  ^,  ein  einziger  Punkt  der  Ebene,  einem 
System  von  Werthen  t^,  ^,,  t^  ein  einziger  Punkt  des  Raumes 
entspricht,  was  für  den  Gebrauch  des  betreffenden  Coordinaten- 
sy Sterns  unerlässlich  ist. 

An  dieser  Stelle  möge  auch  eine  andere  geometrische  Be- 
trachtungsweise erwähnt  werden,  die  ihren  Ausdruck  in  den 
Systemen  (1)  und  (2)  findet.  Wenn  man  sich  zwei  verschiedene 
Ebenen  vorstellt  und  annimmt,  dass  die  rechtwinkligen  Coordi- 
naten eines  Punktes  der  einen  Ebene  mit  x,  y,  die  recht- 
winkligen Coordinaten  eines  Punktes  der  anderen  Ebene  mit 
/,,  t^  benannt  werden,  so  kann  durch  die  Gleichungen  (1)  für 
einen  beliebigen  Punkt  (a;,  y)  der  ersten  Ebene  ein  zugeord- 
neter Punkt  (/j,  t^)  der  zweiten  bestimmt  werden;  dann  giebt 
die  eindeutige  Umkehrung  des  Systems  (1)  das  Gesetz  an, 
nach  welchem  zu  einem  beliebigen  Punkte  {t^^  t^)  der  zweiten 
Ebene  der  Punkt  {x^  y)  der  ersten  eindeutig  zugeordnet 
ist.  In  gleicher  Weise  darf  man  zwei  Räume  betrachten, 
einen  beliebigen  Punkt  des  ersten  durch  die  rechtwinkligen 
Coordinaten  x^  y,  -er,  einen  beliebigen  Punkt  des  zweiten  durch 
die  rechtwinkligen  Coordinaten  <,,  ^.^,  t^  bezeichnen,  und  einem 
beliebigen  Punkte  (x,  y,  s)  des  ersten  Raumes  einen  bestimmten 
Punkt  (^„  /„  t^)  des  zweiten  durch  die  Gleichungen  (2)  zu- 
ordnen. Alsdann  wird  durch  die  eindeutige  Umkehrung  des 
Systems  (2)  festgestellt,  dass  zu  einem  beliebigen  Punkte  (^,,  /,,  ij 
des  zweiten  Raumes  der  eindeutig  bestimmte  Punkt  (x,  y,  z)  des 
ersten  Raumes  gehört.  Ein  grosser  Vorzug  des  Processes,  durch 
welchen  eine  Ebene  auf  eine  zweite,  und  ein  Raum  auf  einen 
zweiten  Raum  bezogen  wird,  liegt  darin,  dass  die  Mannigfal- 
tigkeit der  ursprünglichen  und  die  Mannigfaltigkeit  der  neuen 
Variabein  durch  ein  gleichberechtigtes  räumliches  Gebilde  vor- 
gestellt wird,  und  dass  daher  die  Begrenzung  von  beiden  Man- 
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nigfaltigkciten  znr  Anschaiiung  kommt.    Wie  folgenreich  dieges 
Verfahren  sei,  wird  der  zweite  Abscbnitt  zeigen. 

In  §  62  ist  hei  der  Messung  der  Länge  einer  Linie  her- 
vorgehoben,  dass    das   Element    einer  Linie    im    Räume   dnrc^;r:t 
die  Quadratwnrzel  aus  der  Quadratsnmme  der  Differentiale  d^^T 
rei'htwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes  der  Linie  dargesle~Ä\.l 
wird.    Hiernach  hat  das  Quadrat  des  Elements  einer  Linie  ^^-«3 
Räume  zu  seinem  Ansdruck  die  Quadratsumme  der  Differentia 
der  drei  Coordinaten  t,;/,s 

(3)  äx*  +  di/*  +  de*. 
Sobald  die  Linie  in  derselben  Ebene  liegt,  und  ftir  diese  < 
2;^  Ebene  gewählt  wird,  so  vereinfacht  sich  das  Quadrat  c^K^  ea 
Elements  durch  Verschwinden  des  Differentials  tis,  und  w  »_  nl 
gleich  der  Quadratsumme  der  Differentiale  der  zwei  Ccfc'^iznr- 
(linaten 

(4)  dx*+dy'. 

Indem  nun  bei  (4)  die  Variabein  x  und  j/  als  Fnnetionen    c^Ler 
beliebigen  Coordinaten  i,   und  /,,    bei  (3)  die  Variabein   x,  g^^^e 
sls  Functionen    der  beliebigen  Coordinaten  (,,(„/,  aufgefa-^^sl 
werden,  lässt  sich  die  Aufgabe  bilden,  das  Quadrat  des  Lini^sa- 
elements   in  der  Ebene  (4)  durch  die  beliebigen  Coordinaten      /, 
und  j!,,  das  Quadrat   des  Linienelenients    im   Ranme   (ä)  dar'oA 
die  beliebigen  Coordinaten  t^,  t^,  (^  auszudrücken.    In  der  zweifc«o 
Aufgabe  ist  die  erstere  als  specieller  Fall  enthalten.    Die  zweite 
besitzt   die   ausgezeichnete   Eigenschaft,    da^s  sich  in  ihrer  I^ 
sung  alle  geometrischen  Begriffe   vereinigen,    die  im  Laufe  der 
gegenwärtigen  Darstellung  zur  Sprache  gebracht  sind. 

Aus  der  gegebenen  Abhängigkeit  der  Variabein  x,y,i  von 
ti,t^,t,  folgen  die  Ausdrucke  der  vollständigen  Differentiale 
_3m  ,.    ,   da  ,,    ,  Öx 


(S) 


dx  = 


"St, 


dt,' 


dt. 


d(,+^-d,. 


.  df 


Vermöge  der  Bezeichnungen 
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f(ff,)'^G?^(if;=«.. 

da;  da       dy  dy       de  Be  


(6) 


«13  =  «M 


dx  Sx      dydy^      de  dz_ 

(?J^(lf^(ffJ=«. 

dx  dx       By  dy^   •  ^  ^_f. 


'8 


+  a^dt^ 


dt^dt^  '  dt^dt^      öt^di^ 

verwandelt  sich  dann  die  Quadratsamme  (3)  in  die  wesentlich 
positive  homogene  Function  des  zweiten  Grades  oder  quadra- 
tische Form  der  drei  Differentiale  dt^,  dt^,  dt^ 

(7)  a,,dt\  +  a^dt\ 

+  2a2g  dt^  dt^  +  2a3j  dt^  dt^  +  2a^^  dt^  dt^, 
deren  Goefücienten  durch  die  Gleichungen  (6)  als  Functionen 
der  Variabein  /,,  t^J^  bestimmt  sind.  Demnach  wird  das  Quadrat 
des  Elements  einer  Linie  im  Räume,  wofern  ein  beliebiger  Punkt 
durch  die  Coordinaten  t^,  t^,  t^  bezeichnet  ist,  mittelst  der  quadrati- 
sAen  Form  (7)  dargestellt.  Ftlr  den  oben  erwähnten  besonderen 
Fall,  dass  das  Linienelement  in  derselben  und  zwar  der  xy  Ebene 
enthalten  ist,  treten  an  die  Stelle  von  (5)  die  Ausdrücke 

(5.)  d.  =  '^i,,*l£i,, 

80  dass  nach  Einführung  der  Bezeichnungen 


(8) 


|(^^J^©'=-(l:^et)"= 


e 


n 


dx  dx       dy  dy  

dt,dt\'^  dt^dt^"^'--^^' 


12 


an 


die  Quadratsumme  (4)  in  die  wesentlich  positive  quadratische 

Form  der  zwei  Differentiale  dt^,  dt^ 

(9)  e^^dt]  +  2ei,d/jd/,  +  e^dt\ 

ttbergeht. 
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Bei  den  vorhandenen  Notationen  fallen  die  obigen  Glei- 
chungen (5i)  mit  (4)  des  §  92,  die  obigen  Gleichnngcn  (ö)  mit 
(3)  des  §  £15  zusammen,  nnd  es  kuUpft  die  geometrische  Be- 
trachtung unmittelbar  an  die  genannten  §§  an.  Nach  (5.)  gebt 
Ton  dem  Punkte  (x,i/)  eine  erste  Linie  aut).  lUr  welche  f, 
constant,  und  eine  zweite  Linie,  für  welche  /,  constsDt  ist; 
desgleichen  erstreckt  sich  vermöge  (5)  von  dem  Punkte  (x,y,«) 
eine  erste  Linie,  für  die  nur  t„  eine  zweite  Linie,  für  die 
nur  (,,  eine  dritte  Linie,  für  die  nur  t,  geftndert  wird,  die 
anderen  beiden  Variabein  aber  constant  bleiben.  Wenn  nun 
wieder  wie  in  §  92  und  §  95  znr  Bezeichnung  eines  Punktes 
durch  die  neuen  Variabein  eckige  Klammern  angewendet,  den 
neuen  Variabcin  aber  beliebige  Differentiale  zugefügt  werden, 
80  darf  man  sagen,  dass  bei  (5,)  das  Quadrat  des  Abstandea  einen 
Punktes  \t^+dt„t^  +  dt^  von  dem  Ptinkte  [t„t,]  durch  den 
Ausdruch  (9),  bei  (5)  das  Quadrat  des  Abstandes  eines  Pttnktes 
[t^+dt^,t,  +  dt„l^  +  dt,]  von  dem  Punkte  [',,/„(,}  durch  den 
Ausdrtick  (7}  gemessen  wird.  Mithin  folgen  aus  {5,)  ftlr  die 
relativen  rechtwinkligen  Coordinalen  des  Punktes  [/, +d(„ 
in  Bezcg  auf  [l„t^]  die  Werthe 


d.^-^dt, 


vi, 


dt,. 


fUr  die  relativen  rechtwinkligf 
in  Bezug  auf  [/„M 


1  Coordinalen  de8Punktesp„/,+tff,] 


dx  = 


.dt,,   dij  = 


dl,. 


Man  findet  deshalb  ftlr  das  Quadrat  des  Abstandes  zwischen 
den  Punkten  [t,+  df„t.^  nnd  [/,, /J  den  Werth  e.tdt].  fllr  du 
Quadrat  des  Abstandes  zwischen  den  Punkten  [',<', +  <"j]  »nd 
p,,/jl  den  Werth  e^dtl-  Wenn  femer  rf/,  und  dt^  positiv  mikI, 
BO  erhält  der  Cosinus  des  Winkels  <u  zwischen  der  von  [ti^t^ 
nach  [t^+dt^,tJ]  gezogenen  ersten  und  der  von  [^,  *,]  1 
[f„<j  +  df,]  gezogenen  zweiten  Linie  die  Bestimmung 
(10)  ^e^^  v'^M  «08  <■>  =  e,j. 

In  gleicher  Weise  liefern  die  Gleichungen  (9)  filr  di«  reif 
rechtwinkligen  Coordinaten  des  Punktes  [tl  +  dt^,t^,  t,]  in  1 
tug  auf  [^,<„',]  die  Werthe 
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aas  denen  die  relativen  rechtwinkligen  Goordinaten  des  Punk- 
tes [^n  ^«  +  d^»,  ^,]  und  des  Punktes  [^,  ^«,  ^s +^^f]  *"  Bezug 
auf  [/,,  /j,  /,]  durch  Einsetzung  der  Zeiger  2  und  3  hervor- 
gehen. Demnach  bekommt  das  Quadrat  des  Abstandes  zwischen 
den  Punkten  [<,4-d^,,  ^„<j]  und  [t^^  /„  /.],  [^,^«+d^j,  <,]  und 
[^i>  ^«>  ^t\j  [^1»  ^17  ^8 +  ^^8]  'i^d  [^11  ^»»  ^f]  beziehungsweise  den 
Werth  a^^d^^^  «m^^?»  ^aa^C  ^^^  ^^  bestimmen  sich  bei  positi- 
ven Werthen  d/„  dt^,  dt^  die  Cosinus  der  Winkel  lo^,  cojj,  Wj^, 
welche  von  je  zwei  gleichnamigen  unter  den  drei  von  dem 
Punkte  [tJ^^K]  nach  [^+d^,^,U  [t,^K  +  dt^A,\  [K^U^U^-dt,] 
gezogenen  Linien  gebildet  werden,  vermöge  der  Gleichung  (4) 
in  I,  §  86  folgendermassen 

)  »^  /o83C08ccijj3=a^,  j/ö^  |/äj"jC08C(i3,=a3,,  |/ä„  )/a2jCOS/o„=a„. 
Auf  diese  Weise  leuchtet  ein,  dass  die  Darstellung  des  Quadra- 
tes des  Abstandes  eines  Punktes  [/,  +d^,,  ^a  +  ^^]  ^on  dem  Punkte 
[<„  /,]  durch  die  quadratische  Form  (9)  mit  der  in  I,  §  80  ent- 
wickelten geometrischen  Interpretation  einer  quadratischen  Form 
von  zwei  Variabein,  und  die  Darstellung  des  Quadrates  des  Ab- 
standes eines  Punktes  [<,  +  d^,  ^,  +  d^j,  ^a+^^s]  ^^^  dem  Punkte 
[^i>  ^>  ^s]  durch  die  quadratische  Form  (7)  mit  der  in  I,  §  85 
mitgetheilten  Interpretation  einer  quadratischen  Form  von  drei 
Variabein  übereinstimmt,  wobei  an  die  Stelle  der  Variabein  der 
Form  respective  die  Differentiale  d/,,  dt^  und  dt^,  dt^,  dt^  treten. 
Es  finden  daher  alle  in  den  erwähnten  §§  angestellten  Betrach- 
tungen in  dem  höheren  Gebiete,  zu  dem  wir  jetzt  gelangt  sind, 
ihre  Anwendung.  Nach  (4)  in  I,  §  80  wird  der  Flächeninhalt 
des  Parallelogramms,  dessen  Ecken  die  Punkte 

sind,  vermittelst  der  nothwendig  positiven  Determinante  der 
Form  (9)  so  ausgedrückt 

(12)  dt,dt/e^,'e^^^, 

wo  die  Quadratwurzelgrösse  wie  auch  im  Folgenden  positiv  zu 
verstehen  ist.  Bezeichnet  man  femer  bei  der  Form  (7)  die  ad- 
jungirten  Elemente  und  die  Determinante,  wie  in  I,  §  85, 
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(13) 


'*ll=»M«3«  — «M- 


"«  '^ll  —  "il  **!»  ■•"  ^  •*« 

Bo  folgt  aus  I,  §  85,  doRs  ntr  das  Parallelepipedon,  desg«n  Ptne 
Ecke  der  Pimkt  [t„  (,,  /,]  bildet,  nnd  dessen  von  hier  ausgehende 
drei  Kanten  nach  den  drei  Punkten 

[/,+rf(,.  (,,(,],  [(,,(,+  rf/,,(,|,  [t„t„l,  +  dt,] 
gerichtet  sind,  der  Rauminhalt  gleich  der  Verbindung 

(14)  dt^dl,dl,]'P 
ist.  Ausserdem  ist  der  Inhalt  der  parallelogramnmti^chen  Seiten- 
fläche, die  von  der  zweiten  und  dritten,  dritten  nnd  ersten, 
ersten  und  zweiten  Linie  begrenzt  wird,  gleich  der  entspre- 
chenden unter  den  Verbindungen 

(15)  dt.^dt.^)'A[j,  dt^dtj]'Ä~^,  dtj  dt^^A^. 

Ehe  diese  Resultate  benutzt  werden,  ittt  noch  eine  Bemer- 
kung Über  den  Ursprung  der  Formen  (7)  und  (9)  zu  machen. 
Bei  der  Einführung  von  beliebigen  Coordiuaten  statt  der  recht- 
winkligen wnrde  in  %  02  ftlr  die  Ebene  vorausgeeet/t,  dass  die 
dortige  Deterniinaiite  f6),  und  in  §  95  fttr  den  Kanra.  di« 
die  betreffende  Determinante  (4)  einen  von  Null  verschiedenen 
Werlh  habe.  In  den  gegenwÄrtigen  Bezeichnungen  heJsst  da», 
dflss  die  Determinante 


äx  öy 


=1<» 


t****  dt, dt,      Bt^SI^' 

der  Ausdrucke  (5.),  und  die  Determinante 

der  Ausdrücke  (5)  nicht  verschwinden  dUrfen.  DasC 
Voraussetzungen  ist  aber  bei  unserer  jetzigen  BetrachtnBg  eine 
Consequenz  der  Bedingungen,  unter  denen  durch  Umkehranf; 
X  und  y  als  Functionen  von  /,  und  /,  fbr  die  Ebene,  x,  y,  i  »Is 
Functionen  von  t„  t„  t,  für  den  Raum  bestimmt  sind.  Nteb 
den  in  dem  vorigen  §  gebrauchten  Bezeichnungen  f 
aus  den  Oleichnogen 


dt. 


dF 


dx  ■ 


d» 
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and 


^      dx  dy    ^ 


dt^  =;r—  dx  -\-  -^  dy  -\- 


dx 


dG 

dz 


dz 


dtj.  =  .r-dx+  . 

■   da;     dy 


dy  +  TT- dz 

^     dz 


c3arch  Auflösen  und  Vergleicben  mit  den  obigen  (5«)  und  (5)  für 
äie  partiellen  Di£ferentialquotienten  von  x  und  y  nach  t^j  t^, 
^mid  von  x,  y,  z  nach  t^^  t^,  t^  diejenigen  Ausdrücke,  welche  in 
^  103  für  die  betreffenden  gewöhnlichen  Differentialquotienten 
gefunden  sind.  Dieselben  werden  hier  nur  soweit  wiederholt, 
^As  für  die  Uebersicht  wünschenswerth  ist,  nämlich 


<18) 


(19) 


< 

r          dG             dG 

dx       dy       dy            dx 

(^(V^dF  dG      dF  dG 
dx  dy       dy  dx 

dG  dH     da  dH 

dx         dy     dz          dz     dy 

dt,-              s)W 

dG  dH       dG  dH 

< 
( 

Jy         dz     dx          dx     dz 

n,              <B(') 

dG  dH       dG   dH 

dz_ dx    dy         dy     dx 


dt 


m 


<E)^'>=2:± 


5)' 
dF  dG    dH 


dx     dy     dz 

Wenn  man  nun  aus  (18)  den  Werth  der  Determinante  J'^^^,  aus 

(19)  den  Werth  von  V^^^  ableitet,  so  tritt  bei  der  mit  den  Aus- 
drücken der  rechten  Seite  vorzunehmenden  Operation  ftlr  den 

ersten  Fall   im  Nenner   das  Quadrat  von  S)^^\   im  Zähler  die 

Determinante  S)^^^  selbst  auf,  und  es  entsteht  die  Gleichung 


(20) 


2^2)  _. 


J)' 


(2) 


Für  den  zweiten  Fall   erscheint   im  Nenner  des   angedeuteten 
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a  Linien eleraenU.  §  1(M. 


Quotienten  die  dritte  Potenz  von  1)'^',  der  Zähler  wird  gleich 
der  auB  den  adjungirten  Elementen  dea  Systems 
OF    BF     dF 


1 

ä. 

iy 

St 

^B 

L 

H 

SB 

SB 

s» 

SB 

57 

m 

j 

1 

P 

SB 

ss 

SH 

St 

\ 

■ 

gel. 

Meten  Determinante,  algo  na 

eh  I, 

§  77  gleich  dem 

Quadnt 

Ton 

E'", 

mithin 

ergiel)t  sich  fllr 

,..., 

die  Gleichung 

Also  kfinnen  /'*'  und  /^^'  desball)  nicht  gleich  Null  werden, 
weil  den  Determinanten  Sl'"  und  3)'™'  nicht  gestattet  iet,  Über 
jedes  Mass  hinaus  zn  wachsen,  oder,  was  dasselbe  ist,  unenrllieb 
grosse  Werthe  anzunehmen.  In  I,  §  78  wurde  nachgewiesen, 
dasa  bei  der  Transformation  einer  quadratisclicn  Form  von  iwei 
Variabein,  nnd  in  I,  §  81,  dass  bei  der  Transformation  einer 
quadratischen  Form  von  beliebig  vielen  Variabein  durch  eiue 
Substitution  ersten  Grades  die  Determinante  der  tran^rortuirteti 
Form  gleich  dem  Product  aus  der  Determinante  der  ursprüng- 
lichen Form  und  dem  Quadrate  der  Substitutionsdeterrainante 
ist.  Auch  folgt  leicht  aus  der  in  I,  §  84  gegebenen  DefinilioD 
einer  wesentlich  positiven  Form  von  n  Variabein,  dass  eine 
solche  durch  jede  reelle  Substitntion  ersten  Grades,  deren  Deter- 
minante von  Null  verschieden  ist,  wieder  in  eine  weeentlicb 
positive  Form  von  «  Variabein  Übergeht.  Nun  ist  die  Qaailrat- 
summe  (4)  eine  wesentlich  positive  quadratische  Form  der  xwei 
Differentiale  dx,  dy  mit  der  Determinante  Eins,  die  Qluuln^ 
snmme  (3)  eine  wesentlich  positive  quadratische  Form  der  drti 
Differentiale  dx,  dy,  de,  ebenfalls  mit  der  Determinante  Km 
Daher  muBs  die  Form  (9),  welche  aus  (4)  dnrch  die  reelle  Sub- 
stitution (ht)  von  der  nicht  verschwindenden  Detertninanle  r™ 
hervorgeht,  eine  wesentlich  positive  Form  der  nvei  Diffemtitle 
dt,,  dt^,  und  ebenso  die  Form  (7),  welche  aus  (3)  dnrdij 
reelle  Substitution  (5)  von  der  nicht  verschwindenden  ] 
iniuaute  / '"'  entsteht,   eine  wesentlich    positive  Fonn  do 
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Differentiale  dt^,  dt^,  dt^  sein,  wie  schon  oben  bemerkt  wnrde. 
Zugleich  erhält  man  durch  den  erwähnten  Satz  fUr  die  zuge- 
*  hörigen  Determinanten  die  Bestimmung 

(22)  e,,e^-e\,  =  l<''l<'\ 

(23)  2)  =  /<^>/'^^ 

Offenbar  entspricht  das  Parallelogramm,  dessen  Flächen- 
inhalt in  (12)  angegeben  ist,  dem  in  §  92  bestimmten  Elementar- 
parallelogramm,  das  Parallelepipedon,  dessen  Rauminhalt  in 
(14)  dargestellt  ist,  dem  in  §  95  gemessenen  Elementarparallelepi- 
.  pedon.  Es  werde  das  Vorzeichen  von  /'^^^  mit  6^^\  das  Vorzeichen 
von  /'^'^  mit  6^'^  bezeichnet;  dann  eignen  sich  die  Gleichungen 
(22)  und  (23)  dazu,  die  zuletzt  erhaltenen  Ausdrücke  in  die 
früheren  zu  verwandeln.  Der  Ausdruck  (12)  geht  nämlich 
durch  (22)  in 

(24)  e^'^I<'^dt,dt,, 
der  Ausdruck  (14)  durch  (23)  in 

(25)  e^'^  I^^'Ut,  dt,  dt^ 

über. 

Bei  der  Ortsbestimmung  durch  die  Coordinaten  t^,t^,t^ 
sind  die  unbegrenzten  geraden  Linien,  welche  von  einem  Punkte 
[tift^yt^]  aus  successive  nach  den  drei  Punkten 

[t^  +  dt,,  /„  a  [t,,  t,  +  dt,,  t.l  [^,  t,,  t,  + 1,] 

gezogen  werden,  beziehungsweise  die  Tangenten  an  diejenigen  Cur- 
ven,  deren  erste  durch  <^=const.,  ^3  =  const.,  deren  zweite  durch 
f,  =  congt,  ^j  =  con8t.,  deren  dritte  durch  ^,  =  const.,  ^,=const., 
bestimmt  ist.  Demzufolge  wird  die  Ebene,  welche  durch  die 
zweite  und  dritte  Tangente  hindurchgeht,  zur  Tangentialebene 
der  Oberfläche  t,  =  const;  die  durch  die  dritte  und  erste 
Tangente  gelegte  Ebene  zur  Tangentialebene  der  Oberfläche 
i^  s=  const;  die  durch  die  erste  und  zweite  Tangente  gelegte 
Ebene  zur  Tangentialebene  der  Oberfläche  /,= const.  Es  fallen 
also  die  in  dem  Punkte  [^,^,,^,1  zQsammenstossenden  Seiten- 
flächen des  vorhin  betrachteten  Parallelepipedons  respective  in 
die  genannten  Tangentialebenen,  und  jede  parallelogrammatische 
Seitenfläche  bildet  ein  Element  der  zugehörigen  Tangentialebene. 
Weil  aber  nach  §  93  das  Element  der  Tangentialebene  als  Ver- 
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treter  des  Elements  der  zugehörigen  Oberfläche  gilt,    so  stellt 
von  den  obigen  Ausdrücken  (15)  der  erste   das  Oberflächenele- 
ment Itir  t^  =  const.,  der  zweite  für  t^  =  const.,  der  dritte  ftr  • 
<8  =  const.  dar.    Vermöge  der  Gleichungen 

t,  =  F(x,  y,2r),  t^=G  {x,  y,  e\  U  =  U  {x,  y,  e) 
folgen  aus  (3)  des  §  93  die  Ausdrücke 

l(dF\^  .  /ä>v  .  (^^  ^y  de 


(26) 


^m<hm 


-mMii^m 


BF 

dx 

^  de  dx 

dy 

dy 


■"      \dx/        \dyj        \öss )     dl 


dH    ' 

de 

deren  UeberfUhrung  in  die  so  eben  gefundenen  der  Kürze  halber 
nicht  mitgetheilt  wird.  .  Gegenwärtig  kam  es  nur  darauf  an, 
nachzuweisen,  dass  die  zur  Messung  der  Theile  von  Linien, 
von  Oberflächen  und  vom  Räume  erforderlichen  Begriffe  in  der 
quadratischen  Form  (7)  enthalten  sind. 

Wofern  man  die  Betrachtung  auf  eine  Linie  beschränkt, 
die  in  einer  der  drei  Oberflächen  t^  =  const, /,  =  const.,  t^  =eon8t. 
liegt,  so  ergiebt  sich  das  Quadrat  des  Elements  der  betreffenden 
Linie,  indem  in  (7)  respective  d^,  =  0,  d^,  =  0,  dt^  =  0  gesetzt 
wird.    Hiernach  entstehen  die  Ausdrücke 

a^^dtl  +  2 023  dt^  dt^  +  a^,^  dtl , 
(27)  {  a,,dii'\-2a,,dt,dt^+a,,di\, 

a^^di\  +  2a^^dt^  dt^  +  a^dt]  , 

deren  jeder  eine  wesentlich  positive  quadratische  Form  von  zwei 
Differentialen  ist.  Man  sieht  aus  iKi),  dass  die  betreffenden 
Determinanten,  in  derselben  Reihenfolge  genommen,  gleich 
-4j„  A^,  A.^  sind,  dass  also  die  Determinante  jeder  einzelnen 
Form  genügt,  um  nach  (15)  das  Element  der  betreffenden 
Oberfläche  aufzustellen.  Die  Bedeutung,  welche  das  (^adrat 
des  zu  einer  Oberfläche  gehörenden  Linienelefnents  für  die  Er- 
gründung  der  Eigenschaften  der  Oberfläche  besitzt,  ist  zuerst 
durch   die  in  §  05   angeführte  GaM^^'sche  Abhandlung  disquit^i- 
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iiones  generaJes  circa  superficies  curvas  klar  geworden.  Aach 
hat  sieb  aus  dieser  Untersachnng  die  Erkenntniss  entwickelt, 
dass  die  Darstellung  von  dem  Quadrate  des  Linienelements  im 
Itanme  durch  beliebige  Coordinaten  das  wesentliche  Mittel  bildet, 
um  allgemeine  geometrische  Untersuchungen  in  einer  von  der 
lYahl  des  Coordinatensystems  unabhängigen  Weise  zu  ftthren. 
Die  Bestimmung  des  Winkels  (o,  den  die  Linien  t^  =  const. 
und  ^^  =  const.  in  der  o;^  Ebene  mit  einander  machen,  durch 
clie  Gleichung  (10)  lässt  schliessen,  dass  co  dann  und  nur  dann 
gleich  einem  Rechten  ist,  wenn  e,,  verschwindet.  Solche  Coor- 
dinaten, bei  denen  dies  immer  der  Fall  ist  und  folglich  die 
Gleichung 

(28)  dx'+  di  =  e,,  dtl  +  6,2  dtl 

besteht,  liefern  daher,  constant  gesetzt,  Schaaren  von  Linien, 
welche  sich  immer  rechtwinklig  schneiden,  und  heissen  insofern 
orthogonale  Coordinaten.  Hierher  gehören  die  durch  die  Glei- 
chungen 

(29)  x  =  rco&&y    y  =  r  sin  ^ 
definirten  Polarcoordinaten  r,^;  bei  denselben  ist 

(30)  dx  =  cos  ^  dr  —  r  sin  &  dd^ 

dg  =  sin  &  dr  +  r  cos  ^  d^, 

und  in  Folge  dessen 

(31)  dx^+dg'=dr'  +  r'd^\ 

Ebenso  lehren  die  Gleichungen  (11),  vermittelst  deren  die  Winkel 
^'«?  ^»v  ^'^li  gßföBiden  werden,  dass  jeder  von  diesen  dann  und 
nur  dann  gleich  einem  Rechten  ist,  wenn  jede  der  Grössen 
öas>  öTjj,  Ojj  gleich  Null  wird.  Damit  dies  immer  der  Fall  sei, 
muss  bei  der  Transformation  der  Quadratsumme  dx*  +  dy*  +  djer* 
durch  Substitution  der  Coordinaten  t^y  t^,  t^  allgemein  die 
Gleichung 

(32)  dx^  +  dg^  +  dB=  a,^  dt\  -I-  a^^  dt\  4-  a^  dt\ 

hervorgehen.  Hier  schneiden  sich  in  jedem  Punkte  [/,,  t^,  t^ 
die  drei  zugehörigen  Oberflächen  t^=  const.,  /,=  const.,  ^,=con8t., 
in  drei  gegen  einander  senkrechten  Linien,  weshalb  t^^  ^,,  t^ 
gleichfalls  orthogonale  Coordinaten  genannt  werden.  Von  dieser 
Art  sind  die  in  §  95  durch  die  Gleichungen 

(33)  a;=rcosö,    y=rsinöco8y,    £f  =  r  siuv^sinqp 

LtpcobltB,  Anftlyiit  II.  40 
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bezeichneten  Coordinaten  r,  &,  (p.    Fflr  dieselben  hat  man 

(34)  dx  =  008  6  dr         —  r  sin  6  dO 

dy  =  sind  cos 9) (2r  +  r  cosöcos^jpdö  —  r  %\nB  %\\iq>  dq> 
d0^=  sind8in9)e2r  +  r  cosö  sinqpdd  +  r  sin^  cos^x^^; 
nach  ausgeführter  Rechnung  entsteht  daher  die  Transformation 

(35)  dz*  +  dy*  +  ds*=  dr*  +  r*  dß*  +  r«  sin»;^  dq)* 

deren  Beschaffenheit  mit  der  aufgestellten  Behauptung  über- 
einstimmt 

Bei  der  im  Eingange  des  §  erwähnten  Betrachtung,  wo 
zwei  Ebenen  oder  zwei  Räume  auf  einander  bezogen  sind,  ge- 
hören im  ersten  Falle  zu  den  sich  senkrecht  schneidenden 
geraden  Linien  ^,  =  con8t.,  ^,=  con8t.  der  zweiten  Ebene  zwei 
genau  bestimmte  Schaaren  von  Linien  der  ersten  Ebene,  und 
im  zweiten  Falle  zu  den  gegen  einander  senkrechten  Ebenen 
^i=const.,  ^,  =  const.,  /,=const  des  zweiten  Raumes  drei  genau 
bestimmte  Schaaren  von  Oberflächen  des  ersten.  Femer  be- 
deutet die  Form  (9)  das  Quadrat  des  Abstandes  der  zwei  Punkte 
der  ersten  Ebene,  die  den  Punkten  [^j,  <J  und  [ti^  dt^^t^+dt^] 
der  zweiten  Ebene,  und  (7)  das  Quadrat  des  Abstandes  der  zwei 
Punkte  des  ersten  Raumes,  die  den  Punkten  [^,,  t^,  t^]  und 
[^,  4-d/,,  t^-\- dt^y  ^8  +  ^^s]  entsprechen.  Unter  der  Voraus- 
setzung von  (28)  sind  den  geraden  Linien  t^  =  const,  /,  =  const 
der  zweiten  Ebene  zwei  Schaaren  von  rechtwinklig  sich  schnei- 
denden Linien  in  der  ersten  Ebene,  unter  der  Voraussetzung  von 
(32)  den  zu  einander  senkrechten  Ebenen  ^4  =  const.,  /,  =  const., 
/,  =  const.  des  zweiten  Raumes  drei  Schaaren  von  rechtwinkh'g 
sich  schneidenden  Oberflächen  im  ersten  Räume  zugeordnet. 


Abschnitt  IL 

Differential-  und  Integralrechnung  ffir  complexe  Grossen. 

Capitel  I. 

Differentiation  yon  Functionen  einer  complexen 

yariabeln  Grösse. 

1 105.  Differentiation  einer  algebraieohen  rationalen  Fnnotion 

einer  oomplezen  Variable. 

Mit  der  steigenden  Werthschätzung,  welche  die  Ausdehnung 
der  algebraischen  Operationen  auf  complexe  Grössen  gefunden 
hat,  ist  eine  Reihe  von  grossen  Arbeiten  entstanden,  durch 
welche  die  Operationen  der  Infinitesimalrechnung  ebenfalls'  auf 
das  Gebiet  der  complexen  Grössen  übertragen  sind;  hiermit 
wurde  eine  Theorie  der  Functionen  von  complexen  variabeln 
Grössen  begründet.  Bei  dem  jetzt  mitzutheilenden  Umriss  wird 
das  Streben  vornehmlich  darauf  gerichtet  sein,  den  Zusammen- 
bang der  Theorie  mit  den  im  ersten  Abschnitt  entwickelten 
«tllgemeinen  Eigenschaften  der  Functionen  von  reellen  stetig 
^erilnderlichen  Grössen  hervor  zu  heben. 

Wir   betrachten  einen  Ausdruck,  der  aus  einer  beliebigen 
aber  beschränkten  Zahl  von  complexen  Elementen 

a  +  »6,  a,  +  i6,,  ...x+iy 
rational  zusammengesetzt  ist ;  die  reellen  Bestandtheile  a,  6,  a^ ,  6 , , . . 
werden  als  constant,  die  reellen  Bestandtheile  x,  y  als  veränder- 
lich  angesehen,  die  Verbindungen  a  + 16,  a,  +  i&^, . . .  heissen 
nach  §33  constante  complexe  Grössen^   die  Verbindung  x  +  iy 
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wird  eine  variable  complexe  Grösse^  der  Ausdruck  selbst  eine 
algebraische  rationale  Function  der  complexen  Variable  x  +  iy  ge- 
nannt und  mit 

(1)  fix  +  ty) 

notirt.  In  der  durch  Trennung  des  reellen  und  imaginären 
Theils  erhaltenen  Gleichung 

(2)  f(x+iy)  =  t-\-iu 

sind  dann  t  und  u  reelle  rationale  Functionen  der  beiden  Va- 
riabein X  und  y.  Es  wurde  in  dem  citirten  §  33  der  Diffe- 
rentialquotient eines  Ausdrucks  eingeführt,  dessen  reeller  und 
imaginärer  Tbeil  von  einer  veränderlichen  Grösse  abhängen.  Auf 
entsprechende  Weise  bildet  man  fUr  einen  complexen  Ausdruck, 
dessen  reeller  und  von  dem  Factor  i  befreiter  imaginärer 
Theil  reelle  Functionen  von  zwei  und  mehr  Variabein  sind,  das 
vollständige  Differential  des  reellen  und  des  von  t  befreiten 
imaginären  Theils,  und  deßnirt  das  vollständige  Differential  des 
gegebenen  complexen  Ausdrucks  (p  +  ix  durch  die  Gleichung 

(3)  d  (9  -*-  t'x)  =  dy  -4-  i  dX' 

Dann  entsteht  die  Aufgabe,  für  die  obige  Function  /"(x  +  ty) 
das  vollständige  Differential 

(4)  df{x+iy)^dt'\-idu 
aufzusuchen. 

*Da  t  und  u  Functionen  der  zwei  Variabein  x  und  y  sind, 
so  ist 

(5)  dt=fjx  +  f^dp 

,  du ^  öu ^ 

au=  ^    dx  -{-  -    dVj 
dx  dy    ^ 

folglich 

Bedenkt  man  aber,  dass  bei  der  partiellen  Differentiation  nach  i 
die  Variable  y,  bei  der  partiellen  Differentiation  nach  y  die 
Variable  x  nicht  geändert  wird,  so  leuchtet  ein,  dass  der  Aus- 

druck  t  +  iu  für  die  Bildun£^   von  r-  -^i^r  als  eine  rationale 

dx        dz 

Verbindung  von  constanten  Elementen  und  der  reellen  Variable  x. 
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ftlr  die  BilduDg  von  ^-  +»V-  al»  eine  rationale  Verbindung  von 

oy      dy 

Constanten  Elementen   und   der   reellen  Variable  y   aufgefasst 

werden    darf.      Es  lassen   sieb   daher   beide   Operationen    mit 

Hülfe  der  in  §  33  mitgetheilten  Vorschrift  ausflihren,   dass  der 

Bifferentuüqtiotient  einer  jeden  algebraischen   aus   einer  reellen 

Variable  und  complexen  constanten  Grössen  gebildeten  Function 

in  Bezug  auf  die  Variable  nach  den  für  das  Gebiet  der  reellen 

Grössere  geltenden  Hegeln  erhalten  wird.    Der  leichtern  Ueber- 

sicht  wegen  trennen  wir  den  Fall,   in  welchem  f(x-\-iy)  eine 

ganze,   und  denjenigen,  in  welchem  f{x  +  iy)  eine  gebrochene 

Function  von  x  +  iy  ist.    Im  erstem  hat  man 

+»y)=i(a?+iy)=(ao+t6o)(^+»y)"+K+*A)(^+*>)'^'  +  --+(»«^ 

im  zweiten  Falle  ist  f(x  +  iy)  gleich  einem  Bruche,  dessen  Zähler 
A(a;4-ty)  und  dessen  Nenner  ^tix  +  iy)  rationale  ganze  Functio- 
nen von  (x+iy)  sind,  mithin  bei  entsprechender  Bezeichnung 

*^^      K^+iy)      {c^  +  id^)(x'\-iyy  +  {c^  +  id,)  (x+iy)'''  +  ...'+(c.-l-trf,)' 

Auf  Grund  des  §  33  bekommt   für  eine   mit  einer   beliebigen 

ganzen  Zahlm  gebildete  Potenz  (x+iy)^  der  nach  x  genommene 
partielle  Differentialquotient  den  Werth 

f€\\  d{x  +  iyy         f     ,  .  s«_i 

(9)  g^    - -=w(a:-i-ty)      , 

während  bei  dem  nach  y  genommenen  partiellen  Differential- 
qaotienten  der  Factor  i  hinzutritt  und  die  Gleichung 

•im  Six-^riyT       •    /     .  .  \*-i 

(10)  ay     =*^(^+*y) 

entsteht.  Wenn  man  jetzt  in  Uebereinstimmung  mit  I,  §  49  die 
ersten  Ableitungen  der  rationalen  ganzen  Functionen  X{z\^i(js) 
xespective  durch  V(e\^C{z)  bezeichnet,  so  folgen  aus  (7)  die 
Gleichungen 

/«^v  ■    öX         dx 

und  ebenso  aus  (8)  die  Gleichungen 
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(12) 


dt     .du v{x  +  iy)^{^  +  iy)—^(^+iy)f^'{^  +  >y) 

dx        da  /«(^  +  «y)i"(^+ *y) 

öe       ÖM_  ,X'{x  +  iy)^{x  +  iy)'-'k{x  +  ♦y)Ai'(^  +  ty) . 

5y      ^y""  A'(Ä  +  »y)iw(.t?  +  »y) 

dieselben  geben,  sobald  bei  (7)  die  Notation 

(13)  rix'^iy)  =  l'{x  +  iy), 
und  bei  (8)  die  Notation 

(14)  r(a:4-iy)=.''(^'^*y^^^"-^;^^ 

angewendet  wird,  in  die  gemeinsame  Gestalt 

dt   ,   .du      ^, ,     ,  .  V 

d'x'^^Yx^^^^^^^^' 

(15)  ^   Y,        7 

dt    ^    .du       .>.,,     ,    .    V 

Über.  Die  Substitution  dieser  Ausdrücke  in  (6)  liefert  alsdann 
für  das  zu  bestimmende  vollständige  Di£ferential  dt-^-idu  die 
Gleichung 

(16)  di  +  %du=f'{x  +  iy){dx  +  idy). 

Wie  die  linke  Seite  nach  (4)  das  vollständige  Differential  der 
Function  f{x  -h  iy)  darstellt,  so  heisst  der  auf  der  rechten  Seite 
befindliche  zweite  Factor 

(17)  dx  -{-idy  =  d{X'{-iy) 

das  vollständige  Differential  der  complexen  Variable  (x  +  iy\ 
Der  erste  Factor  f'(x  +  iy)  wird  aus  der  rationalen  Ftmction 
f{x  +  i  y)  abgeleitet^  indem  man  statt  jeder  complexen  Constante 
ein  einziges  Zeichen,  statt  der  complexen  Variable  x  +  iy  eben- 
falls ein  einziges  Zeichen  e  setzt,  und  von  dem  erhaltenen  nach 
z  rationalen  Ausdruck  in  Bezug  auf  z  nach  den  auf  dem  Ge- 
biete der  reellen  Grössen  geltenden  Gesetzen  den  ersten  Diffe- 
rentialquotienten  nimmt.  Man  spricht  somit  den  Inhalt  der  Glei- 
chung (16)  dcJiin  aus,  dass  das  vollständige  Differential  der 
rationalen  Function  f{x-{-iy)  gleich  dem  Product  aus  dem  voll- 
ständigen Differential  der  complexen  Variable  x-^iy  und  der 
Function  f'{x-\-iy)  ist,  und  nennt  die  letztere  den  in  Bejmg  auf 
die  complexe  Variable  x-\-iy  genommenen  Differentialquotienttn 
der  rationalen  Function  f(x  -{-  iy). 


Defiuitio 


r  compIeK 


Hierin  besteht  die  Ausdehnung  der  Begriffe  des  Differen- 
tials und  des  DifferentiakiiiotieDfen  auf  rationale  Functionen 
complexpD  Variable. 
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Variable,    OeotnetrUche  Seutang  dteaea  Begriffs  darob   eine 

in  den  kleinsten  Tbellen  äbnllobe  Abblldong  einer 

Ebene  &nf  eine  zweite  Ebene. 

In  I,  §  107  wurde  der  Begriff  einer  rationalen  ganzen 
Function  einer  compleseu  Griisse  aufgestellt,  und  dann  zu  der 
Betracbtnng  Ton  convergenten  nach  den  positiTen  Potenzen 
einer  eomplexen  Grösse  fortschreitenden  nnendlichen  Reihen 
Übergegangen,  deren  Wertb  ebenfalls  eine  Fnnction  der  eomplexen 
Grösse  genannt  wurde.  Gegenwärtig  soll  zur  allgemeinen  Defini- 
tion einer  Function  einer  eomplexen  Grösse  ein  anderer  Weg  ein- 
geschlagen werden ,  der  sich  erst  später  mit  dem  so  eben 
berührten  vereinigen  wird.  Die  im  vorigen  §  zu  der  rationalen 
Function  f{x-\-iy)  gehörende  Gleichung  (16)  lässt  sich  verall- 
gemeinem, indem  man  zwei  reellen  Functionen  (  und  u  der 
beiden  reellen  Variahein  x  und  y  die  Bedingung  vorschreiht, 
dass  der  aus  den  vollständigen  Differentialen  gebildete  Ausdruck 
dt  +  idu  gleich  dem  Product  des  Ausdrucks  dx  +  tdy  in  eine 
Verbindung  ^  +  ii,  von  irgend  awei  reellen  Functionen  |  und  tj 
sei,  mühin  die  Gleichung 

(Ij  dt  +  idu  =  {§+iri){dx  +  idg) 

befriedige.  Nach  dem  im  vorigen  §  eingeführten  Spraehge- 
hranche  ist  dann  die  linke  Seite  das  vollständige  Differential 
von  (t+iu),  der  zweite  Factor  der  rechten  das  vollständige 
Differential  von  (x-hig).  Eine  der  Forderung  (1)  genügende 
Verbindung  t+iu  ivird,  wie  in  der  in  g  102  angeführten  Inau- 
guraldissertation Rimianns,  als  eine  Function  der  eomplexen  Va- 
riable x+  ig  bezeichnet ,  also  eine  solche  Function  durch  die 
Gleichung  (1)  allgemein   dcßnirt.     Gleichseitig   hetsst    dann   der 

Werth  ä  +  i>i   des   Quotienten    ,-    -.  ,      der    r;on    der    Function 
'        '  ^  dx+tdg 

(+»»  nach  der  Variable  x  +  ig  genommene  Differentialguotient. 

.Auch   ist   es  gebräuchlich,    die    complexe   VariMe  x  +  ig  durch 


einzelnen   Buchstaben  z,    die  Function   t  +  iu    durch   eine 

.  dfC) 


Charactcrisiik  f{£),  den  Differentitäquofienten  durch  ■ 


ds 


eu  be- 


zeichnen. Die  Gleichung  (1)  bezieht  sich  nach  der  Natur  * 
vollständigen  Differentiale  auf  die  Voraussetzung ,  dasa 
Functionen  t  und  »  stetige  Fuuctioneu  von  x  und  y  eind  nn^ 
in  Bezug  auf  dieselben  bestimmte  endliube  partielle  Differenttri 
quotienteil  haben,  dass  mitbin  |  und  ?;  bestimmte  endlichfli^l 
Grössen  sind.  So  Innge  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  sagt  i 
dass  i  +  iit  eine  steiii/e  Function  von  x  +  iy  sei,  nnd  zwar  stimnl 
dieser  Sprachgebrauch  mit  demjenigen  überein,  welcher  in  I^  j 
§  108  angewendet  ist.  Eine  rationale  ganze  Function  von  x+ig 
wurde  sebon  an  der  erwähnten  Stelle  als  Beispiel  einer  Func- 
tion angeführt,  die  flir  jeden  endlichen  Werth  von  x+iy  8t«tig  ■^j 
ist.  Betrachtet  man  aber  bei  einer  rationalen  gebrocbenen  ^-^ 
Function  t+iu  von  x  +  iy  einen  Werth  der  Variable,  ftlr  welchea  «:«q 
der  Nenner  des  Bruches  gleich  Null  wird,  der  Zähler  aber  nicht  ^  mA 
verschwindet,  so  hört  fUr  den  betreffenden  Werth  sowohl  die  ^»Ji 
Function  (  +  tM  wie  auch  der  zugehörige  nach  den  Vorschriften .vsr^ 
des  vorigen  g  -/.u  bildende  Ausdruck  ^+)'/  auf,  endlich  undC»  «g 
stetig  zu  sein,  so  dass  die  Gleichung  (1)  eine  Ausnahme  erleidet— 'tfatf 
Um  die  Beschränkungen  kennen  zu  lernen,  welche  deiE:«-i;^B^ 
Functionen  /  nnd  u  durch  (1)  auferlegt  werden,  hat  man  statr-^^tii 
der  linken  Seile  die  entwickelte  Gestalt  der  rechten  Seite  toiim-«ib 
(6)  des  vorigen  ^  anzuwenden  und  die  Factoren  der  nnabfaün  .mimi- 
gigen  Differentiale  d  x  nnd  d  y  beziehungsweise  gleich  zu  aetzein^r  d. 
So  entstehen  die  beiden  Gleichungen 


ä((4 


"). 


äs 


i(S+il), 


aus  denen  durch  Elimination  vun  ^+i 
Sjt  +  iu)      .J(l-t 


(3) 


Su 


die  eine  Gleichung 


resultirt.  Die  letztere  führt  durch  Trennung  des  rcelleo  u  nd 
imaginären  Theiles  zu  dem  System  von  partiellen  D^traitia^ 
gldchungen 
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(4)  <     ^"^^         ^^ 

^*^  ^     du  dt 


da  By 

tceUhes  die  vorhandene  Abhängigkeit  der  Functionen  t  und  u  von 
den  Variabdn  x  und  y  ausdrückt.  Hierbei  ist  zn  beachten,  dass 
aas  (4),  indem  die  zweite  Gleichung  mit  i  mnltiplicirt  nnd  zn 
der  ersten  addirt  wird,  die  Gleichung  (3)  hervorgeht,  dass  ferner 
bei  Einftihrnng  der  Bezeichnungen 

aus  (4)  die  Gleichungen 

und  daher  auch  die  Gleichungen  (2)  folgen,  von  denen  man 
durch  bezügliche  Multiplication  mit  d  x  und  d  y  und  Addition  zu 
(1)  zurückkehrt.  Auf  diese  Art  leuchtet  ein,  dass  die  beiden 
Gleichungen  (4)  mit  der  Gleichung  (1)  vollkommen  denselben 
Inhalt  haben. 

Das  Wesen  der  Gleichung  (1)  lässt  sich  auf  characteristi- 
sche  Weise  anschaulich  machen,  sobald  man,  wie  in  §  104,  die 
Variabein  x  und  y  als  rechtwinklige  Coordinaten  eines  Punktes 
einer  ersten,  die  Variabein  t  und  u  als  rechtwinklige  Coordina- 
ten eines  Punktes  einer  zweiten  Ebene  auffasst,  und  vermittelst 
der  Functionen  ^,  u  von  x^  y  jedem  Punkt  der  ersten  Ebene 
einen  Punkt  der  zweiten  entsprechen  lässt.  Dass  hierbei  ^  und 
f)  endliche  Werthe  haben  müssen,  braucht  als  selbstverständlich 
kaum  erwähnt  zu  werden;  dagegen  mag  ausdrücklich  ge- 
sagt werden,  dass  die  Annahme  des  gleichzeitigen  Verschwin- 
dens  von  ^  und  17  ebenfalls  ausgeschlossen  bleibt.  Nach  der 
in  I,  §  42  auseinandergesetzten  Darstellung  der  complexen  Grös- 
sen darf  ein  Punkt  der  ersten  Ebene  mit  ic  +  »y,  der  zuge- 
ordnete Punkt  der  zweiten  mit  t  +  iu  bezeichnet  werden.  Da 
ferner  zu  den  Differentialen  dx,  dy  die  bestimmten  Differentiale 
dty  du  gehören,  so  correspondirt  dem  Punkte  x+iy+dx+idy 
der  ersten  Ebene  der  Punkt  t  +  iu'{'dt'^idu  der  zweiten. 
Hier  sind  für  die  erste  Ebene  dxy  dy  die  relativen  Coordinaten 
des  Punktes  x  +  iy  +  dx  +  idy  in  Bezug  auf  den  Punkt  x-hiy^ 


ßponip  Irische  Den  tun  g. 
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weshalb  in  Uebercinatiinmnng  mit  I,  §  42  die  relative  L«ge  des 
Punktes  x  +  iji  +  d x  +  idi/  gegeu  den  Punkt  x+iy  durcli  den 
Anadruck  dx  +  idy  repräaentirt  wird.  In  gleicher  Weise  stellt 
ilir  die  zweite  Ebene  der  Ansdrnck  dt  +  idu  die  relative  Lage 
des  Punktes  t  +  iu  +  di  +  i  du  gegen  dsn  Punkt  t  +  iu  dar. 
Wofern  den  Differentialen  von  x  und  1/  ein  beliebiges  anderes 
System  von  Werthen  äx  und  elf/  beigelegt  winl,  mögen  ät  und 
du  die  entsprechenden  Differentiale  von  t  und  u  sein, 


Üt-- 


dt 


dt 


(7) 


du=-. 


^!l 


&v. 


dann   ziehen    die    vorausgeset/ten  Relationen   (5)  und    (6)   die 
nach  dem  Schema  von  (1)  gebildete  Gleichnng 

(8)  ()(  +  .■  (J  K  =  (f  +  i»f<I 3;+ iJy) 

nach  sich.     Man  wendet  jetzt  auf  (1)  und  (8)  die  Betracbton — t 
gen  an,  die  in  I,  §  42  zur  Deutung  des  Products  von  zwei  com —  a 
plexen  GHiasen  benutzt  sind,  und  setzt,  da  ^  und  1,  nicht  gleicb— 
zeitig  gleich  Null  sein  dürfen, 

(9)  ~  =  c  C09  y,  *;  ;=  fl  sin  y, 
wo  die  positive  Grösse  a  den  Werth 

(10)  a  =  ir~^■^^ 

hat,  nnd  der  Winkel  /  innerhalb  einer  Kreisperipherie  eindeutig 
bestimmt  ist.    Dann  folgt,  da&s  dem  aus  den  Punkten  der  erMet^r-^ 
Ebene 

(11)  x  +  ig+dx-t-idtf,  X  +  iy,  x  +  iy  +  6x  +  tög 
gebildeten  Dreieck  das  aus  den  sugeordneten  Punkten  dar  #ir«^a^- 
fen  Ebene 

(12)  t  +  iu  +  dt  +  idu,  t  +  iu,  t  +  iu  +  St-i-iiu 
gebildete  Dreieclc  älmlich  ist,  daas  die  Seiten  des  ersten  t«  dtme^^ 
des  eiveiten  in  dem  Verhältniss  der  Einheit  m  der  Grösse  a  sfeic«^^ 
dass  die  drei  Eden  des  swetten  Dreiecks  eine  gleiche  Lagt  tf^^* 
einander  haben  wie  die  des  ersten,  und  das»,  sobald  die  mrt^^ 
Ebene  mit  dem  Punkte  x  +  iy  auf  den  Punkt  t+iu  der  Mweti^^"» 
Ebene  und  mit  entsprechenden  positiven  Richtungen  der  x  mif  ^»e 

t  Axe,  der  y  auf  die  u  Axe  gelegt  wird,  das  erste  Dreieck,  wm  •• 
das  ticeite  eu  fallen,  in  der  Richtung  von  der  positiven  tAxe  Mt 
der  positiven  u  Axe  um  den  Winkd  y  gedreht  teerden  nmss,  Darcfi 


Conforme  Abbildung  e 


f  Eben 


den  ersten  und  dritten  Ausdruck  iii  (11)  werden  irgend  zwei 
Punkte  der  ersten  Ebene  bezeichnet,  die  in  der  Nähe  des  Punk- 
tes x  +  iy  liegen.  Die  eicischen  der  ersten  und  etoeiiea  Ebene 
obwaltende  Besiehung  liann  daher  als  eine  Abbildung  attfgefasst 
v/erden,  bei  uielcher  jedem  in  der  ersten  Ebene  gewählten  Dreiecke 
von  unendlich  kleinen  Säten  in  der  zweiten  Ebene  ein  ähnliches 
Ih-eieck  von  unendlich  kleinen  Seifen  entspriclit.  In  der  Abhandlung: 
allgemeine  Auflösung  der  Aufgabe,  die  Theile  einer  gegebenen 
J-läche  auf  einer  anderen  gegebenen  Fläche  so  aheubildev,  dass 
<iie  Abbildung  dem  Abgebildeten  in  den  kleinsten  Theilen  ähnlich 
wTtrd,  hat  Garns  den  analytischen  Ausdruck  fUr  die  in  Rede 
stehende  Beziehung  zweier  Ebenen  auB  der  Lüsang  der  in  der 
"Ueberschrift  bezeichneten  allgemeineren  Aufgabe  abgeleitet.  Seine 
XfnterBUchnng  gründet  sich  auf  die  in  §  104  erwähnte  Darstel- 
lung des  Quadrats  des  zu  einer  Fläche  gehörenden  Linienele- 
inentB.  Demgemäss  wollen  wir  den  Zusammenhang  der  obigen 
Cleichung  (\)  mit  dem  Quadrate  des  itlr  die  betreffenden  Ebenen 
genommenen  Linienelements  nachweisen. 

Weil  die  in  (1)  vorkommenden  Differentiale  dx,  d  ij,  dt, 
d  u  und  die  Functionen  $,  i;  reelle  Grössen  sind,  so  erhält  man 
durch  Verwandlung  von  »  in  —  i  die  nach  I,  §  27  gültige  Glei- 
chung 

(1*)  dt-idu=(!^-iii){dx-~idy), 

und  durch  Hnltiplication  der  zu  einander  conjugirten  Ausdrücke 
die  Gleichung  zwischen  den  betreffenden  iiNornien 
(13)  de  -(-  dw'=(£'  -t-  ti')'{dx*  4  dy% 

Hier  ist  nach  (4)  des  §  KU  die  quadratische  Form  dz'-t-dy' 
gleich  dem  Quadrat  des  Linienelements  der  ersten,  die  quadra- 
tische Form  rf/°-f  (fw*  gleich  dem  Quadrate  des  Linienelements 
der  zweiten  Ebene,  und  es  hängen  (  und  m  in  der  Weise  von 
X  und  j/  ab,  dass  die  zweite  Form  gleich  der  mit  einem  gewis- 
sen Factor  multiplicirten  ersten  Form  wird.  Zufolge  den  von 
Gauss  aufgestellten  Grundsätzen  erfordert  die  in  den  kleinsten 
Theilen  ähnliche,  oder,  wie  man  jetzt  meistens  sagt,  conforme 
Abbildung  einer  Ebene  auf  eine  zweite  das  Bestehen  einer  Glei- 
chung von  der  Gestalt  (13),  in  der  m'  eine  reelle  positive  von 
X  und  y  abhängige  Grfisse  bedeutet, 


(U) 


dt*  -¥  du*  =m*  {dx' 


/■)■ 


(15) 
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Eb  bleibt  daher  zu  zeigeu,   wie  von  (14)  zu  der  Gleichung  (1) 
übergegangen  wird. 

Eine  qnadraliBche  Form  von  zwei  Variabelii  hat  die  in 
I,  §  78  hervorgehobene  allgemeine  Eigenschaft,  auf  eine  und 
nnr  eine  Weise  in  /.wei  ganze  homogene  Factoreu  des  ersten 
Grades  zerlegt  werden  zit  kennen.  Bei  einer  wesentlich  positiven 
Form  wird  tllr  diese  Zerlegung  die  Rechnnng  mit  imaginüren 
Gritssen  vorausgesetxt,  und  es  existirt  bei  den  vorliegenden  <^- 
dratsummen  von  zwei  Differentialen  die  Zerlegung 
j  df +du'={d(  +  idu)(dl—i^u), 
\  dx'  +djf'  =  (dx+idp}{dx  —  %djt). 
Durch  Substitution  in  (14)  kommt 

(16)  (dt+idu)(dl~idu)  =  m'(dx  +  idy)(dx~ids,).  ' 
Hier  hat  man  wieder  dl,  du  als  die  Variabein  der  zweiten, 
dxy  dy  als  die  Variabein  der  ersten  Form,  die  DifTereotiide 
dt,  du  als  lineare  Functionen  von  dx,  dy,  femer  m*  al» 
eine  von  den  Differentialen  nnahhän^ige  Grösse  zu  hetracbten. 
Es  kann  daher  die  Gleichung  (IG)  auf  zwei  und  nur  auf 
zwei  Arten  befriedigt  werden.  Entweder  ist  der  erste  Factor 
links  gleich  dem  mit  einer  von  den  Differentialen  nnabfaftagiges 
Griisse  mnltiplieirleu  ersten  Factor  recht»,  oder  gleich  dem  mit 
einer  von  den  Differentialen  unabhängigen  Gnisse  inultiplicirten 
zweiten  Factor  rechts.     Im  ersten  Falle  ergicbt  sich 

(17)  dt+idu=(}.  +  ifi\{dx  +  idy\dt-idu  =  {X-i,,){ds 

im  zweiten  Falle 

(18)  dt-¥idu={y+ip){dx  —  iiy),dt-idu  =  {v-iQ){dK+U4i 

>«  +  e*  =  «V 

Die  Gleichungen  (17)  stimmen  mit  den  obigen  Glcichnn^ 
(1)  und  (!•)  Ubcrein  und  ziehen  die  Gleichung  (3)  sowi«  du 
System  von  Gleiehangen  (41  nach  sieh.  Dagegen  Üefero  die 
Gleichungen  (18\  genau  entsprechend  behandelt,  die  GIflU 


notl  ilsB  .System  ron  tileicliungen 


Sx      ' 
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(20)  ,.^      /t 

\    da  dy 

Da  (18)  ans  (17)  durch  Verwandlung  von  y  in  —  y  entsteht,  so 
darf  man  den  Ausdruck  gebrauchen,  dass  durch  (18)  die  Verbin- 
dung t  +  iu  als  eine  Function  der  complexen  Variable  x—iy 
definiri  werde. 

Zwischen  der  xy  und  der  t  u  Ebene  findet  unter  der  letzte- 
ren Voraussetzung  eine  solche  Beziehung  statt,  dass,  wie  verlangt 
war,  zu  einem  Dreieck  mit  unendlich  kleinen  Seiten  in  der  ersten 
Ebene  ein  ähnliches  Dreieck  mit  unendlich  kleinen  Seiten  in  der 
zweiten  Ebene  gehört,  dass  aber  die  drei  Ecken  des  einen  Dreiecks 
eine  umgekehrte  Lage  zu  einander  haben  wie  die  des  andern,  und 
dass  folglich  um  das  Dreieck  der  ersten  Ebene  mit  einer  Ecke 
und  zwei  entsprechenden  Seiten  auf  das  correspondirende  Dreieck 
der  zweiten  Ebene  zu  legen,  die  beiden  Seiten  der  ersten  Ebene 
durch  Umkehrung  vertauscht  werden  müssen. 

Bei  der  Aehnlichkeit  der  correspondirenden  unendlich  klei- 
nen Dreiecke  sind  die  betreffenden  Dreieckswinkel  einander 
genau  gleich.  Wenn  man  daher  in  der  ersten  Ebene  von  einem 
Punkte  unter  irgend  einem  Winkel  zwei  Linien  ausgehen  lässt, 
so  bilden  in  der  zweiten  Ebene  die  von  dem  zugehörigen 
Punkte  ausgehenden  entsprechenden  Linien  einen  gleichen  Win- 
kel. Mithin  müssen  die  zu  t  =  const.,  u  =  const.  in  der  ersten 
Ebene  gehörenden  Linien  stets  einen  rechten  Winkel  mit  ein- 
ander machen,  weil  in  der  zweiten  Ebene  die  Gleichungen 
i  =  const.  und  u  =  const.  gegen  einander  rechtwinklige  gerade 
Linien  darstellen.  Aus  gleichem  Grunde  schliessen  die  in  der 
zweiten  Ebene  zu  a?  =  const.  und  y  =  const.  gehörenden  Linien 
mit  einander  einen  rechten  Winkel  ein.  Diese  Eigenschaft  der 
conformen  Abbildung  einer  Ebene  auf  eine  zweite  wird  analy- 
tisch durch  die  Tbatsache  ausgedrückt,  dass  die  obige  Gleichung 
(14)  einen  besondern  Fall  der  in  §  104  mit  (28)  bezeichneten 
Gleichung  bildet,  welche  sich  auf  die  Verwandlung  der  ursprüng- 
lichen Coordinaten  x,  y  in  beliebige  orthogonale  Coordinaten 
i^j  t^  bezieht. 

Durch  die  vorhin  angestellte  Betrachtung  ergab  sich,  dass 


688  Conforme  Abbildung  einer  Ebene  auf  eine  zweite«  9  106. 

aus  der  Gleichung  (14)  mit  Nothwendigkeit  entweder  das  System 
(4)  oder  das  System  (20)  folgt.  Dasselbe  Ziel  lässt  sieb  ohne 
Hülfe  der  Rechnung  mit  imaginären  Grössen  aus  der  Beschaffen- 
heit der  vorausgesetzten  Transformation  ableiten.  Sabstitairt 
man  in  (14)  für  d  t  und  d  u  die  Yollständigen  Ausdrücke  (5) 
des  vorigen  §,  so  liefert  die  Gleicbsetzung  der  Coefficienten  von 
da;*,  dxdy,  dy*  die  Gleichungen 

dt    dt     ,    du    du         , 

(21)  {    |'_4L4..^JL^«_o, 

da:    dy         dx    dy 


dt     dt  du    du 


=  m\ 


dy    dy        dy    dy 
aus  denen  die  Gleichung 

entsteht    Es  sei  e  gleich  der  positiven  oder  negativen  Einheit, 
dann  muss 

(22*)  i*_iü_Üi£  =  em» 

dx   dy        dy    dx 

du 

sein.    Indem  nun  in  (21)  die  erste  Gleichung  mit  .    >  die  zweite 

mit  —  T—  multiplicirt,  und  dann  addirt  wird,  kommt  vermöge 
(22») 

(23)  ,ni«|^=m«f^; 

dx  d  y^ 

dt 

sobald  femer  in  (21)  die  erste  Gleichung  mit  ---^>  die  zweite 

dy 

mit  -r-  multiplicirt,  und  hierauf  addirt  wird,  findet  sieh 

(24)  £m'^-  =  — m'^r— 

dx  dy 

Nach  Weglassung  des  nothwendig  von  Null  verschiedenen  Fac- 
tors w*  vereinigen  sich  (23)  und  (24)  zu  dem  System  von  Glei- 
chungen 

dt  du 

dx  dy 
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das  für  ß  =  1  in  (4),  für  « = — 1  in  (20)  übergeht  Es  mnss  also 
das  eine  oder  das  andere  System  Gültigkeit  haben,  wie  zu  be- 
weisen war,  nnd  zwar  tritt  der  eine  oder  andere  Fall  ein,  je 
nachdem  die  in  (22*)  dargestellte  Functionaldeterminante  einen 
positiven  oder  negativen  Werth  besitzt. 


1 107.    DUHnrentiatioii  einer  Summe,  einer  DiiTereni,  eines 
Prodnots  nnd  eines  Quotienten  von  swei  Functionen 

einer  oomplezen  Variable. 

Bei  der  im  vorigen  §  aufgestellten  Definition  einer  Func- 
tion t  +  iu  der  complexen  Variable  x  +  i y  durch  die  Gleichung 

^^^  Sy      ""*      dx" 

bedarf  es  eines  Beweises,  dass  die  Summe,  die  Differenz,  das 
Product  und  der  Quotient  von  zwei  solchen  Functionen  wieder 
Functionen  der  betreffenden  complexen  Variable  sind.  Mit  die- 
sem Beweise  erhält  man  zugleich  die  Regeln  für  die  Bildung 
des  Differentialquotienten  der  genannten  Verbindungen  zweier 
Functionen.  Ausser  1+  iu  werde  eine  zweite  Function  p  +  iq 
betrachtet,  für  welche  die  entsprechende  Gleichung 

^^^  3y       ""*        di 

gelte.  Dann  entstehen  durch  Combination  von  (1)  und  (2)  die 
folgenden  Gleichungen,  vermöge  deren 

/  +  tu+jp  +  i3,  ^  +  tu— p— tg,  (/ +  iu)  (ö  + 1 g), 

p-r  tq 

in  der  Tbat  Functionen  von  x+iy  sind, 

/Q\  dit  +  iu+p-^iq)  _.  dit-^iu-^  p  +  iq) 

^^^  "  dy  -*  dx  ' 

^  ^  dy  dx  ^ 

/rx  d((e  +  iu)  {p  -f  ig))  __     d({t  +  iu)  {p  +  ig)) 

^  ^  dy  dx 

^  ^  dy  dx 
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Sobald   wie   im  vorigen  §  der  von  t  +  iu  nach  x  +  iy  genoin- 
mene  Differentialquotient  ^  +  iri  durch  die  Gleichungen 

i     3{l+iu) 
I  p^ 

-iiS+i'i) 


'S+'il 


1  Ss 

dargestellt,    und  fUr  den  von  p  +  iq  nach  x+iy  genommeceD 
DifTerentialquotienten  fi  +  ir  das  entsprechende  System        ^^ 

(     3  (p  +  iq) 

(8)  ' 

»{/*  +  •>) 


=  ,1  +  » 


Itp+isl- 


gebildet  wird,  geben  die  Gleichnngen  (3)  bis  (6)  für  die  ftofta- 
euchenden  DifferentialquotieDten  die  Regeln 

.,        äit  +  ilt+p  +  iq]_ 
'^^  d{x+i!,}  = 


f /'  +  iv. 


d(x  +  i!,) 

äiil  +  tu)(p+Jq))_ 
d(x  +  rg) 


il—ft- 


v  +  iq)  +  (t  +  iu)(fi  +  ti 


flA- 


tili 


'•g)-(M 


«)(^  + 


Dieselben  sind  mit  den  für  reelle  Functione»  einer  redien  Varia^ 
bestehenden  Hegeln  gleichlautend  und  schliesscn  die  in  §  If*" 
angegebenm  Begebt  eur  Differentiation  einer  rationalen  i^u»«'""' 
von  x  +  ig  in  sich,  wie  mit  Hülfe  der  Bemerkung,  da.is  i" 
Differentialquotient  einer  complexen  Constante  gleich  Auü,  ^ 
complexen  Variable  x  +  iy  in  Beeng  auf  diese  seütst  gleid  i** 
EinJteit  ist,  sofort  einleuchtet. 


§108. 


'Wiederholte  Dlfferentlatloii  einer  FanoUoa  • 
oomplsxen  Variable. 


Es  läsBt  sich  nachweisen,  dass  der  von  einer  Fiincli'"' 
einer  complexen  Variable  nach  dieser  genommene  Differenli»!" 
quotient  der  für  eine  Function  einer  complexen  Variable  tjeltco* 
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den  Bedingung  genügt,  das  heisst,  ebenfalls  eine  solche  Func- 
tion ist.  Aus  der  für  die  Function  t-^iu  yon  x-hiy  bestehen- 
den Gleichung 

folgen  nach  (5)  und  (6)  des  §  106  die  Gleichungen 

dt •.     du 

dt du w 

und  umgekehrt  folgt  aus  (2)  die  Gleichung  (1).  Sttltzt  man 
sich  nun  auf  den  Satz,  dass  sowohl  flir  die  Function  t  wie  für 
die  Function  u  bei  der  Bildung  des  nach  x  und  y  zu  nehmen- 
den partiellen  Differentialquotienten  die  Reihenfolge  der  Diffe- 
rentiationen vertauscht  werden  darf,  so  erhält  man  aus  (2)  die 
beiden  Gleichungen 

dx  dy  ' 

die  den  Gleichungen  (4)  des  §  106  entsprechen  und  die  be- 
hauptete Thatsache  ausdrücken,  dass  ^  +  w;  eine  Function  von 
x  +  iy  ist.  Hieraus  folgt  die  Berechtigung,  den  Differential- 
quotienten der  Function  f  +  w;  nach  x  +  iy  zu  bilden,  für  den 
die  Gleichung 

(4)         d{i  +  in)      gg  +  ii5_=  _ifil.  +  iAü] 

d{x-hiy)       dx  dx  \dy  dy) 

gilt.  Insofern  aber  ^  +  irj  der  von  t-hiu  nach  x  +  iy  genom- 
mene Differentialquotient  ist,  wird  der  vorliegende  Differcntial- 

qnotient  -j)—,-t<  der  von  t+iu  nach  x+iy  genommene  eweiic 
a{x-jrty) 

Differentuüquotient  genannt.  Auch  folgt  aus  dem  Bisherigen, 
dass  derselbe  wieder  eine  Function  von  x  +  iy  ist  und  eine 
nochmalige  Differentiation  nach  der  complexen  Variable  erlaubt. 
So  gelangt  man  bei  einer  Function  einer  complexen  Va- 
riable zu  der  Bildung  ihrer  nach  einander  folgenden  auf  die 
complexe  Variable  bezüglichen  Differentialquotienten,  fUr  welche, 
indem 

LlpaehlU,  Aiuüyilt  II.  41 


(5)  x  +  i!i  =  e,     t  +  iu=f{e) 

gesetzt  wird,  respectivc  die  Bezeicbnungen 


(6)  -®  =  /-W, 

angewendet  werden. 


•i'fM 


d'M 


=rw 


§  100.    Differentiation  einer  Fnnotlon,  deren  Argument  i 
Fnnotion  einer  oomplexen  Variable  iet,  naoh  der  letstera  ' 
Variable. 

Wenu  g  +  ih  eine  Function  der  complexen  Variable  l  +  iu, 
Ana  Argument  t  +  iu  eluo  Function  der  complesen  Variable 
x+iy  ist,  so  ist  auch  jf +  17»  eine  Function  der  complexeo 
Variaide  x  +  iy.  Denu  aus  den  flir  g  +  ih  und  t+iu  beste- 
henden Voraussetzungen,  welche  man  so  darstellen  kann, 

(1)  <l(ß+ih)=:(«-Htl)<Hl+iu),  M 

(2)         d(i+i»)=(i+,-.,)<i{x+i!,),  n 

folgt  dnrch  Einsetzen  die  Gleichung 

(3)  d(g  +  ih)  =  {a+  iß)  (1+  .■  r;)  d{x+ip\ 

durch  welche  die  gemachte  Aussage  begründet  wird.    Zugleich 

erhält    man    für  den  Diäerentialqnotienteu   der  Function  g  +  ii  4 

in  Bezug  auf  die  Variable  x  +  iy  den  Ausdruck 

oder 

,^.  d(s+ih-j  ^djg+ih)   d(l+in) 

^''  d{j^+iy}      ä{t+iu}   dix+iy)' 

Mne  Function,  deren  Argument  eine  Function  einer  complex<,im-  •■•^ 
Variable  ist,  wird  also  in  Seeug  auf  diese  Variable  vermöge  dci  •■  "^i 
gleidim  Regel  di/ferentiirt,  die  nach  (4)  des  §  12  für  rfos  Geliie^^'^^ 
der  reellen  Grössen  besteht.  ] 

Bei  der  in  §  106   entwickelten  geometrischen  Reprilsenta — •"  ' 
tion  bezeichnet  x  +  iy  einen  Punkt  einer  ersten,  (  +  i«  dep  cot — -— * 
(iprechenden  Punkt   einer  zweiten  Ebene,   welche  eine  in  dei  -^■' 
kleinsten  Theilen   ähnliche    und    gleich! iegende   Abbildung   de^^^"^     , 
ersten  liefert,     Ebenso  kann  man  durch  g  +  ik  den  Puukt  eine"^^"      , 
dritten    Ebene   andeuten,   welcher   zu   dem    Punkte  (+»'««   de^^ 
zweiten  gehört,  und  wo  die  dritte  Ebene  eine  in  den  kleinsteff 
Theilen    ähnliche    und    gleichliegendc    Abbildung    der    zweiten 
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darstellt.  Alsdann  drückt  der  Satz,  nacb  welcliem  g  +  ih  noth- 
wendig  eine  Function  vonx  +  ii/  ist,  die  aus  den  geometrigcbeu 
Prineipien  der  Achnliclikeit  einleuchtende  Thatsaclie  aus,  dasa 
die  dritte  Ebene  eine  in  den  kleinsten  Tbeilcn  äbnliclic  und 
gleicliliegcnde  Abbildung  der  ersten  Ebene  ergiebt.  Die  Auf- 
Fasanng  der  EigenthUniHchkciten  der  verschiedenen  Fanctionen, 
einer  coniplexen  Grösse  wird  sehr  erleichtert,  indem  man  einet 
gegebene  Operation  in  eine  Folge  nach  einander  vorzunehmender 
einfacher  Operationen  zerlegt,  fltr  jede  einzelne  Operation  die 
ihr  zugehörige  Art  der  confornieii  Abbildung  unteraucht,  und 
eine  entsprechende  Folge  von  Ebenen  betrachtet ,  von  denen 
jede  eine  cont'orme  Abbildung  der  nächst  vorhergebenden,  mitbin 
nacb  dem  aufgestellten  Satze  die  letzte  eine  contbrmc  Abbil- 
dung der  ersten  ausmacht.  Demnach  wird  jetzt  die  Art  der 
Abbildung,  welche  den  einfachsten  algebraischen  Operationen 
entspricht,  erörtert  werden. 

L     Die  Function  i  +  iu  entstehe  aus  x  +  iy  durch  Addition 
einer  complexen  Constanle, 

(6)  t  +  iu^a  +  ib+x  +  iy. 

Gemäss  I,  §  42  ist  die  betreffende  Abbildung  von  der  Art,  dass  zu 
dem  Punkte  3;+tj/=0  der  ersten  Ebene  der  Punkt  t  +  iu=:a  +  %b 
der  zweiten  gebort;  legt  mau  die  erste  Ebene  so  auf  die  zweite, 
daes  der  eine  genannte  Paukt  auf  den  andern  Hillt,  die  positive 
X  der  positiven  t  Axe,  die  positive  y  der  positiven  »  Axe  parallel 
wird,  so  fUllt  jeder  Punkt  der  ersten  Ebene  auf  den  entspre- 
chenden der  zweiten.  Die  eweile  Ebene  liiert  also  eine  congruettte 
Abbildung  der  ersten. 

U.     Die  Function  t+  iu    gehe   aus  x  +  ij/    durch  Multipli- 
cation  mit  einer  complexen  Constante  a  +  ih  hervor, 

(7)  l  +  iu={a  +  ib)  (x  +  it/). 

Hier  gehört  zu  dem  Punkte  x  +  iy=0  der  ersten  Ebene  der 
Punkt  t+iu:^0  der  zweiten.  Da  ferner  die  Gleichung  (7)  in 
Bezug  a«ix  +  iy  und  l  +  iu  genau  ebenso  gebildet  iat,  wie  die 
Gleichung  (1)  des  §10(5  in  Bezug  auf '/a:+»dy  und  dt  +  idu, 
so  gilt  dasjenige,  was  dort  von  Dreiecken  mit  unendlich  kleinen 
Seiten  gesagt  ist,  hier  fUr  Dreiecke  von  beliebigeu  Seiten,  deren 
eine  Ecke  in  den  Nullpunkt  der  betreffenden  Ebene  fUllt. 
Indem  also 
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(8)  a  +  ib^  )'n'  +  (i*  (cos  j-  +  t  sin  y) 

gesetzt  wird,  erweist  sich  die  AbbiUlnng  als  eine  Bolcbe,  bei 
der,  nachdem  der  Nnlliiunkt  der  eraten  Ebene  auf  den  Nnll- 
ptinkt  der  zweiten,  ferner  das  System  der  xj/Axen  auf  das 
System  der  tu  Axen  gelegt  und  um  den  Winket  y  gedrebt, 
nachdem  endlich  jede  in  der  ersten  Kbcne  Ton  dem  Nullpunkt 
ausgehende  gerade  Linie  in  dem  Verhiiltniss  von  1  zn  ]'a'  +  fc* 
vergriissert  ist,  die  nunmehr  eorrespondirenden  Punkte  der  beiden 
Rhenen  zur  Deckung  kommen.  Demnach  liefert  die  sweite  £%ew 
eiiie  Abbililung  der  ersten,  bei  welcher  ewischen  den  entsprechen- 
den  Tlteilen  vollkommene  Achnlichkeit  stattfindet,  und  die  Vor- 
grüssertaiff  der  zugeordneten  Linien  im  Verhältniss  der  Mnheil 
zu  der  Grösse  y'a*  +h*  geschehen  ist.  Offenbar  nimmt  auch  diese 
Abbildung  die  Eigenschaft  der  Congruenz  an,  wofern  o'  +  ft", 
die  Norm  der  complexen  Coustaute  a+ ih,  gleich  der  Einheit 
wird. 

ni.    Die  Function  t  +  iu  werde  durch  Division  von  x  +  iy 
m  die  positive  EinJmt  erzeugt, 

(9)  (  +  114  = 

Durch  Trennung  des  reellen  und  imaginären  Theils  koriimco 
fllr  /  und  M  die  Ausdrucke 

t=        "^       ,    u=-p^~, 
x'  +  f/'  a»  +  y' 

ans  denen  dnrL'h  Quadriren  und  Addiren  die  Gleichung 

(II)  f'+H'=       ,   '       , 

entsteht.  Wir  wollen  nun  in  der  ersten  Ebene  fUr  gogelicne  WetI 
von  X  und  y  denjenigen  Punkt  eonstrniren,  dessen  erste  Coordinat« 
gleich  t,  dessen  zweite  Coordinate  gleich  w  ist.  Wegen  derülci- 
chungen  (10)  entstehen  (  und  «  beziehungsweise  an»  x  und  — jr 
durch  Multiplication  mit  derselben  positiven  Grösse.  Sobald 
daher  von  dem  Nullpunkt  0  der  xy  Ebene  nach  dem  Pankte 
(3!,  —  y)  oder  R  eine  gerade  Linie  gezogen  nud  über  It  hiauf 
unbegrenzt  verliingert  wird,  so  befindet  sich  ant  der»elb<'n  nolk- 
wendig  der  nufnusuchcnde  Pnnkt  7?,.  Die  Quadrate  der  von 
demselben  Punkte  0  ausKthendeu  Strecken  oder  radii  rector» 
Oli  nnd  OH,  sind  beziehungsweise  gleich  a,'  +  y'  und  !'+•', 


1 


(10) 
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mithin    uidsb  in  Folge   der  Gleiehunj^  (11)   zwi.sclLbii    dcnsellten 
die  Gleichung 

OR.OR,=--  1 
heBteben.  Also  wird  der  Ort  dee  l'unktes  B,  dndurch  bestimmt, 
dass   er  auf  der   von  0  nach   dem  Punkte  li  gezogenen  and 
eventuell  über  R  hinaus  verlängerten  Linie  in  derjenigen  Ent- 
fernung  von   0  liegt,    welche   gleich   dem    rt-ciproken  Werthc 
der  Entlernung  OR  ist.     Das   Gesetz,   nach   welchem  jedem 
Punkte   R   der  Ebene    ein  Pnnkt  R,    zugeordnet    ist,    hat   die 
leicht  erkennbare  Eigensi'baft,   dass,   wenn  der  Punkt  R  inner- 
halb eines  mit  der  Einheit  als  Radius  um  0  hcschriebeneu  Kreises 
angenommen  wird,  der  entsprechende  Punkt  R,  ausserhalb  dicHei4 
Kreises  Rillt,  und  das«  umgekehrt,  wenn  It  die  Stelle  des  anfangs 
mit  R,  hezeiehneten  PnnktcH  erhält,   R^-  an  die  Siello  des  frtl- 
lieren  Punktes  R  tritt;  dass  ferner,  wenn  R  iu  die  Peripherie  des 
genannten  Kreises  rückt,  der  entsprechende  Punkt  7?,  mit  R  zu- 
samnienrdllt.    Man  nennt  diese  Beziehung  der  Punkte  R  und  R,, 
Welche  von  Ncuion  in  den  Principicn,  liber  I,  sectio  XII,  und 
Seitdem  vielfach  angewendet  ist,  das  l'riticip  der  rcciprohn  raäii 
vector&s.    Um  eu  dem  Punlie  x  +  iy  der  ersten  Ebene  den  Punkt 
t  -k-  \H  der  sirciien  sti  consiruiren,   hat  man  in  dtr  ersten  Ebene 
^u  dem  Punicte  x  +  iy  oder  (x,  y)  den  zugehörigen  Punkt  (x,  ~y) 
tider  x  —  iy  aufzusuchen,  welcher  nach  I,  §  42,  wofern  die  Axe 
<ier  reellen  Werihe  als  Spiegel  dient,  das  Spiegelbild  des  erstem 
-ist.     SolHÜd  dann  für   den  Punkt  {x  —  iy)  oder  R  der  nach  dem 
erwähnten  Frincip  der  reciprokcn  radti  vcctores  zugehörige  Punkt 
Jt,  conslruirt,  und  die  erste  Ebene  mit  aufeinander  fallenden  Null- 
j^uvklen  und  Axensystemen  auf  die  zweite  gelegt  wird,  so  coinci- 
<Jtr(  der  Punkt  R,  mit  dem  Punkte  t  +  iu. 

Bei  der  vorliegenden  Function  t  +  iu  ist  zu  beachten,  dass, 
Tvenn  die  Norm  der  Variable  x  +  iy  der  Null  genähert  wird, 
die  Norm  von  t  +  iu  Über  jedes  Mass  hinauswächst,  und  dass 
einer  über  Jedes  Mass  wachsenden  Norm  x'+y^  eine  gegen 
die  Null  abnehmende  Norm  t'  +  m*  entsprielit.  Man  ndlsstc 
daher,  um  ganz  strenge  zu  sein,  in  der  ersten  Ebene  den  Punkt 
x+iy  =  0  mit  einem  kleinen  Flächcnsttlek,  etwa  einem  Kreise 
von  einem  kleinen  liadius  q  umgeben,  und  diesen  Theil  der 
Fläche  anBachliessen,  desgleichen  wäre  die  Betrachtung  auf  das 


GM  ÜHJiiK^lrisuJie  buuturig. 

Innere   einea  Kreisen  zu    besubräuken,  welcher  um  den  Punkt 

x  +  iff=(}  mit   einem   beliebig   (grossen  Radius        besehrieben 

ist.  Vermtige  der  Gleichung  {'J)  enlsprieht  dem  Theile  der 
ersten  Ebene,  weliiher  von  den  mit  den  Radieu  q  und  Eins  am 
den  Nullpunkt    beHeliriebenen  Kreisen    begrenzt   ist,    derjenige 

Theil  der  zweiten  Ebene,   welcher  von  den  mit  den  Radien 

e 
und  Eins  um  den  Nullpunkt  beschriebenen  Kreisen  iK'Kreüzt 
wird,  und  gleichzeitig  entspricht  dem  Theile  der  ersten  Ebene, 

der  von  den  mit  den  Radien  Eins  und  —    um    den   Nullpunkt 

beseliriebuncn  Kreisen  begrenzt  ist,  der  Theil  der  zweiten  Ebene, 
der  von  den  mit  den  lUulien  Eins  und  a  um  den  Nnllpunkt  be- 
schriebenen Kreisen  begrenzt  wird.  Doch  ist  mii»  übereinge- 
kommen, den  kürzeren  Ausdruck  anzuwenden,  dass  zu  dem  Punkt 
x  +  ii/^O  der  ersten  Ebi^ne  der  im  Unendlichen  liegende  Pankl 
der  zweiten ,  und  dass  zu  dem  im  Unendlichen  liegenden 
Funkt  der  ersten  Ebene  der  Punkt  /+iw  =  0  der  zweiten  ge- 
höre. Diese  Auadrucksweise  schliesst  sieh  an  die  in  §  K)6  ge- 
hrauchte Bezeichnung  an,  nach  der  man  sagt,  dass  die  Function 

■ r~  für  den  Werth  x+iy==ii  aufhöre,  endlich  nnd    slctic 

j:  +  i!f  ^  ^ 

zu  sein. 

IV.     Mit    alleiniger  Anwendung    der    in    1,  11,  Hl    nnler- 

suchten  Opeiatiiiiteu  lässt  sieh  ein  üriich  bilden,  dessen  Sü&hlet 

und  Nenner  ganice  rationale  Functionen  des  erste»  GradM  von 

j;  +  iy  sind.     Wenn  doAw  t  +  tu  gleich  der  folgenden  Ftatctkm 

von  x  +  iy  ist, 

14.;»-  ('!+-*'')  (^+  ;y)+a.  +  Jft, 
{c+idy{^  +  iy)+-c,+iä,' 
wo  die  vorkommenden    vier   eomplexcn  Constanten,   damit    t-*-tm 
nickt  gleich  einer  Constante  wurde,  nur  die  Bedingung  tu  erfidUn 
hüben,  dass  der  Ausdruck 

{Vi)  E=(a  +  ib)  (c,  +  irf,)  -  (a.  +  ib,)  (c  +  id) 

nicfä  gleich  Null  sei,  so  kann  nach  dem  VorhergrMndtn  dit  Ab- 
bildung der  xy  Ebene  auf  die  tu  Kbenc  durch  Verbinimnf  dir 
drei  Arten  der  Abbiläuny  hervorgebracht  Kcrdcn,  die  dtirth  1,  U, 


(12) 
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III  characterisirt  sind.  Die  Ausführang  bietet  keine  Schwierig- 
keit dar. 

f  110.    FnnotlonMi  von  mehrorMi  ooiiipl«x«i  Variabelii. 

Man  kann  von  der  in  §  106  aufgestellten  Definition  einer 
Function  einer  complexen  Variable  zu  der  Definition  einer  Fiinc- 
tioQ  von  mehreren  complexen  Variabein  übergehen.  Für  einen 
Ausdruck,  welcher  aus  beliebigen  complexen  Constanten  und 
den  n  complexen  Variabein 

rational  gebildet  ist  und  die  Bezeichnung 

(1)  ^  +  itt  =  /*(^„  ^„...^J 

haben  möge,  wird  nach  den  in  §  105  angeftihrten  Grundsätzen 
das  vollständige  Differential  erhalten,  indem  man  vermöge 
der  für  das  Gebiet  der  reellen  Grössen  bekannten  Regeln  die 
partiellen  Differentialquotienteu  von  f{JS^J  r.^,...  ßj  in  Bezug  auf 
jg^y  ^9, . . .  ^.  nimmt  und  mittelst  derselben  den  Ausdruck 

(2)  dt  +  idu 

=  1^  idx,+idy,)  +  jl  (dx,+idy,)  + ...  +  |f^  {dx^  +  idy„) 

Mm  M 

aufstellt.  Dem  entsprechend  heisst  eine  Verbindung  ^  +  iei,  hei 
welcher  die  reellen  Bestandtheile  t  und  u  von  den  2n  reellen 
Variahein  x^^  y,,  x^^  y^^"-  ^n»  tfn  (^hhängen^  eine  Function  der  n 
complexen  Variahein  x^  +  iy^^  x^+iy^,,..  x^-^-iy^,  wofern  für 
die  Verbindung  der  vollständigen  Differentiale  dt  +i du  die  Glei- 
chung 

(3)  dt^idu^{^,-\-irj^){dx^^idy,)  +  . ..  +  (f,+iO(^^-+«^y«) 
besteht,  in  der  ^j,  ly,,  f^,  rj^j-"  f«?  n„  ^^^^  Functionen  der  2n 
reellen  Variahein  bedeuten. 

In  Folge  der  Gleichung  (3)  hat  jede  der  Verbindungen 
?i+ *  Vv  ^"^  *  Vii  •  •  •  ?«+  *  Vn  wieder  die  Eigenschaft,  eine  Func- 
tion der  n  complexen  Variabein  ar,  +  i  y^  x^'{'  i  y^»  •  •  •  ^i,+  *  Pn  ^^ 
sein.  Den  Beweis  wollen  wir  für  zwei  Variabein  mittheilen; 
derselbe  lässt  sich  für  beliebig  viele  Variabein  ebenso  iUhren. 
Bei  n  =  2  enthält  die  Gleichung  (3)  die  Gleichungen 
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dt 

-^., 

du 

dx^ 

=  ^i, 

dt 

BXf 

=  ?.. 

du 

dx. 

=  v„ 

dt 

=-  '/i. 

du 

=  ^., 

dt 

— '  — 

^«. 

du 

=  ?.: 

(4) 


für  $, +  t^i  und  ^^+if]^  sind  die  entsprechenden  Systeme  von 
Gleichungen  zu  beweisen.  Wegen  der  vollständigen  Symmetrie 
braucht  man  nur  einen  Ausdruck,  etwa  ^, +  «9,i  zu  betrachten; 
für  diesen  handelt  es  sich,  wenn  man  den  Gebrauch  neuer  Be- 
zeichnungen ersparen  will,  um  die  Gleichungen 

Die  beiden  Gleichungen,  in  denen  ^^  und  ry^  nach  x,  und  y, 
differentiirt  sind,  folgen  aus  den  Gleichungen  (4),  in  welchen  / 
und  u  nach  x^  und  y^  differentiirt  vorkommen,  genau  so  wie 
in  §  108  die  Gleichungen  (3)  aus  den  Gleichungen  (2).  Da- 
gegen leitet  man  die  beiden  übrigen  Gleichungen  (5)  folgender- 
massen  aus  (4)  ab: 


(6) 


(7) 


/ 

dx^              dx^              Ox^              dy^ 

a?.          ^E,          di^          dri, 

dx.,                dx,                t).r,                tij/. 

K.^;,)_<t".)_  ÜB    Kiy 

dx^                dx^                      dx^^                      Oy^ 

df],                 drj^                      dtj^                   Oi, 

Ox^                dx^                      dx^                  dy^ 

wodurch  unsere  Behauptung  gerechtfertigt  ist. 
Unter  der  Voraussetzung  von  (3)  wird 

respective  der  von  der  Function  t  +  iu  nach  der  Variable 
^{"^^t/v  ^2+»y2*--.  ^Ä  +  *y«  genommene  partielle  Differential- 
quotient  genannt,  und  zwar  kommen  die  Bezeichnungen 
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zur  Anwendung.  Auch  liegt  in  dem  Bisherigen  die  Berech- 
tigung, das  Verfahren  der  partiellen  Differentiation  der  Func- 
tion t  +  iu  in  Bezug  auf  die  einzelnen  complexen  Yariabeln  zu 
wiederholen,  und  so  partielle  Differentialquotienten  von  beliebi- 
gen Ordnungen  abzuleiten. 


Capitel  IL 

Umkehmng  einer  Function  einer  complexen 

yariabeln  Grösse. 

I  Ul«  A]ialytlsoh«r  und  9«omotilsoh«r  ProooM  d«r 
VwßkMunukg  «lB«r  Fnnotlon  einer  oomplezen  ▼ariablen  Chrdese. 

Wenn  t-^-iu  eine  gegebene  Function  von  x  +  iy  bedeutet, 
also  t  und  u  gegebene  Functionen  von  x  und  y  sind,  so  kann 
die  Umkehrung  dieses  Systems  von  Functionen  geucht,  und 
vermöge  der  Grundsätze  des  Capitels  XIV,  Abschnitt  I,  die 
Abhängigkeit  ermittelt  werden,  in  welcher  x  und  y  von  t  und 
tt  stehen.  Hierbei  zeigt  sich,  dass  x  +  iy  wieder  eine  Function 
von  t  +  iu  ist  Dem  §  103  entsprechend  wird  unter  der 
Voraussetzung,  dass  einem  Werthsystem  x  =  x{0),  y='y{0) 
das  Werthsystem  t=t{0)y  tt  =  M(0)  zugeordnet  sei,  das  zu 
x  =  x{\),  y  =  y{\)  gehörende  Werthsystem  t  =  t{l)j  u  =  u{l) 
bestimmt  Dann  hat  man  zuerst  das  System  von  gewöhnlichen 
Differentialgleichungen 

_  dt 
dx 
du 

0) 

du         dt      du         dt     du 
dx    dy  dy    dx 

und  hierauf  das  System  von  eben  solchen  Differentialgleichungen 


ds 

1 

9 

dt 

dx 

du 

's'y 

d^ 

dt 

du 

dx 

dx 
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(2) 


du 


dx 

sy 

dt^    dt 
dx 

dy_ 

du          dt     du 
dy         dy    dx 
du 

dx 

dt         dt 

du          dt     du 

dx    dy         dy    dx 
in  der   dort   bezeichneten  Weise  zu   integriren.    Zugleich  folgt 
ans  (18)  des  §  104,   dass,  sobald  man  x  und  y  als  Functionen 

von  t  und  u  auffasst,   die    in  (1)  itir  -^  und  -, ->   in  (2)   für 

du  du 

~  und  ~  angegebenen  Ausdrücke   beziehungsweise  den  par- 
tiellen Differentialquotienten  -r— >  ir->  ^>  -y  gleich  sind.  Ans 

der  tUr  die  Function  t  +  iu  geltenden  Definitionsgleichung 
(3)  d^  +  fVi  tt  =  (^  +  %  >j)  {dx  +  idy) 

folgen   nun   characteristische  Vereinfachungen.    Weil  die  Glei- 
chungen 

dt  du 


(4) 


oy 

dt 


d  X 

d  u 

d  X  dy       ' 

gelten,  so  erhält  die  Functionaldeterminante  der  Fufictio9ien  t  «m<' 
u  den  Werth 


didju_d±djA^ (dtv   /iiV_ (iA' .  (i^y^ £ 

^^^  dxdy  dydx  \dx)'^\dy)  \dx)  \dy)  ' 
der  gleich  einer  Summe  von  zwei  Quadraten  ist.  Ferner  ent- 
stehen aus  (1)  und  (2),  indem  auf  der  linken  Seite  die  Zeichen 
der  partiellen  Differentialquotienten  eingeführt  werden,  die  Glei- 
chungen 

du 

dx  dx 

du 


(6) 


m'^m 


du 

^y 


du      (OjiV     (Ou\* 
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(7) 


dx 


dt 


(0^(0 

dt_ 


\dx)  ^  \Sy) 


8 


Da  die  beiden  Nenner  denselben  Werth  haben,   so  giebt  die 
Anwendung  von  (4)  das  Resultat 

j   dx^ d^ 

üy dx 

nach  welchem,  wie  vorhin  behauptet  wurde,  in  der  That  x+iy 
eine  Function  von  t  +  iu  ist. 

Wofern  x  und  y  schon  als  Function  von  t  und  u  bestimmt 
sind,  erweist  sich  x-^-iy  dadurch  als  Function  von  ^  +  fu,  dass 
die  Gleichung  (3),  indem  beide  Seiten  mit  ^  + 1  j^  dividirt  wer- 
den, in  die  Gestalt 

1 


(9) 


dx-^-  %du  = 


5  +  i^ 


{dt-¥%du) 


ttbergeht.  Auch  sieht  man  sogleich  ein,  dass  der  von  x  +  iy 
'nach  t^iu  genormnene  Differentialquotient  gleich  dem  reciproJcen 
JVerthe  des  von  t  +  iu  nach  x-¥%y  genommenen  Differentiälquo- 
tienten  ist.    In  der  betreffenden  Gleichung 

d{x  +  iy) 1 

d\t-¥  iu)  "^ 


(10) 


5  +  iJ? 

■ 

ist  die  Regel  des  §  11  verallgemeinert. 

Bei  der  geometrischen  Betrachtung,  in  welcher  x-^-iy 
einen  Punkt  einer  ersten,  t  +  iu  einen  Punkt  einer  zweiten 
Ebene  bezeichnet,  läuft  der  Satz,  dass,  wenn  t'\-%u  eine  Func- 
tion von  x  +  iy  ist,  auch  umgekehrt  x+iy  eine  Function  von 
t-^-iu  sein  muss,  auf  die  augenfällige  Thatsache  hinaus,  dass, 
wenn  mit  einem  Dreieck  der  ersten  Ebene  von  unendlich  klei- 
nen Seiten  das  zugeordnete  Dreieck  der  zweiten  Ebene  ähnlich 
und  gleichliegend  ist,  auch  das  erste  Dreieck  mit  dem  zweiten 
ähnlich  und  gleichliegend  ist.    Ferner  hat  der  Umstand,  dass 
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bei  der  VertausL-huug  der  beiden  Elienen  statt  $  +  iti  Act  Äas- 
drnck  c — ,-  auftritt,  und  daas  durch  RiufUhrung  der  in  (U)  Avi 
§  lOti  bestcicfaneten  Griisuen  die  GleicIinDgen 


(11) 


=a(co8/  +  t8inj'),^ 


(cügy— isiny) 


n+i,- 

entstehen,  den  cbeiitalls  evidenten  geuniGtriiteh«n  Inüalt,'dMi 
hei  dieser  Vertansclinng  das  Verhältnis»  der  linearen  Vcrgrfte- 
seritng  in  den  rcciproken  Werth  und  der  durch  /  dargestellte 
Ürehnngswinkel  in  dtn  gleichen  und  entgegengesetzten  Werlii 
verwandelt  wird. 

Was  die  zur  Lfit>nng  der  Unikehrungsanfgahe  gebildeten 
Systeme  von  gcwfihnlichen  DifTcrentialgleichiingen  unlan^,  «o 
bestimmt  naeb  §  \()'ti  das  System  (1)  auf  der  ersten  Ebene  die- 
jenige von  dem  l'nnkt  ,r(0)  +  t»/(nj  ausgebende  Linie,  weicht- 
y.u  der  auf  der  /.weiten  Ebene  von  dem  Punkte  /{i>)+ii*(")  bis 
zu  dem  l'tmkte  t(f))+  i  «(1)  gezogenen,  mit  der  u  Axe  parallelen 
geraden  Linie  gebiert,  ferner  giebl  das  System  (2)  auf  der  erslco 
Ebene  die  Linie,  welche  an  die  so  dien  bezeichnete  anschliiwst, 
zu  der  auf  der  zweiten  Ebene  von  dem  Punkte  /(*•)  + "«fO  bi» 
zu  dem  Punkte  l{l)  +  iu(l)  gezogenen  mit  der  /  Axe  itarailelen 
geraden  Linie  gehört,  und  den  gesuchten  Punkt  a.(l) +ij(l) 
zum  Endpunkt  hat. 

Von  hesDuderer  Wichtigkeit  fUr  die  Umkehrangjaafgabc 
ist  die  Voraussetzung,  dass  die  betreffende  Funetionaldt-lenBl- 
nante  nicht  verschwinden  darf.  In  Folge  von  (3)  ist  die  leti- 
tere,  wie  in  (5)  angegeben,  gleich  der  Qaadratsnmme  p  +  *i*, 
und  kann  daher  nur  mit  der  compicxen  Grösse  $  +  *';  niwuB- 
men  verschwinden.    Sobald  fUr  einen  Wertb  x  +  ig  der  tKffs- 


.  .''('Jii. 


gleich  Null   wird,  vcriieren 


die  Schlüsse,  mittelst  deren  in  §  ^W  aus  der  dnrtigcn  Oluiehniis 
(1)  gefolgert  wurde,  dass  das  in  der  zweiten  Ebene  boflndllchr 
Dreieck  von  den  Ecken  (12)  dem  in  der  ersten  Ebene  befind* 
liehen  Dreieck  von  den  Ecken  (II)  ähnlich  sei,  wie  dort  be- 
merkt ist,  ihre  Gültigkeit,  und  unter  dieser  VoraussetiBBg  feUl 
du  Recht,  nua  der  obigen  Gleichung  (3)  die  Gleicbmg  (9)  ab- 
uUeitra. 
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Wir  wenden  uns  jetzt  zn  der  Umkehrung  der  rationalen 
Functionen  einer  complexen  Variable,  und  beginnen  mit  der 
gebrochenen  Function,  welche  in  §  109  unter  IV  angeführt  ist, 
deren  Zähler  und  Nenner  ganze  rationale  Functionen  des  ersten 
Grades  von  x  +  iy  sind, 

hierbei  wird  die  Verbindung 

(13)  E=(a  +  ib)(c,  +  idj  — (a,  +ib,){c  +  id) 

als  von  Null  verschieden  vorausgesetzt.    Aus  (12)  ergiebt  sich 

für  x-\-iy  eine  Gleichung  des  ersten  Grades,   deren  Auflösung 

die  Bestimmung 

liefert.  Es  wird  also  x  +  iy  ebenfalls  gleich  einem  Bruche,  des- 
sen Zähler  und  Nenner  ganze  rationale  Functionen  des  ersten 
Grades  von  t  +  iu  sind,  und  bei  dem  die  mit  E  correspondirende 
Verbindung  ebenfalls  gleich  E  ist.  Nach  (12)  gehört  zu  jedem 
x  +  ty  ein  eindeutig  bestimmter  Werth  t  +  iu,  nach  (14)  zu  je- 
dem t-^iu  ein  eindeutig  bestimmter  Werth  x-hiy.  Für  die 
betreffenden  Differentialquotienten  entstehen  aus  (12)  und  (14) 
nach  §  105  und  107  die  Ausdrücke 

^r;^  d(f±iu)_ E 

^^""^        .      dix-hiy)       ((c  +  id)  {x  +  iy)  +  c,  +  id,y  ' 

nfi\  ^^^+iy) E^ 

^^"^  d(t-^iu)       {-{c-{-id){t+iu)  +  a  +  iby  ' 

deren  Product  gleich  der  Einheit  sein  muss;  dies  wird  durch  die 
aus  (12)  folgende  Gleichung 

(17)  ((c  +  fd)(a;f  »y)+c, +iö[,)(— (c+id)(/  +  iM)  +  a  +  t6)  =  -E: 
bestätigt  Wie  man  sieht,  nähert  sich  der  Differentialquo- 
tient -TT — ;-^T-  dann  und  nur  dann  der  Null,   wenn  die  Norm 

von  x+iy  über  jedes  Mass  zunimmt  und  ^  +  iu  = ——r^r wird; 

derselbe  Differentialquotient  hat  dann  und  nur  dann  eine 
filier  jedes  Mass  wachsende  Norm,   wenn  die  Norm  von  l  +  iu 

Aber  jedes  Mass  wächst  und  x  +  ii/  =  — ^ — ^.  V  wird.  Beider 
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in  (12)  dargestellten  Abhäcgigkeit  entsprechen  daher  (Ji?  g&me 
xy  und  die  ganze  ^tiEhene  einander  eindeutig  mit  einer  in 
den  zugehürigen  kleinsten  Tliellen  vorhandenen  Aehnlichkeit. 
Ausnahmen  von  diesem  Gesetz:  tinden  nnr  dann  statt,  sobald  der 

Punkt  a;+i!/  dem  Werthe ~ir^A''   ^^^  soha'd   der  Punkt 

(  +  iti  dem  Werthe  —4-j  genähert  wird,  nnd  zwar  in  der  Weise, 

dass  im  ersten  Falle  einem  Dreieck  von  unendlich  kleinen  Sei- 
ten  in  der  ersten  Ebene  nicht  mehr  ein  ähnliches  Dreieck  von 
unendlich  kleinen  Seiten  in  der  zweiten,  nnd  im  zweiten  Falle 
einem  Dreieck  von  nnendüch  kleinen  Seiten  in  der  zweiten 
Ebene  nicht  mehr  ein  ähnliches  Dreieck  von  unendlich  kleineu 
Seiten  in  der  ersten  Ebene  entspricht. 


%  112.    UmksltraBff  einer  positiven  ganxen  Potoas  • 
V&rlftble.    nrindniigepaiikt  einer  Blemum'toheii  1 

Die  Fordeniiig,  ^us  der  Gleichung 

(1)  t+iu={x+  iy)\ 
in  welcher  B  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl  bedeutet,  x+ij 
als  Function  von  t-\-iu  zu  bestimmen,  fällt  mit  der  Anfgubc  »- 
sammen,  eine  reine  Gleichung  des  nten  Grades  anfzulrisen,  in 
welcher  f  +  iw  beliebig  gegeben  ist  und  die  Unbekannte  mit 
x  +  iy  bezeichnet  wird.  Von  der  letztem  Aufgabe  ist  in  I.  §33 
eine  fllr  jeden  Wertb  von  n  geltende  vollständige  BehandlDD;; 
mitgctheilt  worden,  bei  welcher  die  Eigenschaften  der  trigoni)- 
metrischen  Functionen  benutzt  sind.  Dann  folgt  in  1,  §  34  eine 
Auflösung  der  reinen  quadratischen  Oleichnng,  wobei  onr  die 
Ansziehnng  von  Quadratwurzeln  aus  reellen  positiven  GrSsMii 
zur  Anwendung  kommt.  Zufolge  dieser  Methode  geottgeM  der 
Oleichnng 

(2)  t-Viu  =  ix  +  iyY 

zwei  und  nur  zwei  Werthe  von  x+iy,  welche,  Bofern  nian  dk 
mit  dem  Vorzeichen  von  u  versehene  Einheit  mit  l  boseiduKt 
und  die  Quadratwurzel  positiv  nitumt,  folgendenuasBen  I 

(3)  x  +  iy=      ^'—-^ —  +h'  2 » 
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[4) 


&«f  die  vorstehenden  Ausdrücke  ist  in  §  14  dieses  Bandes  eine 
rein  analytische  Definition  der  inversen  und  directen  trigono- 
metrischen Functionen  gegründet  worden,  aus  der  die  Eigen- 
i6haften  der  trigonometrischen  Functionen  folgen,  welche  zur 
Beherrschung  der  mit  einem  beliebigen  n  gebildeten  Gleichung 
[1)  gebraucht  werden. 

Da  der  Differentialquotient 

für  den  Werth  a;  +  ty  =  0  verschwindet,  so  hat  man  nach  dem 
rorigen  §  fttr  die  Umgebung  des  zugeordneten  Punktes  der 
drsten  Ebene  eine  in  den  kleinsten  Theilen  ähnliche  Abbildung 
nicht  zu  erwarten.  Sobald  die  Grössen  x,  y,  t,  u  wie  die  ent- 
sprechenden Grössen  in  I,  §  33  durch  die  Polarcoordinaten 

(6)  j;  =  rcos^,  y  =  rsin^,  ^  =  «cosi]p,  u  =  s sin q> 
ausgedrückt  werden,  wobei  r  und  s  stets  positiv  sind,  verwan- 
delt sich  (1)  in  die  Gleichung 

(7)  s  (cos  q)  +  %  sin  y)  =  r"  (cos  w  d  +  t  sin  n  d) ; 
hiemach  wird 

(8)  scosg)  =  r"cosnd,  5sin9>  =  r"8inn^, 
und 

(9)  8  =  r",  cos  g)  =  cos  n  &,  sin  9>  =  sin  n  &. 

Der  Betrag  r  der  complexen  Grösse  x  +  iy  giebt  für  die 
erste  Ebene  den  Abstand  des  Punktes  x  +  iy  von  dem  Null- 
punkt, der  mit  dem  Werthe  Null  beginnende  Winkel  ^  den 
Drehnngswinkel  des  radius  vector  an,  dessen  An&ngslage  mit 
der  positiven  x  Axe  zusammenrällt;  s  und  9  haben  fUr  den 
Punkt  t  +  iu  der  zweiten  Ebene  die  entsprechende  Bedeutung. 

Wegen  der  Gleichung  5  =  r"  bleibt  bei  ungeändertem  Betrage 
r  der  Betrag  8  ebenfalls  ungeändert.  Während  in  der  ersten 
Ebene  der  Punkt  x  +  iy  um  den  Nullpunkt  auf  einer  Kreislinie, 
deren  Halbmesser  den  festen  Werth  r  hat,  fortschreitet,  und  ^ 
von  der  Null  stets  zunehmend  zu  einem  Werthe  ^,  übergeht, 
bewegt  sich  der  zugeordnete  Punkt  ^  + 1 1<  in  der  zweiten  Ebene 
auf  einer  Kreislinie,  deren  Halbmesser  gleich  s  ist,  und  der  be- 
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treffende  Winkel  f,  der  beständig  gleich  dem  n  fachen  Winkel 
^  ist,  wäi'list  von  der  Null  bis  zu  dem  Werthe  tf>,^n9^.  Es 
sei  nun  ^,  kleiner  als  der  nte  Tlicil  der  ganzen  Peripboriv 
2  n,  so  dass  f/i  kleiner  als  2  n  bleibt,  dann  entspricht  dem  Drei- 
eck der  ersten  Ei>ene  mit  den  Eckpunkten 

r,  0,  r(co8if,  +  t  sin*,) 
das  Dreieck  der  zweiten  Ebene  mit  den  Eckpunkten 

3,  0,  s(eoa9',4- 1  sin  ff,); 
auoh  werden  für  einen  hinreichend  kleinen  Werth  von  r  a 
die  Seiten  dea  ersten  wie  des  zweiten  Dreiecks  beliebig  klein; 
jedoch  findet  zwischen  den  beiden  Dreiecken  vermöge  der  Un- 
gleichheit der  an  den  Nullpunkten  liegenden  Winkel  keine 
Aehnlicbkeit  statt. 

Zufolge  1,  §  33  entsprechen  einer  beliebig  gegebeoen 
GrBsse  (  +  tu  =  3(co8  (f +  isiu^)  die  n  von  einander  venchiedt- 
tun  Werthe  von  x  +  iy, 

(10)  ys  Icos  ' +i8in  ^-— 1. 

wobei  h  der  Reihe  nach  gleich  0, 1,  2, . .  n  —  1  zu  setzen  ia. 
Daselbst  wird  x  +  iy  eine  n-dmtigc  Function  von  t+iu  gciianDt, 

und  nach  I,  §  54  durch  das  n-d^ttge  Wurecleeicheti  ^t  +  ig  iat- 
gestellt,  statt  dessen  man  auch  das  Zeichen 

(11)  x  +  is={t  +  iu)' 
gebraucht.    In  der  geometrischen  Repräsentation  entsprichl 
einem  Punkte  x  +  iy  nur  ein  Punkt  t+  tu,   wiüircnd  su  i 
Punkt©  t+iu  hingegen  »  Punkte  x  +  iy  gehören,  die  naoll  { 

anf  dem  Umfunge  des  mit  dem  Halbmesser  ^s  nm  den  Null- 
punkt beschriebenen  Kreises  so  liegen,  dass  sie  die  Kreislinie 
in  n  gleiche  Tbeile  theilen.  Eine  neue  Ansicht  dieser  ßcziehuii)C 
entsteht  ans  einem  Gedanken,  der  in  §  ^3  zu  einem  anderfa 
Zwecke  angewendet  ist,  Man  darf  sich  vorstellen,  d»«s  du 
absubildende  ebene  StUck  wie  ein  Blatt  auf-  der  xyKbeof 
liege,  dass  jeder  kleinste  Theil  dieses  Blattes  den  zugoordnetfii 
kleinsten  Theil  eines  auf  der  tu  Ebene  befindlichen  elwnen  Blall« 
erzenge,  und  dass  die  Theile  des  zweiten  Blattes  genau  in  der- 
selben Weise  wie  die  correspoudireuden  Theile  des  eratcn  iUattei 


§112.  Geometrische  Deutung.  667 

Stetig  zusammenhängen.  Wir  betrachten  jetzt  den  Theil  der 
xy  Ebene,  welcher  nach  den  obigen  Bezeichnungen  durch  den 
vom  Nullpunkte  nach  x  +  iy  gezogenen  festen  radius  yector  r 

bestrichen  wird,  während  der  Winkel  ^  von  0  bis  —  zunimmt. 

n 

In  Folge  dessen  bestreicht  in  der  /u  Ebene  der  vorn  Nullpunkt 

nach  t-^-iu  gezogene  feste  radius  vector  s  das  Flächenstück, 

fUr  welches   der  Winkel  (p  von  0  hi%  2n  wächst.    Nach  der 

angegebenen  Vorstellung  liegt  nunmehr  auf  der  ersten  Ebene 

ein  Kreissector  von   dem  Winkel  —    und   dem  Halbmesser  r, 

welcher  auf  der  zweiten  Ebene  einen  Kreis  vom  Radius  s  erzeugt. 

Wofern  der  Winkel  ^  nochmals  um  —  grösser  wird,  beschreibt 

der  Winkel  tp   eine   zweite    Kreisperipherie;    jedem    Zuwachs 

von   9   um  —  entspricht   also   die    Zunahme   von   q>   Mm   2n, 

Mithin  liegen  auf  der  ersten  Ebene  n  auf  einander  folgende 
Sectoren,  bei  denen  der  n  te  an  den  ersten  anschliesst  und 
dadurch  ein  kreistbrmiges  Blatt  vollendet.  Auf  der  zweiten 
Ebene  befinden  sich  dagegen  n  kreisförmige  Blätter,  bei  denen 
nach  der  gegebenen  Regel  *der  letzte  Radius  vector  des 
ersten  mit  dem  ersten  radius  vector  des  zweiten,  der  letzte 
radius  vector  des  zweiten  mit  dem  ersten  radius  vector  des 
dritten,  u.  s.  f.  der  letzte  radius  vector  des  nten  mit  dem 
ersten  radius  vector  des  ersten  Blattes  zusammenhängt.  So 
entsteht  ein  Ganzes  von  n  über  einander  liegenden  in  der  be- 
zeichneten Weise  zusammenhängenden  Blättern,  wobei  das  letzte 
Blatt  wieder  mit  dem  ersten  verbunden  ist.  Dieses  Bild  einer 
n-blätterigen  Fläche  ist  von  Biemann  in  der  schon  erwähnten 
Inauguraldissertation  eingeführt  und  nach  ihm  benannt  wor- 
den. Die  so  eben ' beschriebene  auf  der  tu  Ebene  liegende 
ii-blätterige  Fläche  besitzt  den  Vorzug,  dass  jedem  Punkte  t-^iu 
derselben  ein  einziger  Punkt  x-\-iy  entspricht,  und  dass  daher 
x+iy  zu  einer  eindeutigen  Function  des  Ortes  t-hiu  auf  der 
Fläche  wird.  Insofern  ein  auf  jener  Fläche  durchlaufener  Weg, 
nachdem  um  den  bezeichneten  Nullpunkt  n  Windungen  gemacht 
sind,  zu  dem  Ausgangspunkte  zurückführt,   hat  liictnann   einen 
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Windnng'Hpunkt, 


II 


Punkt  von  der  BeschatfeDheit  dca  Nitllpuuktes  einen  Windung»- 
punkt  genannt,  und  zwar  einen  Windimgspunkt  der  {n^\)len 
Ordnung. 

Vermitteist  der  allgemeinen  in  (10)  des  vorigen  §  enthal- 
tenen Regel  erliält  man  auB  (5)  für  den  DitTerentialqtiDtienli-ii 
der  iu  (U)  bezeichneten  Function  x-k-iy  den  Ausdrnck 

rf(.r  +  i,/)^  1 

d{l  +  iu)        n{x  +  iy)'^' 
Anf  der  rechten  Seite  ist  dann  derjenige  unter  den  n  Wertlien  « 


(12) 


von  {t  +  iu)  ,  dessen  Differentialquotient  gesucht  wird,  xu  sab- 
stitniren,  wodurch  die  Gleichung 


(13) 


(t  +  iu) 


entsteht.  Während  die  Function  (t  +  iuj  fllr  einen  gegen  i 
Null  abnehmenden  Betrag  von  t+iu  oder  für  eine  Annähe- 
rung von  t+iu  gegen  den  Werth  Null  einen  ebenfalln  gegen 
die  Null  convergirenden  Betrag  erhält,  wächst  dabei  der 
Betrag  der  rechten  Seite  von  (13)  über  jedes  Mass  hinaus. 
Mithin  bildet  der  Werth  t+iu  =  0  selbst  eine  Ausnahme,  fllr 
welche     die    Gleichung    (13)    strenge    genommen    nicht    mehr 


gilt; 


(14) 


=  m(x  +  ijt) 


nach  dem  eingeführten  Spraehgebrauche  ist  it  +  iu)  für 
t  +  iu:=0  zwar  noch  eine  endliche  aber  nicht  mehr  eine  stetig 
Function  von  ( +  iu. 

Da   (ÜT    eine    positive    oder   negative   ganze    Zahl 

Gleichung 

äitf  +  isy  , 
d(x  +  ig)  ' 
gilt,  so  wird  der  DifTerentiatquotient  einer  Potenz  von  t  ■+ 

mit  beliebigem  rationalem  Exponenten      >  welche    durch 

Gleichung 

(15)  it+iu)'={it+iu}'r 

definirt  itit,    und,   falls  m   und  n  keinen  gemeinsamen  Tbd 
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haben,    eine  n-deutige  Function  von  t-^iu  bildet,   nach  §  109 
durch  die  Gleichung 

m 

(16)  y^^TTT^i    =  -(t-htu) 

a(f  +  tu)  n  ^ 

ausgedrückt,  die  mit  (19)  des  §  9  übereinstimmt.  Auf  der  letz- 
teren beruht  die  Dififerentiation  der  algebraischen  mit  Hülfe 
von  Wurzelzeichen  dargestellten  Functionen  einer  reellen  Va- 
riable, so  dass  wieder  für  die  Differentiation  der  gleichnamigen 
Functionen  einer  complexen  Variable  die  gleichen  Regeln 
gelten. 


I  113.    ümkohmiig  einer  rattonalen  gansen  Fnnotioii  einer 
Variable.    Fnndamentaleats  der  algebraisohen  Oleiohiingen. 

Eine  beliebige  rationale  ganze  Function  des  nten  Grades 
Ton  der  Variable  x  +  iy  sei  folgendermassen  bezeichnet 

>  /•(a:+iy)=(a,  +  ib,)  {x^iyT  +  {a,  +  ib,)  {x  +  iy^'  +  •  •  +  a,  +  i6„, 

^obei  der  Coefficient  ao+tJ«   von  Null  verschieden  vorausge- 
setzt ist    Wenn  nun  bei  der  Gleichung 
(2)  t  +  iu=f(x  +  iy) 

die  Grösse  x-^-iy  als  Function  von  t  +  iu  betrachtet  wird, 
so  hat  man  für  jeden  beliebig  gewählten  complexen  Werth 
t{l)  +  iu(l)  alle  der  Gleichung  (2)  genügenden  Werthe  von 
x  +  iy  aufeusuchen.  Diese  ist  in  Bezug  srnf  x+iy  eine  alge- 
braische Gleichung  des  nten  Grades  und  liefert  nach  dem  in 
I,  §  61  u.  ff.  bewiesenen  Fundamentalsatze  stets  n  Wurzeln, 
von  denen  unter  gewissen  Bedingungen  mehrere  zusammenfallen 
können.  Somit  mrd  durch  die  Unikehrung  der  Gleichung  (2) 
die  Grrösse  x  +  iy  als  eine  n-deutige  Function  der  Grösse  t  +  iu 
bestimmt.    Für  den  Differentialquotienten  von  t  +  iu  ergiebt  sich 

l  f'ix  +  iy)=n{a^  +  ib^)(x  +  iyy  '  +  . .  .a^_i -h  1 6^,i, 

woraus  unter  Ausschliessung  der  Werthe,  ftir  die  f'{x  +  iy)  ver- 
schwindet, nach  (9)  des  §  112  der  Differentialquotient  von 
x  +  iy 


Punil&meDtHlstitz  der  algebrn lachen  Oleichun^en. 


rt-r 


-y) 


^^^  d(t  +  iu) 

bervorgeht. 

Es  wird  zn  einem  genaueren  Verstäudnias  der  Abhängig- 
keit, in  welcher  x  +  iy  von  l  +  iti  stellt,  beitragen,  wenn  wir 
von  dem  gegenwärtigen  Standpunkte  anf  -den  angeführten  Be- 
weis des  algebraischen  Fundaineutaltheorems  zurückblicken  nnd 
denselben  zur  LOsuug  der  Aufgabe  verwenden,  ftlr  den  so  eben 
mit  (fl)-4-iM{l)  bezeichneten  Werth  einen  Werth  *  +  »y 
niitteln,  der  die  Function 

(5)  t  +  iu-i{\)~iu(l)=f(x  +  iy)-t{\)-iu(l) 
zum  Verschwinden    bringt.     Das    dortige  Verfahren    lehrt 
Folge  von  Grössen  bestimmeii 

(6)  z"'^+  iy^'"=Z"'\  x^"+  fy"'=2*", . . . 
bei  deren  Substitution  die  Beträge  der  linken  Seite  von  (5) 
immer  abnehmend  der  Null  beliebig  nahe  kommen,  und  die 
gegen  einen  festen  Gronzwertb,  den  gesuchten  Werth  x  +  iy, 
eonvergiren.  In  der  im*  ersten  Üande  niitgetbeilt^'u  Darstel- 
lung wird  x  +  iy  durch  einen  Punkt  einer  El>e&e,  doch  (  +  iti 
nicht  durch  den  zugeordneten  Punkt  einer  zweiten  Kbcntr 
repräscutirt.  Da  bei  der  neuen  AuHobauung  der  Betrag  der 
linken  Seite  von  {Tt)  den  Abi^tand  des  Punktes  l  +  iu  vnn  dem 
Punkte  i(l)  +  iM(l)  ausdrückt,  so  sind  die  Punkte  (ti)  der  Be- 
dingung unterworfen,  dass  die  F.ntfernungcn  der  auf  denweil^^ 
Ebene  zugeordneten  Punkte 

(7)  /'"'+ 1«*"'=  B""',  ^'■'+  ,■«"•=  W'- 
von  dem  gegebenen  Punkte 

(8)  t{\)  +  iua)=W{\) 

der  Reihe  nach  stets  abnehmen  und  der  Null  beliebig  j 
kommen.  Man  bestimmt  die  Grössen  (0)  aus  der  entea.1 
indem  nach  einer  gewissen  Vorschrift  die  successiven  Uiffert 

(9)  Z<"-Z<"'=_/Zr  ^''~Z^"  =  JZ^'\.. 
gebildet    werden;   dies   bedingt  die   in  der  zweiten  Ebene  na 
dem  ersten  zum  zweiten,  vom  zweiten  zum  dritten  Paukt  i 
gezogenen  geraden  Linien.     Die  Richtung  und  Vkoge  c 
wird  aus  der  betreft'enden  Differenz /'(/f-i--/X) — f{Z)f, 
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die  nach  dem  in  I,  §  49  enthaltenen  Satze  für  irgend  zwei 
eomplexe  Werthe  Zund  Z+^Z  den  Ausdruck  hat 

(10)    aZ+JZ)    f{Z)=f\Z)JZ-^f^f-{JZf^,.,^-^^ 

i>  \  fix 

hier  ist  wieder  nach  §  108  für  jede  Zahl  p 

(11)  ^'m^=f\z). 

Denkt  man  sich,  dass  auf  der  zweiten  Ebene  eine  gerade  Linie 
Ton  dem  Punkte  f{Z)  =  T-\'%ü  nach  dem  gegebenen  Punkte 
^(l)4-iw(l)  und  eine  gerade  Linie  von  dem  Punkte /*(Z)  =  T+ tu" 
nach  dem  Punkte  f^Z+JZ)  gezogen  sei,  und  verlangt,  dass 
die  zweite  Linie  in  die  Richtung  der  ersten  falle,  so  muss  der 
reelle  Theil  zu  dem  Factor  von  i  in  der  Differenz  (10)  dasselbe 
Verhältniss  haben  wie  in  der  Diflferenz 

(12)  ^T-iU  +  t(l)'{'iu{l\ 

oder  die  erstere  aus  der  letztern  durch  Multiplication  mit  einem 
positiven  reellen  Factor  hervorgehn.  Wenn  jedoch  diese  Forde- 
rung nur  für  Werthe  JZ  von  beliebig  kleinem  Betrage  erfüllt  sein 
soll,  so  darf  man  statt  (10)  den  ersten  Bestandtheil  der  rechten 

Seite  nehmen,  bei  welchem  die  betreffende  Ableitung  f^\Z) 
nicht  gleich  Null  ist,  und  mit  einer  reellen  positiven  Grösse  h 
die  Gleichung 

(13)  ^^^^  {JZT=^h{T-\-i  CT-  ^(l)-iu(l)). 

aufstellen.  Durch  eine  Vergrösserung  des  positiven  Werthes 
h  wird  in  ^Z  nur  der  Betrag,  dagegen  nicht  das  Verhält- 
niss des  reellen  und  imaginären  Theils  geändert.  Wenn  man 
daher  aus  (13)  für  einen  gewissen  Werth  von  Z  die  Differenz 
JZ  bestimmt,  so  ist  die  Richtung  der  von  dem  Punkte  Z 
nach  dem  Punkte  Z+z/Z  zu  ziehenden  geraden  Linie  durch 
die  Richtung  der  in  der  zweiten  Ebene  von  T+iü  nach 
<(l)  +  fM(l)  geführten  geraden  Linie  gegeben,  während  die 
Länge  der  ersten  geraden  Linie  von  der  Grösse  des  Werthes  h 
abhängt.  Bei  einer  Vergleichung  dieses  Verfahrens  mit  dem- 
jenigen, welches  in  §  85  zur  Behandlung  des  dortigen  Systems 
von  Differenzengleichungen  gedient  hat,  wird  man  finden,  dass 
den  beiden  Processen  derselbe  Gedanke  zu  Grunde  liegt,   und 


Fundamuiitales 


dri'  algebraisuh^n  Gleictiui 


ilass  der  in  Rede  steheude  Beweis  des  al^braiachcn  Fnnda- 
inoiitaltheorems  mit  der  Untersuchung  über  die  Möglichkeit  der 
Integration  eiues  Syatema  gewiShnlicher  DifTerentialgleichungeD 
genau  correspondirt. 

Vermittelst  (13)  wird  die  Differenz  JZ  eindeutig  oder 
inefardentig  bestimmt,  je  nachdem  die  Zahl  a  gleich  oder  gröB- 
eer  als  Eins  ist.  Im  ersten  Falle  ist  für  den  bczllglichen 
Werth  Z  die  Function  f'{Z)  nothwendig  vou  Null  verschieden, 
im  zweiten  Falle  verschwinden  dagegen  nach  der  Voraassetzung 
die  Functionen 

(14)  f'(^Z),r{Z),...f<'-'\Z), 

während  f^°\Z)  nicht  gleich  Nnll  ist.  Demnach  kann  a  nur  für 
solche  Werthe  von  Z  die  Einheit  übertreffen,  für  welche  die 
Function  des  {« — l)ten  Grades  f'(Z)  gleich  Null  wird.  Weil 
aber  nach  einer  in  I,  §  62  gemachten  Bemerkung  l»ei  dem  Be- 
weise der  Existenz  einer  Wurzel  einer  beliebigen  Gleichnag  des 
nten  Grades  vorausgesetzt  werden  darf,  dass  der  entsprechende 
Beweis  vorher  für  die  Gleichungen  des  nächst  niedrigeren  Gra^ 
des  erbracht  sei,  so  haben  wir  angenommen,  dass  die  Wnrteln 
der  Gleichung  f'(e)  =  0  bekannt  seien  und  die  folgende  Zer- 
legung von  f'{B)  in  Factoren  des  ersten  Grades  liefern 

(15)  fie)=rn(a„  +  i\)   (ß  -rj^)  (^-^,)  ...  («-,;._,). 
Hier  möge  ij    für  den  jedesmaligen  Zeiger  g  eine  6^te    Wurzel 
der  Gleißhnng  f'(e)^=0  sein,  so  dasa  die  Functionen 

(18)  r(i,).r(i,),---f"-\'!,) 

gleichzeitig  verschwinden,  f  '  (k,)  ^^^^  ^o"  Null  verschieden 
ist.  In  Folge  dessen  nimmt  die  Zahl  u  in  {IS)  dann  nnd  aar 
dann  einen  von  der  Einheit  verschiedenen  Werth  an,  wenn  Z 
einer  der  Grössen 

(17)  '/„'h.  ■■■%-, 

gleich  wird,  and  zwar  ist  fUr  i,  die  Zahl  a  =  b^  +  \.  Um 
sicher  zu  sein,  dass  bei  der  fortgesetzten  Anwendung  des  Ver- 
fahrens kein  Werth  von  ^vorkommen  kann,  für  den  a>l  ist, 
wird  mit  einem  dieser  Werthe  in  der  folgenden  Weise  angefan- 
gen, unter  den  Grössen  (17)  sei  »,,  so  ausgewählt,  dase  der 
Betrag  der  Differenz 
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(18)  f(fj,)^t(l)-iu(l) 

kleiner  oder  doch  nicht  gr?588er  als  flir  die  übrigen  ist,  das 
heisst,  der  Abstand  des  in  der  zweiten  Ebene  zu  rj^  zugehöri- 
gen Punktes  von  dem  gegebenen  Punkte  t{l)  -h  iu(l)  =  W(l) 
kleiner  oder  doch  nicht  grösser  ausfällt  als  für  die  zu 
V2f  %>  •  •  •  V«-i  gehörigen  Punkte.  In  Folge  der  angenommenen 
Bezeichnung  wird  ftlr  den  Werth  Z=  rj^  die  in  (13)  auftretende 
Zahl  Q  gleich  6,4-1.    Mithin   gehen  in  der  ersten  Ebene  von 

dem  Punkte  Z^®^=iy,  unter  gleichen  Winkeln  6,  +  !  gerade 
Linien  aus,  von  denen  irgend  eine  zum  Beginne  des  Verfahrens 

benutzt   werden    darf.     Dem    nächsten   Werthe  Z^'^  entspricht 

dann  ein  Punkt  f{2^^^)  =  TF^^^  der  zweiten  Ebene,  welcher  dem 

Punkte  ^(l)  +  itt(l)  näher  liegt  als  der  Punkt  /•(Z^^^=Tr^^ 
femer  ist  die  zu  der  neuen  Gleichung  gehörende  Zahl  a  noth- 
wendig  gleich  Eins;  ebenso  gelangt  man  unter  passender 
Veritigung  über  die  positiven  Grössen  h  zu  einer  beliebig 
genauen  Bestimmung  eines  Werthes  x  +  iy^  flir  den  die 
linke  Seite  von  (5)  gleich  Null  ist.  Nach  I,  §  49  können  von 
den  M  Werthen  x  +  iy^  welche  zu  <(l)+tw(l)  gehören,  nur 
dann  mehrere  zusammenfallen,   wenn  die  erste  Ableitung  der 

rechten  Seite  von  (5),  das  heisst  -~,    .  .  ^   verschwindet,  und 

^  ^'  d{x-\-%y)  ' 

dies  geschieht  eben  nur  fttr  die  Werthe  (17)  von  x  +  iy. 

Für  diese  Werthe  verliert  die  Function  f{0)  ihre  Stetigkeit 
und  die  Gleichung  (4)  hört  auf  zu  gelten.  Wendet  man  nun 
die  im  vorigen  §  entwickelte  12iemann'sche  Vorstellung  auf  die 
zu  (2)  gehörende  w-deutige  Function  x-¥iy  von  t-^iu  an,  so 
entsteht  demnach  eine  die  t  u  Ebene  bedeckende  Fläche  von  n 
Blättern,  die  nur  in  denjenigen  Punkten  zusammenhängen,  welche 
zu  den  Punkten  (17)  der  a;y  Ebene  gehören  und  respective  mit 

(19)  .  f{ri,\f  {%)...  f{ri^^,) 

bezeichnet  werden.  Wenn  Z  in  der  Gleichung  (10)  der  Reihe 
nach  gleich  ly«,  /y^, . .  t)  oder  »  gesetzt  wird,  so  folgt  aus  dem 
Umstände,    dass    die    Entwickelung*  rechts    mit    dem    Gliede 

.,-  -.j-  {/IZ)  9^  beginnt,  das  Resultat,  dass  hier  6^+1  Blätter 


iilg-'jbraiHclien  Giuii^lmiigeri, 


S   IH. 


der  Riemann' sehen  Fläche  durch  einen  Windung:spiinkt  der  h,  ten 
Ordnung  vereinigt  sind.  Es  werden  also  in  (19)  die  särnml- 
liehen  Wiudungspunkte  der  Fläcbe  dargestellt,  welche  scmsi 
llberiill  eine  streng  conforme  Abbtidang  der  j\¥  Ebene  liefert. 
Bei  dem  Gebrauche  dieser  Anschanung  Überzeugt  man  sich  leicht, 
dass,  indem  das  vorhin  besprochene  Verfahren  mit  dem  Pnakte 
der  ersten  Ebene  Z'"*— »;,  anfilngt,  die  nben  erwähnten  von 
diesem  Funkte  unter  gleichen  Winkeln  ausgehenden  fc,+l  ge- 
raden Linien  die  M<)glißhkeit  bieten,  von  i;,  in  der  Art  fort- 
zuschreiten, dass  der  entsprechende  Punkt  der  zweiten  Ebene 
von  dem  zngehfirigen  Windungspunkte  /"();,)  in  Jedem  der  dort 
zusammenhängenden  6,  +  l  Blätter  auf  den  mit  ((l)4-iiifl)  zn 
bezeichnenden  Punkt  hinrlickt.  und  dabei  das  einmal  gewählte 
Blatt  nie  verlässt.  Hierdurch  wird  zugleich  benierklich  gemaebt, 
dass  jenes  Verfahren  fllr  einen  gegebenen  Werth  /(l)  +  iM'l) 
die  Anzahl  6,+l  von  zufianimengehBrigen  entsprechenden  Wer- 
then  X  +  iy  hervorbringt, 

%  114.    AbbtLngisbelt  xwlmohen  zwei  daroh  eine  algebraiiobe 

Olelohmifr  verbundenen  oomplexen  Variabein.    Aoadmok 

einer  allg^emelnen  alsebralaoben  Function  einer 

oomplexen  Variable. 

Man  habe  eine  rationale  ganze  Function  der  zwei  com- 
plexen  Variahein  x  +  iy^0  und  t  +  iu^=w,  welche  nach«  von 
mten,  nach  w  vom  «ten  Grade  ist, 

(1)  F(s,  u>)  =  A^tc"  +  A,  w'^'  +  ...  +  A,-, 
hier  seien ^g, .^p..  .^,  die  folgenden  mit  beliebigen  compl 
Coefficienten  gebildeten  ganzen  Functionen  von  e, 

(2)  A„  =  A„j,  z"'  +  .4,, ,  z""'  +  . . .  +  J„  „^ 
A,  =  A. ,,  z"'  +  A. , ä"'"'  +  ...  +  A. 


und  m  gleich   der  grfisten   in  der  Heihe  m^,  m^,. .  .m^  vorkom- 
menden Zahl.    Durch  die  Gleichung 
(:l)  J'(«,w)  =  0 

wird  dann  zwischen  den  complexen  Grösaen  x  und  w  eine  solche 
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Abhängigkeit  ansgedrttckt,  dass  nach  dem  Fundamentalsatze 
der  algebraischen  Gleichungen  nWerthe  von  w  zu  jedem  Werthe 
von  0j  und  m  Werthe  von  s  zu  jedem  Werthe  von  w  gehören. 
Weil  nun  aus  (3)  das  Verschwinden  des  vollständigen  Differen- 
tials dF{Wye)  folgt,  und  dieses  vermöge  §  110  den  Ausdruck 

(4)  — ^^  d{x  +  %y)  +      g  J      d{t  +  %u) 

hat,  so  gilt  die  Bedingung,  durch  welche  w  als  eine  Function 
von  xr,  und  e  als  eine  Function  von  w  characterisirt  ist;  die  be- 
treffenden Differentialquotienten  sind  daher, 

a  F{e,  w) 

xr\  d{t-¥iu) dz 

^^  dix-^iy)  """"    dFie^w)    ' 

dw 
3  F{e^  w) 
(S\  d(a  +  iy)  _  __        dw 

^  ^  dit-^iu)  d F{z, w) 

dz 
Damit  die  zu  einem  Werthe  von  e  gehörenden  n Werthe  von  w 

von  einander  verschieden  seien,  darf  — ^ — ■  nicht  mit  F{0^  w) 

gleichzeitig  verschwinden;  ebenso  darf,  damit  die  zu  einem 
Werthe  von  w  gehörenden  n  Werthe  von  z  von   einander  diffe- 

riren,  — ^  '       nicht  mit  F(z,  w)  gleichzeitig  verschwinden. 

Das  gegenwärtige  Verfahren  entspricht  genau  demjenigen, 
welches  in  §  49  benutzt  ist,  um  den  Differentialquotienten  einer 
durch  eine  algebraische  Gleichung  gegebenen  reellen  Function 
einer  reellen  Variable  zu  erhalten.  Doch  erscheint  die  gegen- 
seitige Abhängigkeit  zweier  Grössen,  zwischen  denen  eine  alge- 
braische Gleichung  besteht,  erst  dann  in  voller  Regelmässigkeit, 
wenn  beiden  Grössen  die  Eigenschaft  von  complexen  Variabein 
beigelegt  wird.  Auch  lässt  sich  jetzt  die  am  Schlüsse  des  §  9 
aufgestellte  Definition,  wonach  eine  algebraische  Function  einer 
Variable  eine  solche  ist,  die  aus  der  Variable  mittelst  einer 
beschränkten  Anzahl  von  algebraischen  Operationen  entspringt, 
und  wonach  ausser  den  rationalen  Operationen  das  Bestimmen 
der  Wurzel  einer  Gleichung,  deren  Coefficienten  rationale  Func- 


Algebraisuhe  Function  einur  oomplexen   Variable. 
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tiunen  der  Variable  sind,  eine  algebraische  Operation  ^nannt 
wird,  auf  eine  coniplexe  Variable  nnd  auf  die  Anwendung  you 
beliebigen  complexen  Gonstanten  in  den  rationalen  Operationen 
ausdehnen ;  gleichzeitig  enthält  das  Vorhergehende  den  Beweis, 
dags  das  Ergebniss  der  bezeichneten  mit  einer  complexen  Va- 
riable x+iy  vorgenomiiienen  Operationen  der  Forderung  (1)  des 
$  lOfi  genügt  und  daher  eine  Function  der  Variable  x  +  iy  lie- 
fert. Man  kann  deshalb  eine  allgemeine  algebraische  Fanction  der 
Variable  s^x  +  iy  ala  einen  Bruch  ausdrücken,  dessen  Zähler 
und  Nenner  rationale  ganze  Functionen  der  Wurzel  w  einer 
Gleichung  dos  titen  Grades  von  der  Gestalt  (3)  sind.  Ein  solcher 
Bruch  ist  in  §  69  für  das  reelle  Gebiet  betrachtet  worden,  und 
dabei  wurde  erwähnt,  wie  der  Zähler  und  Nenner,  nach  den 
Potenzen  der  WurKelgrösse  geordnet ,  welche  einer  Gleichung 
vom  fiten  Grade  genügt,  stets  auf  den  («— l)ten  Grad  herab- 
gedrückt  werden  kann.  Mit  Hülfe  einer  gleichen  Ueberlegnng 
ergiebt  sich  gegenwärtig  die  folgende  Darstellung  einer  allge- 
meinen algebraischen  Function  ^{e,  w), 

^  L^  (?)  w""'  +  Lj  (e)w'"*  -1-  . .  +  i,,_,  W ' 
wo  K^{e),..K^_j{s),  L^(e), . . L^_^(e)  ganze  Functionen  der  Va- 
riable 3  bezeichnen. 


(7)         Ä(<,»)  = 


1 


Capitel  III. 

Integration  von  Fniictionen  coinplexer  Variabeln." 

§  116.    Integration  von  Functionen  einer  complexen  Variable. 

Tronaformatlon  elnea  Integrals  dnroh  ElnfUhnuiS  einer 

n«aen  complexen  Vartal>le. 

In  Capitel  XIII,  Abschnitt  I,  wurden  die  Bedingungen  ent- 
wickelt, unter  denen  ein  mit  mehreren  Differentialen  gebildeter 
Auedruck  gleich  dem  vollständigen  Differential  einer  Function 
der  betreffenden  Variabein  ist,  nnd  es  ward  gezeigt,  wie  loai)  die 
augehürige  Function  durch  Integration  tindet.  Wenn  nun  zwei 
reelle  Functionen  f  und  *;  fUr  ein  gewiesea  Gebiet  der  ret-llen 
Variabein  x  nnd  y  eindeutig,  endlich  und  stetig  sind  und  nacli 
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diesen  Variabein  ebensolche  erste  partielle  Differentialqnotienten 
haben,  nnd  wenn  gefordert  wird,  dass  jeder  der  beiden  aus  ^ 
und  r^  hergestellten  Ausdrücke 

(1)  ^dx  —  iqdy, 

(2)  riäx-^  kdy, 

gleich  einem  vollständigen  Differential  sei,  so  besteht  nach  (6) 
des  §  97  als  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  (1) 
die  partielle  Differentialgleichung 

(^)         iF  #  -  «• 

nnd  fttr  (2)  die  partielle  Differentialgleichung 

ay        dx 

Unter  der  Voraussetzung  von  (3)  und  (4)  lassen  sich  respective 
eine  E\inction  t  und  eine  Function  u,  die  bis  auf  hinzuzuaddi- 
rende  Constanten  bestimmt  sind,  angeben,  bei  denen 

(5j  j^^  =§dx  —  rjdy 


idt  =  r 


dx  +  ^dy 

ist.  Sobald  die  zweite  Gleichung  mit  t  multiplicirt  und  zu  der 
ersten  addirt  wird,  so  folgt  die  Gleichung 

(6)  dt+idu  r=(^  +  irj)  (dx  +  idy), 

durch  welche  sich  der  Ausdruck  t  +  iu  als  eine  Function  von 
x  +  iy  documentirt.    Hiemach  hat  ein  Ausdruck 

(7)  (^  +  irj)(dx  +  idy), 

von  dessen  reellem  und  imaginären  Theil  die  Bedingungen  der 
Integrabilität  erfüllt  sind,  stets  die  Eigenschaft,  durch  Ausfüh- 
rung der  Integration  eine  Function  der  complexen  Variable 
x  +  iy  hervorzubrigen.  Andrerseits  fallen  die  beiden  partiellen 
Differentialgleichungen  (3)  und  (4),  wie  schon  in  §  108  hervor- 
gehoben ist,  mit  denjenigen  zusammen,  welche  den  Ausdruck 
^+irj  als  eine  Function  von  x  +  iy  characterisiren.  So  ent- 
steht das  Resultat,  dass,  wenn  S-^irj  eine  Function  der  com- 
plexen Variable  x+iy  bejseichnet,  der  sugehörige  Ausdruck  (7) 
ein  vollständiges  Differential  ist,  und  dass  die  durch  Integration 
dessdben  gewonnene  Verbindung  t  +  iu  wieder  eine  Function  von 
x  +  iy  ist.    In  dieser  Erzeugung  der  Function  t  +  iu  benM  die 


Intepratin 


r  complen 


)  Variable. 
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von  C'auchy  •)  herrührende  Ausdehnung  der  Operation  des  Integri- 
rens  auf  eine  Function    einer  comptexen  Variable.    Der  Atdsdrufk, 
dass  t  +  IM   das   nach  x  +  ij/  genommene  Integral    der  Function. 
i+irj    genannt   wird,    entspricht  der  Bezeichnung   der   F^ncfio^^ 
i+irj   als  des   von  /+im  nach  x  +  ty  genommenen  DifferentiaL  ^ 
Quotienten. 

Ak  das  Fnndameiit  der  in  §  07  enthalteneD  Lehre  vnn  d^^ 
Integration  vollstiindiger  Di ffereiitiaiausd rücke  zweier  Variabe'Jp 
ist  der  Satz  zu  betrachten,  nach  welchem  das  Über  eine  Ma.»,. 
nigt'altigkeit  E  der  Variabein  x,  y  ausgedehnte  doppelte  Inleg-ra/   . 


IM 


\dxdy 


gleich    dem    in    einem  bestimmten   nnd   sich   gleich   bleibenden 
Sinne  längs  der  ganzen  Begrenzung  von  E  auszuführende! 
fachen  Integral 

ßPdx  +  Qdy) 
ist,  mithin  das  letztere  Integral  wegen  der  vorausgesetzten  Be- 
dingung der  Integrabilität 

deu  Werth  Null  iiaben  mus».  Wäbll  man  innerhalb  desG 
fllr  welches  die  obigen  Functionen  J  nnd  ij  gegeben  smd  und 
die  bezeichneten  Eigenschaften  besitze»,  ein  Gebiet  E  auB,  nnd 
wendet  den  vorstehenden  Satz  auf  die  beiden  DifferentinlaM- 
drücke  (I)  und  (2)  an,  so  entstehen  zwei  über  die  ganze  Bf 
grenzung  von  E  in  einem  bestimmten  und  sich  gleieli  MeiheDden 
Sinne  auszudehnende  Integrale  von  verschwindendem  Werili, 
die,  als  reeller  Theil  und  als  Fa«tor  von  t  einer  complexea 
Grösse  geschrieben,  die  folgende  Gleichung  liefern 
(8)  y(|+ir;)(rfx  +  idy)  =  0., 

Unter  der  Voraussetxnng,  dass  das  Gebiet  E  von  einer  einlief" 
in  sich  zurückkehrenden  Mannigfaltigkeit  der  ersten  OrdonDg 
begrenzt  und  nach  einem  in  §  102  gebrauchten  Ausdrucke  »*' 


')  Memoire  s 
ginoire«. 


iiiteftrales  döfitiiiüi,  pri^e»  entrp  des  limiMl 
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fach  eusammenhängend  sei,  kann  die  Über  die  ganze  Begrenzung 
zn  nehmende  Integration  in  zwei  Integrationen  zerlegt  werden, 
deren  erste  auf  einem  Tbeile  der  Megremüug  in  dem  frUber 
bestimmten  Sinne  von  einem  Werthsystem  (x,,  y„)  bie  zu  einem 
Wertbsystera  (z,,  p,),  und  deren  zweite  auf  dorn  Übrig  blei- 
benden Tbeile  der  Begrenzung  in  einem  dem  früheren  entgegen- 
gesetzten Sinne  von  (j.„, »/,)  nach  (a;,,  y,)  erstreckt  wird;  desbalb 
»teilen  die  von  (j;„,  y^)  nacb  (j.,,  .V))  auf  den  zwei  verediiedenen 
Mannigfaltigkeiten  der  ersten  Ordnung  gefUbrten  Integrationen 


f{Pdx+Qdy) 


denselben  Wertb  dar.  In  gleicher  Weise  ISsst  sich  bei  der 
über  das  Gebiet  E  gemacbten  Annahme  gleichzeitig  mit  dem 
reellen  und  imaginären  Theil  des  Integrals  (8)  verfabren:  dann 
sieht  man,  dass  das  durch  Vereinigung  der  Tbeile  entstehende 
auf  zwei  verscbiedeneii  Mannigfaltigkeiten  der  ersten  Ordnung 
von  dem  Werthsystem  x^.  i/^  uaeb  dem  Werthsystem  j',,.v,  in 
der  angegebenen  Weise  erstreckte  Integral 

..('.■».) 
(it)  /ii+i,i}<dx  +  idy), 

bei  dem  ilx  +  idt/  den  Zuwai'bs  der  complenen  Variable  j.+jj/ 
andeutet  und  in  Uebereinstimmung  mit  der  Bezeichnung  .r+iy=^ 
durch  lie  ersetzt  werden  kann,  beide  Male  denselben  Wertb 
erhält.  Dieseti  Integral  drllekt  zugleich  nach  den  in  §  97  fest- 
gestellten Frincipieu  den  Wertb  der  vorhin  mit  t  +  iu  bezeich- 
oeten  Function  für  den  Wertb  x,  +  it/,  aus,  nnd  bestiiumt  diese 
Function  bis  auf  eine  dem  reellen  nnd  imaginären  binzuzu- 
nigende  Constante,  das  beisst.  bis  auf  eine  additive  coniple\c 
Conntante.  Wir  fassen  jetzt  dus  so  eben  abgeleitete  und  das 
in  (8)  enthaltene  Resultat   zu   den  beiden  folgenden  Sätzen  zu- 


(I)  Wenn  «n«  Function  |-f-»j;  von  *  +  »y  für  ein  geteisaen 
llebiet  mit  Eiaschluss  der  irsten  Ableitung  eindeutig,  endlich  und 
ftetig  gegeben  int  untl  über  die  gante  IJegretuung  eines  in  Jenem 
enthalteneTt  Gebietes  in  einem  gegen  dag  Innere  desselben  stein 
gleich  blabmden  Sinne  nach  x  +  ii/  integrirt  wird,  so  hat  dag 
ErgdiHtHH  der  Integrulion  den   Werth  Null. 


Inlegratioi 
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(II)  Wenn  eine  Fimction  |  + 1 »;  von  x  +  tj/  difselti/n  Bedin 
gungert  wie  in  (I)  erfültt,  und  von  einem  Weilhsystem  *„  +  i  y^ 
nach  einem  Werthsyslem  x,  +  i  y,  auf  ewe%  verschiedenen  Wegn, 
die  ;msammen  und  für  sieh  aliein  einen  Tkeil  des  betreffendm 
Gebietes  vollständig  begrenteti ,  nach  x  +  ig  iniegrirt  wird,  so 
nimmt  das  Ergebniss  der  Ititegration  in  beiden  Füllen  denselben 
Wertk  an. 

Bei  der  geometrischen  Interpretation  der  complexen  Gröwe 
x  +  ig  ItlSBt  sieh  die  Forderung,  dass  in  (II  der  Gang  der  Inte- 
gration längB  der  Begrenzung  des  Gebietes  Ein  einem  beütimm- 
len  und  sich  gleich  bleibenden  Sinne  geschehe,  wie  in  §  97 
aasgefUhrt  ist,  durch  die  Vorschrift  ersetzen,  dass  der  während 
des  Ganges  der  Integration  in  der  Begrenzung  t'ortsch  reitende 
Punkt  um  das  Innere  von  E  stets  links  herum,  oder  anch  ifleU 
rechts  herum  bewegt  werde.  Insofern  durch  das  Verfahren  der 
Integration  eine  neue  Function  (  +  im  von  x  +  ig  erzeugt  wirii. 
kann  der  zu  ^  +  ih  gehörende  Punkt  auf  einer  zweiten  Kbene 
aufgesucht  werden.  Indem  man  sich  des  mit  (9)  bezeichneten 
Integrals  bedient,  ist  der  Punkt  jr„+ ij/„  festzuhalten,  der  Ponkl 
x,  +  ig,  beliebig  zu  verBnderu;  weil  nun  der  Werth  des  Inle- 
gntls  den  Werth  t  +  iu  bis  auf  eine  complexe  Constante  a  +  iil 
ausdrDckt,  so  musB 


(10) 


t  +  itt  = 


a  +  ifi  +  /{^+irj)(dx+i, 


dg) 


sein.  Mithin  entspricht  dem  Pnnlcte  x^+\g„.  insofern  du  Tft- 
tegral  fUr  das  Zusammenfallen  von  x,  +  t\v,  mitx.+  ijr,  rnr- 
schwindet,  in  der  zweiten  Ebene  der  willkllrliih  gewählte  Ponkt 
f  +t  H  ^  o  +  iß,  während  die  relative  Lage,  welche  der  zu  ein*» 
beliebigen  x^■¥iy^  gehörende  Punkt  t-\-iu  gegen  den  Ponkt 
a-¥iß  einnimmt,  nuch  den  geltenden  Voraussetzangen  darrli 
den  Werth  des  Integrals  eindeutig  bestimmt  wird.  VäisX  man 
den  Punkt  x^+iy^  so  fortschreiten,  das»  er  um  einen  Th«l 
des  Gebiets,  der  die  angegebenen  Redingungen  erfüllt,  hpra»- 
Uutl  und  dann  an  seinen  ursprünglichen  Ort  zurtickkehrt,  » 
kehrt  anch  der  /,ügoh(>rige  Punkt  l  +  iu  nach  Vollendung  MifnM 
Weges  an  den  ursprünglichen  Ort  zurück. 

In  %  !)0  ist  gezeigt  wonlen,   das»  ein  DifTercntialaiadriet 
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der  die  Bedingungen  der  Integrabilität  erfUllty  durch  Einfübrnng 
eines  Systems  neuer  Variabein  in  einen  Differeutialausdruck 
TOD  der  gleichen  Eigenschaft  übergeht,  und  dass  die  aus  der 
Integration  der  beiden  Differentialausdrücke  entstehenden  Func- 
tionen bis  auf  eine  additive  Constante  einander  gleich  sind. 
Wenn  daher  in  dem  reellen  und  imaginären  Theil  des  obigen 
Ausdrucks  (7)  die  Variabein  x  und  y  als  Functionen  von  zwei 
neuen  Variabein  p  und  q  betrachtet  werden,  so  lässt  sich  jener 
Satz  auf  die  Bestimmung  der  mit  t  und  u  bezeichneten  Func- 
tionen anwenden.  Dies  gilt  auch  für  die  engere  Voraussetzung, 
bei  der  x  +  iy  eine  Function  der  complexen  Variable  p  +  iq  und 

(11)  d.+idj,=^|±|^(dp+id2) 

ist  In  Folge  derselben  verwandelt  sich  (7)  in  den  Ausdruck 

der,  in  der  vorhin  bezeichneten  Weise  integrirt,  eine  Function 
Ton  p  +  iq  liefert,  welche  von  der  obigen  Function  t-^iu  nur 
um  eine  additive  complexe  Constante  differiren  kann.  Durch 
eine  entsprechende  Wahl  der  Anfangswerthe  und  der  Wege  der 
beiden  Integrationen  lässt  sich  eine  vollkommene  Uebereinstim- 
mung  herstellen,  und  man  hat  für  die  Transformation  eines  nach 
der  Variable  x-^iy  auszuführenden  Integrals  durch  Einführung 
der  neuen  Variable  p-^iq  die  Formel 

welche  genau  wie  die  Gleichung  (35)  des  g  25  gebildet  ist 


§  116.    Integratloii  elntr  pofitlv«B  od«r  negativen  ganzen 

Polens  einer  complexen  Variable.    Entstehung  des  ZiOgarith- 

mns  vnd  der  Eacponentialftuiotion  dnroh  Integration  nnd 

Umkehmng. 

• 

Aus  den  bei  der  Differentiation  einer  ganzen  Potenz  einer 
complexen  Variable  z^^x^-iy   geltenden  Regeln  folgt  fttr  das 

Integral  einer  Potenz  e^y  deren  Exponent  h  jede  positive  oder 
negative  ganze  Zahl  mit  Ausnahme  der  negativen  Einheit  sein 
darfy  der  Ausdruck 
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Von  diesen  Integralen  bekommt  das  erste  den  Werth 
Y ioe{x\  +  yl)-\\og{xl  H-yJ)  +  i(arctg(^-; )  -  ^''^^^fe)) ' 

das  zweite  den  Werth 

|log(xjH-yJ)-|log(a;;  +yl)  +t(arctg(|i^)-.arctg(|^)). 

In  dem  ersten  ist  die  Function  aretg  [  -  **  1  so  zu  wählen,  dass 
sie  sich  von  x=^Xo  bis  x=^x^  stetig  ändert;  in  dem  zweiten 
hat  die  Function  arctg  (— )  die  Bedingung  der  Stetigkeit  flir 
das  Intervall  von  y  =  y«  bis  y  =  y,  zu  erfüllen.  Unter  der  Vor- 
aussetzung, dass  der  Punctionswerth  arctg  f— j  in  beiden  Aus- 
drücken derselbe  sei,  geht  dann  durch  Addition  von  (5)  und 
(6)  der  Werth  des  Integrals 

\  log(x;  +  y\)  -  \  \os{xl  +  yj)  +  i [^^^^{~^  "  ^^^^ (|' )) 
hervor. 

Sobald 
(8)  ^o  +  ty,  =  l 

gesetzt  und  die  Function  arctg  ^^i  wie  auch  früher  geschehen, 


Xo 


der  Bedingung  unterworfen  wird,  mit  ihrem  Argument  zusam- 
men zu  verschwinden,  so  folgt 

(9)  \  log(rt;  +  yl) =0,  arctg  ^;^'-  =  0, 
und  (7)  wird  gleich 

(10)  ylogC^tl  H-yD  +  i arctg (JJ'J. 

Die  Function  arctg  f --'  j  hat  hier  den  Werth,  welchen  sie  bei  be- 
ständiger stetiger  Aenderung  empfängt,  sobald  auf  dem  fttr  die 
Integration  (2)  gewählten  Wege  von  dem  Werthsystem  x=  1,  y=0 
nach  dem  Werthsystem  j;  =  2;i,  y  =  y^  fortgeschritten  wird.  Um 
das  Ergebniss  leichter  zu  übersehen,  kann  man  die  Integration  so 
einrichten,  dass  in  dem  einen  Theile  des  Weges  der  imagi- 

LIpMhliB,  AiiAljils  n.  ^ 


näre  Theil  von  (3),  in  dem   andern   der  reelle  Tbeil   von  (3) 
nicht   geändert  wird.    Das  erstere  geschieht,    indem  das  Ver- 

hältniss  ->   das  zweite,    indem  die  QuadratnuDime  x*+t/*   nn- 

geändert  bleibt,  so  dass  der  Punkt  x+iy  im  ersten  Falle  aof 
einer  durch  den  Nullpnnkt  gezogenen  geraden  Linie,  im  «weiten 
auf  einer  um  den  Nullpunkt  als  Centriim  beschriebenen  Kreis- 
linie fortrückt.  Nun  lässt  sieh  jeder  beliebige  Punkt  j:, +  iy,  toh 
dem  Punkte  1  aus  in  der  Weise  erreichen,  dass  man  auf  der  von 
dem  Nullpunkte  nach  dem  Punkte  1  gezogenen  und  Über  diesen 
hinaus  unbegrenzt  verlängerten  geraden  Linie  L  bis  zu  dem  in 
der  Entfernung  ^x\  +  y\  vom  Nullpunkt  befindlichen  Punkte 
fortgebt,  und  hierauf  eine  mit  dem  Halbmesser  \'x\  +  y\  um 
den  Nullpunkt  beschriebene  Kreislinie  in  einem  bestimmten 
Sinne,  etwa  von  der  positiven  x  zur  positiven  y  Axe,  das  heiMl 
nach  der  früheren  Annahme,  reehts  herum  drehend  bis  zu  Am 
Punkt  x^-^-iy,  verfolgt.  Das  Verhältniss  des  betreffenden Kreiji- 
bogens  zu  dem  Halbmesser  j/^+yJ  stellt  dann  den  hei  der 
entsprechenden  Integration  anxnwendenden  Werth  der  Functinu 

aretg  (— j  eindeutig  dar.     Nach  der  gleichen  Definition  gelten 

bei  den  Polarcoordinaten 

(11)  X  ^  r  cos  Q,  y  =  r  9,\\s.  !t 

die  Gleichungen 


(11*) 


-ix> 


so  dass  (10)  in  den  Ausdruck 

02)  logr, +i 

übergeht. 

Derselbe  bezeiebnet  den  zu  x^ 
au.s  (2)  hervorgehenden  Function  (  ^ 
steht  fUr  diese  die  Gleichung 


^  aretg 


Pi   gehörigen  Wer 

;  von  X  +  iy\    somit  ^ 


(13) 


M 


Iog(a:»4-5')  +  t"aretg  -^ 


Hier  entspricht  dem  Werthe  x-hiy='\,  fUr  welchen  '  ntiil  « 
verschwinden,  der  Werth  (  +  »«  =  0.  Wir  betrachten  jetzt  einf 
Bewegung,  des  Punktes   x  +  iy,    bei  welehcr  derselbe  auf  deni 


Inlegratio 


r  gannen  Potena. 


rechten  Ufer  der  vorhin  mit  L  bezeichneten  Linie  yon  dem 
Punkte  1  nach  einem  beliebigen  durch  die  positive  Grösse  r  be- 
zeichneten Punkte  fortschreitet,  dann  um  den  Nullpunkt  als  Cen- 
tmm  reclits  herum  einen  ganzen  Kreis  beschreibt,  von  da  ans 
anf  dem  linken  Ufer  der  Linie  L  bis  zu  dem  Punkte  1  ;;eht, 
hierauf  um  den  Nullpunkt  als  Centrum  linke  herum  einen  Kreis 
beschreibt,  nnd  schliesslich  anf  dem  rechten  Ufer  von  L  zu  dem 
Punkte  1  zurlickkehrt  In  Folge  dessen  geht  der  zugeordnete 
Punkt  i  +  iu  von  dem  Nullpunkte  auf  der  fAxe  bis  zu  dem 
Punkte  logr,  dann  auf  einer  zu  der  uÄxe  parallelen  geraden 
Linie  bis  zn  dem  Punkte  logr-l-!27f,  von  hier  auf  einer  deriAxe 
]iarallelen  geraden  Linie  bis  zu  dem  Punkte  1 2  n,  und  sebliesslich 
auf  der  u  Axe  zu  dem  Nullpunkte  zurück.  Es  correspondirt  also 
dem  FläohengtUck  in  der  xp  Ebene,  das  von  zwei  ganzen  Kreis- 
linien und  einer  doppelt  durchlaufenen  geraden  Linie  begrenzt 
ist,  und  das  wir  uns  wieder  als  ebenes  Blatt  denken  wollen,  in 
der  t  u  t^ene  ein  Rechteck,  bei  dem  eine  Seite  in  der  t  Ase,  und 
eine  anstosaendc  Seite  in  der  MAxe  liegt.  FUr  einen  Werth  Ä 
voo  r,  der  grösser  als  Eins  ist,  dehnt  sich  die  Grösse  (  von  der 
Null  bis  zu  dem  positiven  Werthe  log  R,  för  einen  unter  der 
Einheit  liegenden  Werth  g  von  r  von  der  Null  bis  zn  dem 
negativen  WertUe  log  e  aus.  Bei  stets  wachsendem  B  und 
gegen  die  Null  abnehmendem  q  wird  die  x  y  Ebene  nach 
und  nach  immer  vollständiger  von  einem  Blatte  bedeckt,  gleich- 
zeitig erhält  man  in  der  tu  Ebene  einen  rechteckigen  Streifen, 
dessen  auf  der  ( Axe  Hegende  Seite  von  einem  beliebig  grossen 
negativen  bis  zu  einem  beliebig  grossen  positiven  t  geht, 
während  die  nach  den  positiven  u  bin  zu  errichtende  Höhe  den 
Werth  2  /r  behält. 

Das  auf  der  xy  Ebene  befindliche  Blatt  hat  einen  längs 
der  Linie  L  von  r=Q  bis  r^=Ii  reichenden,  das  heiast  im 
Grenzfalle,  einen  von  dem  Nulljiunkte  an  unhegrenet  ausge- 
dehnten Schnitt.  Auf  diesem  Blatte  ist  es  nicht  möglich,  von 
einem  Punkte  zn  einem  zweiten  in  der  Weise  zwei  Linien  zu 
ziehen,  dass  ein  von  denselben  begrenztes  FlächenstUek  den 
Nullpunkt  einsehliesst.  Sobald  daher  das  Integral  (2)  tUr  zwei 
in  diesem  Blatte  zwisclieu  zwei  bestimmteu  Punkten  gezogene 
Wege  gebildet  wird,  so  mUssen  die  beiden  Werthe  des  Integrals 


m 


Ilitesrn 


r  ^nKOM  l'fitpiiJi. 


a  n«. 


nach  dem  Satze  (II)  de»  vorigeD  §  einaDder  gleich  eein,  on<t 
es  iat  deshalli  nnter  der  gleichen  Bedingung  ancli  das  von  dem 
Puukte  I  liis  7.n  dem  Punkte  x  +  iy  geführte  Integral,  welches 
die  obige  Function  t  +  t'u  dofinirt,  eindentig  lieRtimmt.  Vertofige 
(Jer  vorhin  beschriebenen  von  dem  Punkte  1  ausgebenden  Be- 
wegnug  des  Punktes  x-hiy  gelangt  derselbe  zu  jedem  Punkte 
der  Ebene  ein  Mal  und  nur  ein  Mal.  Soll  der  Punkt  x  +  iy, 
nachdem  er  auf  einer  Kreislinie  von  einem  Pnnkte  des  rechten 
Ufers  der  Linie  L  xn  dem  gleichnamigen  Punkte  des  linken 
(Jfers  geführt  ist,  die  Linie  L  Ubersch reiten  und  dieselbe  Kreis- 
linie in  dein  gleichen  Sinne  zum  zweiten  Male  durchlaufen,  Mi 

geht  in  der  2ugeh<irigen  Function  t  +tw  die  Grösse  u^arctg 

TOD  dem  früheren  extremen  Wertbe  2?!  stets  wachnend  zu  dem 
Werthe  4n  Ulier.  An  das  die  ganze  a^y  Ebene  bedeckende 
erste  Blatt  schliesst  sich  ein  dieselbe  ebenfalls  bedeckendes 
zweites  Dlatt,  dagegen  an  das  auf  der  fu  Ebene  hefiudliefae 
Rechteck  ein  uenes  Itechteck  an,  bei  dem  «  von  in  bis  4;i 
zaniuimt.  Die  Function  l  +  tu  bekommt  Air  ein  auf  dem  zweiten 
Blatte  betindliches  x  +  iy  einen  Werth,  welcher  den  zu  dem 
x+iff  des  erxten  Blattes  gehörenden  Werth  udi  die  Grßsw 
Obertrifll,  welcher  das  Integral  (2)  für  einen  Ein  Mol  recht« 
hemm  voUsUindig  um  den  Nullpunkt  geführten  Umgang  gleich 
wird.  Diese  Urüsse  mnss  bei  jedem  solchen  Umgange-  die- 
sellje  sein.  Denn  zwei  derartige  Umgiinge,  welche  «ich  nicht 
schneiden,  schliessen  ein  tiebiet  ein,  tUr  da»  der  Satz  (I)  des 
vorigen  g  wieder  Anwendung  findet;  auf  diesen  Fall  knuncn 
diu  (ihrigen  leicht  Kurtlckgefllhrt  werden.  Nach  jenem  Sntif 
entsteht  ein  verschwindendes  Resultat,  wofern  bei  der  Inte- 
gration die  ganze  Begrenzung  in  einem  ge^gen  diu  Innere 
des  Gebietes  stets  gleich  bleibenden  Sinne  durchlaufen  wird. 
Alsdann  muss  aber  der  eine  Umgang  nm  den  NDllpunkl 
rechts  herum ,  der  andere  links  herum  durchlaufen  weiden. 
Mithin  nimmt  das  Integral  denselben  Werth  an,  falls  jnlcr 
der  beiden  Umgünge  rechts  herum  durchlaufen  wird.  Für  einf 
um   den  Nullpunkt   mit  beliebigem  Halbmesser   rechts  beniiB 

bcBchricbenP   Kreislinie    sehen    wir  die    Function   arctg  ■     wo 
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NaII  bis  2,T  zuaefamen,  mÜhin  hat  das  Integral  (2)  für  jeden 
ICin  Mai  rechts  herum  vollständig  um  den  Nullpunkt  geführten 
Umgang  dm  Werlh  27ii.  Zu  den  beiden  auf  der  xy  Ebene  be- 
findtichcn  Blättern,  die  dnrch  einen  im  Nullpnnkte  vorbRndonen 
Windangspunkt  verbunden  sind,  gehilren  also  auf  der  («  EtKsne 
zwei  neben  einander  befindlicbe  und  zusaiiimenhäDgende  recht- 
eckige Streiten,  zu  den  gleichnamigen  Piiukten  x  +  ij/  des  ersten 
and  zweiten  Blattes  der  ersten  Ebene  respective  die  Punkte 
t+iu  nnd  (  +  i(u  +  2/()  der  zweiten  Ebene,  Offenbar  läast 
sieb  in  der  gleichen  Weise  fortfahren,  so  das»  durch  jede  neue 
nm  den  Nnllpankt  ausgefllhrte  Bewegung  des  Punktes  x+iy 
ein  die  xtf  Ebene  bedeckendes  neues  Blatt,  und  auf  der  tu  Ebene 
ein  anliegender  neuer  Streifen  erbalten  wird,  wobei  jeder 
rechts  hernm  gemachten  Drehung  ein  Wachsen  der  Grössen  um 
2rr,  jeder  entgegengesetzten  Drehung  ein  Abnehmen  um  'Itt 
entspricht,  und  die  Anzahl  der  auf  der  xy  Ebene  durch  einen 
Windungspnnkt  vereinigten  Blätter  der  Anzahl  der  auf  der 
tu  Ebene  an  einander  gefügten  rechteckigen  Streifen  von  der 
Höbe  2  71  gleich    ist.    Die   auf  diese    Weise   in   der  Glekkung 

(13)  dargestellte  Function  t  +  iu  ron  x  +  ii/,  welche  sich  für  ein 
positives  reelles  Argument  x  auf  den  Logarithmus  naturalis  von  x 
rtducirt,  wird  der  Logarithmus  naturalis  des  complcxen  Argtmu-nts 
x  +  ij/  genannt  utid  hat  die  Bezeichnung 

(14)  log(ar  +  iy)  =  y  log(a;»  +  j/')  +  i  arctg  (  *  V 

Sie  ist  eine  vieldeutige  Function  des  Arguments  x  +  iy,  deren 
säountliche  Werlke  aus  einem  beliebigen  durch  Addition  eines 
bdiebigen  Vielfache»  der  Grösse  2fii  hervorgehen,  und  die  eu 
«iiter  eindeutigen  gemacht  wird ,  indem  man  dem  in  ihrem 
Wcrthe  vorkommenden  Factor  von  i  vorschreibt,  ein  gewisses 
Jntervcdl  von  der  Grösse  2/t  nicht  zu  überschreiten.  Durch  die 
Wahl  der  Grenawerthc  0  find  2 n,  2;i  und  4/r, ...  — 2/r  und 
0,  —4h  und  —  2/r,  , . .  sind  respective  die  vorhin  erwähnten,  die 
xy  Ebate  bedeckenden  Blätter  characterisirt.  Diese  Function 
ie  =  toge  ist  durch  die  Forderung  gegeben,  dass  sie  der  Gleichung 

und  für  a—-l  die  Bedingung  (f=U  erfülle. 


Entziehung  der  Ex] 


I  dui'cli  Llitikchruug. 


Wenn  man  eines  von  den  huzeichnett'n  die  .r  y  Ebene 
bedel^ktindeD  Blättern  durah  eine  Reihe  von  geraden  vom  Null- 
punkt anggehenden  Linien  und  eine  Reihe  von  Kreisen,  die 
um  den  Nailpunkt  als  Centrum  be»ehrieben  sind,  in  Tbeüe 
«erlegt,  so  zerfilllt  der  entsprechende  aul'  der  lu  Ebene  be- 
lindlicbe  rechteckige  Streifen  durch  die  correspondirenden  mit 
der  ( Axe  oder  der  uAxe  parallelen  geraden  Linien  in  lauter 
Rechtecke,  und  es  leui'htct  ein,  dass  bei  der  Umkehrung  der 
Function  {Vi)  zu  jedem  in  dem  rechteckigen  Streifen  enthaUetirn 
Wertlie  i  +  iw  ein  bestimmter  Werth  x-^iy  des  correspondiren- 
den  Blatte»  gehiirt,  folglich  hei  der  vorliegenden  Beschränkung 
x-^iy  eine  eindeutige  Function  von  (  +  1«  is^t.  Weil  aber  die 
tu  Ebene  erst  von  dem  InhegritV  aller  rechteckigen  Streifen 
vollständig  bedeckt  wird,  ferner  hei  einem  beliebig  gegebenen 
Werthe  t  +  iu  die  Grösse  von  u  den  betreifenden  Streifen  nnil 
damit  aueb  das  entsprechende  die  xy  Ebene  bedeckende  HIatt 
angiebt,  und  weil  zu  zwei  Grflösen  i+iw,  in  welchen  die 
Werthe  w  um  ein  ganzes  Vielfache  von  2  n  differiren,  die 
gleichnamige  Grösse  x+iy  gebort,  so  ist  tllr  jeden  Werth  t  +  iu 
der  Wertb  x  +iy  eindeutig  und  awar  so  bestimmt,  dass  er  tUr 
ein  um  ein  beliebiges  Vielfache  von  'Hji  vergrüsscrtes  t  +  iu 
ungeändert  bleibt  Ans  der  Gleichung  (13)  folgt,  indem  c  die 
Basis  der  natürlichen  Logarithmen  bedeutet,  fUr  den  rcelleu 
Tbeil 

(16)  /?         " 
ferner  ftlr  den  Factor  von  i 

(17)  008 


mithin  als  Ansdruck  von  x-\-iy, 

(18)  ar  +  iy  =  e  (cos  m+  i'sin  «). 
Diese  Function  von  t  +  iu,  die  für  ein  reelles  Argument  t  gleich 
der  redien  Exponentiaifwiction  e   ist,    wird  nach  I,  §  116  «»  *•■ 
zeichnet 

(19)  c'"*"'"  =  e'  (cos  u  +  i  sin  u), 
und   heisst    die  Exponentialfunction  von    der  Basis  e   und  i 
complexen  Argument  t  +  iu.    Sie  ist   ftir    die   ganec  Auadek- 
nimg    des  Arguments  t  +  iu   eindeutig,   endUcJt,    stetig,    wnd  «im 
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periodische  Function  von   der  Periode  2/rt.    Bei   der   Notation 

e=x  +  iyjtv=t  +  iu  mrd  s=^e^  durch  die  aus  (15)  folgende 
Gleichung 

aw 

unter  IKnzunahme  der  Bedingung,  dass  für  u?  =  0  die  Grösse  z 
gleich  Eins  sei,  bestimmt. 

Im  Vorstehenden  ist  der  Logarithmus  naturalis  und  die 
Exponentialfunction  als  Function  einer  beliebigen  complexen 
Variable  definirt  worden,  und  zwar  sind  in  der  erstem  Defini- 
tion der  Logarithmus  naturalis  und  die  inversen  trigonometrischen 
Functionen,  in  der  zweiten  die  Exponentialfunction  und  die 
trigonometrischen  Functionen  einer  reellen  Variable  enthalten, 
ijidem  aus  (14)  bei  der  Voraussetzung  a:*  +  y'*  =  1  die  Gleichung 

(21)  log  (a:  +  f  y)  =  f  arctg  ( -^] , 
aus  (19)  für  ^  =:  0  die  Gleichung 

(22)  e"  =  cos u  +  i  sin  u 

folgt.  Vermittelst  der  Betrachtung  der  Functionen  einer  com- 
plexen  Variable  werden  also  diejenigen  fundamentalen  traus- 
cendenten  Functionen  eines  reellen  Arguments,  die  nach  einer 
am  Schlüsse  des  §  14  gemachten  Bemerkung  zu  derselben 
Gruppe  gehören,  in  je  eine  Function  vereinigt.  Zugleich  er- 
fahren wir,  dass  jede  der  beiden  nunmehr  übrig  bleibenden 
fundamentalen  transcendenten  Functionen  durch  einen  der 
Theorie  der  complexen  Grössen  eigenthümlichen  elementaren 
Process  entsteht.  Die  Function  Logarithmus  naturalis  wird 
durch  die  Integration  des  reciproken  Werthes  der  complexen 
Variable,  die  Exponentialfunction  durch  Umkehrung  des  Loga- 
rithmus naturalis  hervorgebracht.  Es  genügt  daher  für  die 
Erzeugung  der  beiden  fundamentalen  transcendenten  Functionen 
einer  complexen  Variable,  die  Processe  der  Integration  und  der 
Umkehrung  zu  den  algebraischen  rationalen  Operationen  hinzu- 
zunehmen, während  fUr  die  Erzeugung  der  algebraischen  Func- 
tionen einer  complexen  Variable  ausser  den  algebraischen  ratio- 
nalen Operationen  nur  noch  der  mit  der  Umkehrung  gleichartige 
Process  der  Auflösung  einer  algebraischen  Gleichung  erforder- 
lich ist 


6B0  Uarslellung  das  Logurilhmux  Juruh  t 

Man  kann  das  Verfnbreti,  durch  welches  iu  §  14  die  Dtn- 
gekehrtcn  trigonomctiischen  Fuuctioneu  analytisch  detinirt  sind, 
weifen  der  vorstehenden  Gleichung  (21)  als  eine  Methode  zur 
Darstellnng  des  Logarithmus  einer  complexen  Grösse  aofiAS- 
sen,  deren  Norm  gleich  Eins  ist,  und  dann  so  ausdehnen,  du* 
es  den  Logarithmus  einer  positiTen  und  auch  einer  unheschräak' 
tcn  coniplexen  Grösse  liefert.  För  eine  gegebene  positirc  GrOss« 
r  bilde  man,  indem  die  Ausziebnng  der  reellen  positiven  Wur- 
zeln durch  gebrochene  Potenzexpoiienten  angedeutet  wird,  die 
Reihe  von  Ausdrücken 

2  (r^-  1),  4(r*-  1), . . .  2'{r*'— 1), 
die  beliebig  weit  fortgesetzt  sei.     Die  vorkommenden  Grüss^m 
»-ind  sämmtlich  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  r  tiber  oi^ftei 
unter  der  Einheit  liegt.    Da  die  letzte  aus  der  vorletzten  du^^rcb 

Multiplication  mit  dem  Factor  — ^ hervorgebracht  werden  i"»       f" 

welcher  für  r>l  kleiner,  für  r<:l  grösser  als  die  Einheit         ist, 
derselben  aber   bei   wachsendem  s  beliebig  nahe    kommt,  so 

nähern  sich  die  Ausdrucke  für  ein  solches  s  einem  festen  Gr^^>eiu- 
werth 

lim.2'(r''-l). 
Derselbe  miiss  mit  dem  Logarithmus  naturalis  von  r  znsami — ^icd- 
fallen,   da  2'  fllr  ein  beständig  znnehiiiendus  s  gleich  eiiiei—      lie- 
liebig  grossen  Zahl  n  wird,  und  da   nach  §  2.3  der  Ansd^^urt 


—  i—  gegen  log  r  convergirt.    Bei  einer  complexen  Grösse  x  - 


f-'y 


lV+j'=»-,  —  = 


*=.i 


so  dass  a  +  iii  die  Norm  Eins  hat.  Dann  lässt  sieh  auf  <»+«<' 
das  Verfahren  des  §  14  unmittelbar  anwenden;  auch  hier  m"? 
der  Kürze  halber  fl>0,  ,V:>0  vorausgesetzt  werden.  AUd*"" 
kommt  in  den  dortigen  UezcicbuuDgen 
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Iim.2'(a,+f7?,— l)  =  f^, 

wo  die  Grösse  &  zwischen  0  und  —  enthalten  ist.  Diese  Glei- 

chung  giebt  in  Verbindung  mit  der  vorhin  nachgewiesenen 

i 

lim.2'(r''  — l)=logr 

die  neue  Gleichung 

2•(r»•(«,  +  t/9,)-l)=logr  +  t^^+t^-, 

welche  sich  durch  das  beständige  Zunehmen  des  Nenners  2' 
in  die  Gleichung 

lim.2'(r''(a,  +  i/^,)  — l)=logr  +  f^ 
verwandelt    In  der  hierher  gehörigen  Reihe  von  Ausdrücken 

entsteht  jeder  aus  dem  nächst  vorhergehenden  durch  Ausziehung 
einer  Quadratwurzel,  deren  Sinn  durch  die  in  §  14  angegebe- 
nen Bedingungen  eindeutig  festgestellt  ist;  der  resultirende 
Grenzwerth  log  r  +  i  ^  giebt  denjenigen  Werth  des  log  {x  +  %  y\ 
bei  welchem,  in  Uebereinstimmung  mit  der  Annahme  x>Q  und 

•y>0,  der  Factor  von  i  zwischen  0  und  —  liegt.  Auf  demsel- 
ben Wege,  auf  dem  in  §  14  die  Grundeigenschaften  der  trigo- 
nometrischen Functionen  bewiesen  sind,  kann  vermittelst  der 
gefundenen  Darstellung  der  Function  log  (ic  + 1  y)  gezeigt  werden, 
dass  der  Satz,  nach  welchem  der  Logarithmus  eines  Products 
gleich  der  Summe  der  Logarithmen  der  Factoren  ist,  auch  bei 
der  erweiterten  Definition  richtig  bleibt.  Von  diesem  allgemei- 
nen Additionssatze  wird  in  §  119  die  Rede  sein. 

1 117.  Xnteffratton  «iner  rattonalen  Fonotioii  einer  oomplezen 

Variable. 

Bei  der  Integration  einer  rationalen  gebrochenen  Function 
der  complexen  Variable  ^, 


-/„\ 
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WO  Zähler  and  Nenner  ganze  Functionen  respective  vom  sten 
and  nten  Grade  sein  mögen,  verläaft  die  algebraische  Behand- 
lung auf  gleiche  Art,  wie  in  §  67  lllr  das  reelle  Gebiet  ausein- 
andergesetzt ist.  Falls  s  grösser  als  n  oder  gleich  n  ist,  wird 
eine  ganze  Function  q{z)  so  bestimmt,  dass  in  der  Gleichung 

die  ganze  Function  r(s)  von  niedrigerem  Grade  als  f{g)  ist; 
hierauf  wird  mit  Hülfe  der  Darstellung  von  fiz) 

(3)  fi^)  =  (a,  +  i  b,)  {z  -  l,t{^  -  t^^ . . .  (J  -  ?,r^  , 

bei  der  $^,  f^, . . .  ^^  unter  einander  verschiedene  Grössen  sind 

und  aj  +  a.^  +  .  .  .  +  a;^=w   ist,    der   echte    Bruch    ^  '    in  Par- 

tialbrttche  zerlegt.  Man  erhält  dadurch  die  in  §  68  mit  (2)  be- 
zeichnete Gestalt 

+     ::::.::::::::::::: 

-1- — i h  .  .  .  4- 


Die  im  vorigen  §  enthaltene  Ke^el  gicht  für  eine  mit  einer  be- 
liebigen festen  Grosse  ^  gebildete  complexe  Variable  z  —  ^  die 
Resultate 

(5)  /(^_^)«d^  =  -(-^-~iLl,  Ä-_i, 


l{B-l)Uz  = 


/* dz    _ 


mithin  liefert  das  Integral  der  ganzen  Function  g  (-8^)  eine  ganze 
Function  z^  das  Integral  der  Summe  von  Brüchen,  deren  Nenner 
Potenzen  vom  zweiten  oder  von  höherem  Grade  sind,  eine 
Summe  von  Brüchen,  deren  Nenner  um  einen  Grad  niedrigere 
Potenzen  sind,  das  Integral  der  Summe  von  Brüchen,  deren 
Nenner  nur  den  ersten  Grad  haben,  die  Summe  von  Produeten 
aus  Logarithmen  in  complexe  Constanten 

(7)    (^4i)!  «1°'""  (^.)  log  (^-?,) + .  •  • + (^^,  sf-\i^  log  (^-r.^ 


§  117.  Integral  einer  rationalen  Function.  683 

Das  GesammtiDtegral 

besteht  demnach  aas  einer  algebraischen  rationalen  Function 
von  e  und  dem  in  (7)  dargestellten  Aggregat  von  logarithmischen 
ßliedern,  da  gegenwärtig  die  logarithmiscbe  Function  allein 
den  Platz  einnimmt,  welcher  bei  der  auf  dem  reellen  Gebiet 
vollzogenen  Integration  von  dem  Logarithmus  und  den  inversen 
trigonometrischen  Functionen  zusammen  ausgefüllt  wurde.  Um 
den  Werth  von  (8)  für  eine  von  dem  Werthe  -8^(0)  bis  zu  dem 
Werthe  e{\)  ausgedehnte  Integration  zu  erhalten,  bei  welcher 
die  Werthe  von  e^  für  welche  f{e)  verschwindet,  vermieden 
werden,  ist  der  bezeichnete  Ausdruck,  der  sich  auf  ^e^  =  if  (0) 
bezieht,  von  dem  auf  z  =e  (1)  bezüglichen  Ausdruck  zu  subtra- 
hiren.  Für  die  rationalen  Bestandtheiie  bestimmt  sich  die  be- 
treffende Differenz  ohne  weiteres,  für  die  logarithmischen 
ist  aber  die  Differenz  log  (-8^(1)  —  ^)  —  log(i?(0)  —  f)  jedes 
Mal  so  zu  nehmen,  dass  sich  die  Function  log  (ß  —  ^),  indem 
die  Variable  £f  auf  dem  Wege  der  Integration  von  ^(0)  nach 
js  (1)  fortschreitet ,  immer  stetig  ändert  Bei  der  Function 
log  (-sr  —  ^)  Spielt  hier  der  Werth  £f'=  ^  dieselbe  Rolle  wie  der 
Werth  Null  für  die  Function  log  js,  so  dass  die  im  vorigen  § 
gegebene  Vorschrift  angewendet  werden  kann.  Dies  gilt  auch 
für  die  specielle,  nach  dem  Vorbilde  von  (4)  des  vorigen  § 
auszufahrende  Integration ,  bei  welcher  jg(0)  =  x  (0)  4- 1  y  (0), 
0{l)  =  x  (1)  +  f  y  (1)  ist,  und  js^  in  der  Weise  von  s  (0)  nach  s  (1) 
übergeht,  dass  zuerst  für  y  =  y  (0)  die  Variable  x  von  x  (0)  nach 
x{l)y  dann  für  rp  =  a;(l)  die  Variable  y  von  y(0)  nach  y(l) 
fortschreitet. 

Ebenso  wie  dies  in  §  68  geschehen  ist,  kann  gegenwärtig 

e  (z) 
derjenige  Theil  der  Function  -z^-i)  welcher  den  algebraischen, 

und  derjenige,  welcher  den  transcendenten  Theil  des  Gesammt- 
integrals hervorbringt,  getrennt  werden.    Es  sei  wieder 

(9)  /?W=(ao  +  t6o)  (^-  ?i)  (^~  ^2)  •  •  •  (^-^1) 

und 

(10)       d(^)={^-ir'\^-^,)^\..{^-^^'''\ 
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WO  d{e)  als  der  griiste  gcmeinBame  Tbeiler  von  /"(#)  aaä  f(i) 
ohne  Keuntuias  der  Factoren  des  ersten  Grades  von  f(s)  be- 
stimmbar ist,  und  ß{z)  dnrch  die  Gleichnng 

(11)  fie)  =  f}{2)d{j!) 

gefunden  wird.  Dann  lässt  sich  dureh  die  dort  benutzte  Methode 
der  unbestimmten  Coefficienlen  eine  ganze  F^unetion  y{s)  von 
niedrigerem  Grade  als  iJ(*)  uud  eine  ganze  Functioo  «(«)  vnn 
niedrigerem  Grade  als  ß{s)  unzweidentig  so  bestimmeu,  dasa 
die  Gleichung 

(12)  /■(.)-9W+       d,      +  ß(j,) 

befriedigt  ist.  Vermßge  derselben  wird  die  in  dem  Gesammt- 
integral (8)  enthaltene  rationale  Function  von  r  durch  den  Aus- 
druck 

(13)  /3(i.)ä.  +  -^, 

das  zugehörige  in  (7)  entwickelte  Aggregat  von  Producten  ans 
Logarithmen  in  complexe  Constanten  dnrch  das  Integral 

(U) 
dargestellt. 


%  118.    Intaerstlon  von  DlffarentiftUiuidrttok«!!  m«ltraT«r 

oompivzer  Varlabela.    TranaformfttlOD  doroh  StnittlkniBg 

•loes  iica«ii  Syitemi  von  oomplezen  Varlabelu. 

Für  ein  System  von  I71  reollen  Variabelu  ^■j,y,,-C3,yj,...x,,i/, 
seien  2  n  reelle  Functionen  ^„  ij,,  |j,  ij^, . . .  ^,,  *;,  so  gegeben,  das« 
iu  dem  Ausdruck 
(1)    i£j+i'ij)i<ix,  +  idf/i)+il^+i'!j){dx.^+idi,^)  +  ...+($^+ilJ)(dx^+id!i.) 

der  reelle  Theil 

und  der  Factor  von  i 

(3)  Ti,dx,  +  H,dy^  +  >t^dT^+ijdy^+...  +  >i,dx,  +  ^^dtf^ 

den  Bedingungen  der  Integrabilität  genligon,  oder  kürzer,  dais 
der  Ausdruck  (1)  ein  vollständiges  Differential  sei.    Dann  liefert 


§  118.     Differentialausdrücke  mit  mehreren  complexen  Variabein.         685 


die  AusfÜhrnng  der  vollstäDdigen  Integration  bei  (2)  eine  reelle 

Function  t^  bei  (3)  eine  reelle  Function  u  von  solcher  BeschaflFen- 

heit,  dass  die  Verbindung 

(4)  t  +  iu 

nach   der  in  §  110  aufgestellten  Definition  eine  Function   der 

n  complexen  Variabein 

ist.  Bezeichnet  man  mit  a  und  b  irgend  zwei  verschiedene  von 
den  Zahlen  1,  2, . . .  n,  so  gehören  nach  §  99  zu  (2)  die  Bedin- 
gungen der  Integrabilität 


(6) 


•  •  -'o^o,  4^--4^=o. 


und  zu  (3)  die  Bedingungen  der  Integrabilität 


(7) 


5y«       dx^ 
^=0 


dl.       dt 


sy 


dx^ 


^Vh     ^y. 


=0, 


welche  man  so  zusammenfassen  kann: 


(8) 


5(5.+  » 

%) 

dx 

\) 

dx^ 
5(l.  +  «- 

%) 

5(5.+ < 

\) 

.  ö(5.  +  <^.) 


=     t 


5y. 
dx^ 


öx. 


SVi 


Durch  Vereinigung  der  beiden  letzten  Gleichungen  ergibt  sich 
die  Anordnung 


Differeutialauailriicke  mit  niphreren  romplpM 


(9) 


Hier  mnsa  jeder  Ausdruck  ^^- 
n  complexen  Variabein  x,  +  iy,, 
Ausdriiclf 


s%+<%) 


St, 

S{%,+i%) 

äl. 

äe.+fi.) 

äj!, 

Hi.*',i 

.  ä(l.+ll.) 


a(S.+"i.) 


-ii/j  wieder   eine  Function   de: 
3:,+«^;,, . .  -x^+iy^  sein,  da  der 


(10)  .ie.+i,.)-^. 


are.+ii.) 


'^^o  +  .^a 


a(l,- 


ä.'/. 


<**.. 


wo  n  SQCcessive  gleich  1,  2,  .  .  .  m  zn  setzen  ist,  mit  Hülfe  der 
beiden  ersten  Gleichungen  (9)  die  erforderliche  Gestalt         ^^ 


(tl) 


ä{^i-^i%)  =  £^- 


5«. 


-(da;^+idyj 


annimmt.  Zugleich  leuchtet  ein,  dass,  wenn  in  (1)  jede  Ver- 
bindung  ?[,+*'/&  "•""  ^'^  Variabein  ar^  und  j/^  enthält  und  eine 
Function  von  x^  +  iy^  ist,  die  gänuntltchen  liedingungen  der 
IntegrabiliUlt  erfllllt  sind,  und  t+iu  gleich  einer  Summe  von 
Functionen  wird,  deren  jede  nur  eine  coniplexe  Variable  enthält 
Um  einer  späteren  Anwendung  willen  betrachten  wir  die 
besondere  Voraussetzung,  dass  ein  Ausdruck  (1)  gegeben  sei, 
der  die  Eigenscliaft  eines  vollständigen  Diflferentials  hat,  and  bei 
dem  die  sämmtlichen  Verbindungen  ^,  +  iij,,  fj+ii;^  .  .,f,+iij, 
rationale  Functionen  der  Mcomplexen  Variabein  (5)  sind.  Ndo 
möge  die  Function  t  +  in  dadurch  erhalten  werden,  dasB  man 
in  der  Mannigfaltigkeit  der  2  n reellen  Variabein  x^,y^,...x^,jf^ 
von  einem  Werthsysteni  j:,(0), y,(0), . .  .3:,(0),,ff,(0)  bis  zu  einem 
Werthsystem  a;j(l),  yj(l), . . .  3;„(1),  y,(l)  integrirt,  wobei  die  Va- 
riabein «„  Cj, . . .  B^  respective  von  den  festen  Anfangswerthen 
gi(Q)^a:,(Q)  +  ty(0),£,(Q)  =  j^j(0)+ty,(0),...it,=3:,(0)+iy,(0) 
zn  den  beweglichen  Endwerthen 
*.{l)=*i(l) +  ■"//(!),  «,(l)=a:,(l)+,>,(l),..^,(l)=a:.(l)+i( 
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fortrticken  und  ^+ tu  als  Function  der  Endwerthe 

aufgefasst  wird.  Hier  hindert  nichts,  die  Mannigfaltigkeit  der 
ersten  Ordnung,  auf  welcher  die  Integration  ausgeführt  wird, 
nach  der  Art  von  (4)  des  §  116  so  zu  wählen,  dass  zuerst  bei 
den  festen  Werthen  y^(0\  x^{0\  y,(0), . .  ,ir^(0),  y^(0)  die  Va- 
riable ajj  von  x^(0)  bis  a;j(l),  dann  bei  den  festen  Werthen 
a;(l),  x^{0),  y2(0),...i:^(0),  y^(0)  die  Variable  y^  von  y,(0)  bis 
y^(l)  weiter  rückt,  dass  so  die  Reihe  der  2n  Variabein  zu 
Paaren  vereinigt,  femer  jedes  Paar  wie  das  erste  behandelt, 
und  bei  dem  letzten  Paar  zuerst  die  reelle  Variable  rc.  von 
x^(0)  nach  a;^(l),  dann  die  zugehörige  reelle  Variable  y^  von 
y^(0)  nach  y„{l)  geftlhrt  wird.  Jedes  einzelne  dieser  Paare  von 
Integrationen  ist  nach  den  Regeln  des  vorigen  §  zu  vollziehen, 
und  bringt  einen  Ausdruck  hervor,  welcher  einen  rationalen 
und  einen  logarithmischen  Theil  hat,  die  aus  den  n  Werthen 
^i(X)j  ^iW>'-'^n(})  ^^^  <ie»  w  Werthen  ^,(0),  jerj(O), . . .  jer^(O) 
gebildet  sind.  Das  Gesammtintegral  als  die  Summe  der  ein- 
zelnen Integrale  ist  deshalb  gleich  einer  Summe  von  ebensolchen 
rationalen  und  logarithmischen  Ausdrücken.  Da  sich  nun  die 
Summe  der  rationalen  Ausdrücke  zu  einem  einzigen  rationalen 
Ausdruck  zusammenzieht,  so  gelangt  man  zu  dem  Ergebniss, 
dass  durch  Integration  des  in  Rede  stehenden  vollständigen  Dif- 
ferentials eine  Function  der  n  complexen  Variabein  a^y  jß^^, . . .  ^„ 
entsteht,  die  durch  Addition  einer  rationalen  Function  und  einer 
endlichen  Anzahl  von  logarithmischen  Ausdrücken  gebildet  ist. 
Wie  in  §  115  der  Ausdruck  (7)  durch  Einführung  einer 
neuen  complexen  Variable,  so  kann  der  obige  allgemeine  Aus- 
druck (1)  durch  Einführung  eines  Systems  von  complexen  Va- 
riabein transformirt  werden.  Es  seien  £j,  ^j, . . .  £f^  Functionen 
der  m  complexen  Variabein 

(12)  t?,=p,  -f  »äi,  v^=p^  +  «3,, . . .  v^=p^  4-  iq^, 
und  man  habe 

(13)  d0,  =  c,,dv^  +  c,^dv,  +  ...-!-  c,^„  dv^, 


^^n=^.^^^l  +  c».2^«^2  +  . . .  +  c.^«  dv^. 


In  Folge  dessen  verwandelt  sich  (1)  in  einen  Ansdnick  ym 

Gestalt 

(14)       (e,  +  jo,)  (dp,  +  idq,)  +  ie,  +  ia,)  (dp.,  +  idq^) •¥ 

wo  der  reelle  Tlieil  ans  (2),  der  Factor  von  i  ans  (3)  entiteht, 
indem  die  2«  rellen  Variabein  a;,,  ;/,, .  ..x,,  y,  durch  die  '21» 
reellen  Varirtbeln  pj,  g, ..  .p„,  j^  ausgedrückt  werden.  Nachdem 
in  §  115  benutzten  Satxe  des  §99  bleiben  bei  der  Snbatitution, 
die  Zahl  m  mtige  der  Zahl  n  gleich  oder  von  ihr  verschieden  seiu, 
fUrden  reellen  und  den  imaginären  Theil  von  (14)  die  Bedingnngea 
der  Integrabilitat  erfllllt,  weil  sie  filr  den  reellen  und  imaginä- 
ren Tiieil  von  (1)  erfllllt  sind.  Mithin  ist  der  durch  die  Integra- 
tion von  (14)  zu  gewinnende  Ausdruck  gicicb  der  Function  der 
Ml  complexen  Variabein  »,,  "j, -■■"^i  iu  welche  die  mit  (4)  be- 
zeichnete /  +  iu  der  n  complexen  Varial>eln  «,,  f ^t  ■  ■  ■ '.  durcb 
die  angewendete  Substitution  übergeht. 


%  110.    Addition  der  Lograrlthmea. 

Nach  §  116  wird  der  Logarithmus  einer  beliebigen  com- 
plexen Grösse  je'(l)  durch  das  von  r=l  bis  ^  =  ^(1)  genom- 
mene Integral 


0) 


/•"' 
^ 


n  com-       " 
renom- 

4 


so  ausgedruckt,  dass  sich  die  Anzahl  und  Direktion  der  l)ei  dem 
Integrationswege  um  den  Nullpunkt  beschriebenen  Umgänge  nach 
der  Anzahl  der  in  dem  imaginären  Thcile  von  log«(l)  enthal- 
tenen Vielfachen  der  Grösse  2ijr  richtet.  Auf  diese  Weise  kann 
man  die  Logarithmen  von  irgend  zwei  complexen  Grössen  durch 
Integrationen,  die  sich  auf  zwei  von  einander  unabhängige 
complexe  Variabein  e,  und  £,  beziehen,  darstellen,  und  es  ent- 
steht für  die  Summe  der  beiden  Logarithmen  die  Gleicbu 

(2)  /.^+  /^  =  Iog^,(l)-Moe;r.(l). 
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in  §  118  gemachten  allgemeinen  ßemerkuDg  als  das  Integral 
des  folgenden  mit  den  beiden  complexen  Variabein  e^  and  z^ 
gebildeten  vollständigen  Differentials 

betrachtet  werden.  Vermöge  der  Grandregel  für  die  Differen- 
tiation eines  Prodncts  gilt  aber  die  Gleichang 

^1  ^1  ^1  ^J 

diese  verwandelt  sich,  sobald  das  Prodact  e^  r,  als  eine  ncae 
Variable  t;  eingeführt  wird,  in  die  Gleichang 

(5)  ^4.^==^^, 

deren  rechte  Seite  mit  den  einzelnen  Bcstandtheilen  der  linken 
gleiche  Gestalt  hat.    Ans  der  Bestimmang 

(G)  «^  =  ^,  ^« 

ergiebt  sich,  dass  für  je^i  =  l  und  e^^X  auch  i;=l  wird.  LUsst 
man  nun  die  Variable  v  so  fortschreiten,  dass  zuerst  für  £,  =  1 
die  Variable  e^  wie  frUher  von  1  zu  ^,(1),  dann  für  e^=e^{\) 
die  Variable  ß^  wie  frUher  von  1  zu  e^{\)  weiter  rückt,  und 
nimmt  v{\)^e^{\)e^(\\  so  folgt  aus  (5)  die  Gleichung 

1  1  1 

Nun  ist  aber 

/r(l) 
f-  =  logt'(l), 

1 

mithin  besteht  der  in  §  IIU  erwähnte  Satz 

(9)  log  £,  (1)  +  log  ^.  (1)  =  log  {z,  (1)  z,  (D), 

wonach  die  Sutnme  der  Logarithmen  zweier  complexen  Grössen 
gleich  dem  Logarithmus  ihres  Products  ist. 

Auf  diesen  Satz  gründet  sich  eine  allgemeine  Eigen- 
schaft des  Integrals  einer  beliebigen  rationalen  Function  einer 
Variable,  dessen  Gestalt  in  §  117  angegeben  ist.  Substituirt 
man   statt    der  ursprünglichen   Variable  z  irgend    eine    ratio- 

LipMhJts,  Analyais  II.  44 
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p  KifTonsoliilft  des  Integrals 


r  ralionalon  Fiinriin 


nale    Function    eine 
beiden  Restandtbeili 


neuen    VarlaMe    v    und    untersucht   die 
des  Integrals  j  -~.-lds,   welche  in  §  11" 

mit  (13)  und  (14)  bezeichnet  sind,  an  itinss  der  crstere  als  eine 
rationale  Function  von  z  gleich  einer  rationalen  Function  von  r 
werden.  Der  zweite  Beatantltheil  ist  zufolge  der  dortigen  Glei- 
chung (7)  ein  Aggregat  von  logarithmischen  Ausdrucken  von 
der  Oeatalt 

(10)  ölog(^-a 

wo  ff  nnd  ^  feste  complexe  GrösBen  sind.  Nun  wird  das  Ar- 
gument Ä  — ^  durch  die  bezeichnete  Substitution  ebenfalls  gleich 
einer  rationalen  Function  von  v,  das  heisst  gleich  einem  Brncbe, 
dessen  Zähler  und  Nenner  ganze  Functionen  von  t>  sind.  Jcle 
derselben  ist  nach  dem  Fnndamentalthcorom  der  algebraischen 
Gleiehnngen  gleich  einem  Prodnct  ans  Factoren,  die  in  Bexii{; 
auf  V  vom  ersten  Grade  sind.  Mitbin  ist  der  Logarithmus  von 
s  —  ^  nach  dem  vorliegenden  Satze  gleich  der  Summe  der  Lo- 
garithmen der  Factoren  der  Zähterfnnction,  vermindert  nm  lUe 
Hnmme  der  Logarithmen  der  Nennerfunction.  Es  verwandeln 
sich  deshalb  die  einzelnen  logarithmisehen  Ausdrücke  (1")  in 
Ausdrücke,  welche  in  Bezug  auf  die  neue  Variable  v  ebenso 
gebildet  sind,  und  der  in  Rede  stehende  zweite  Bestandtheil 
geht  in  ein  auf  gleiche  Weise  ans  logarithmisehen  Ausdrücken 
zusammengesetztes  Aggregat  tlber.  Indem  die  Variable  s  durch 
eine  beliebige    rationale  P'unction   der  neuen  Variable  r  ersetzt 

wird,  verwandelt  sieh  das  i 


in  ila-s  Differential 


VW" 


de 


1  integrirende  Ditfereutial -./^,- <ir 

^-  dv,  hei  dem  dv  wieder  mit  einer 

rationalen  Function  von  v  multiplicirt  ist.  Nimmt  man  ancti 
hier  vermöge  der  in  §  117  angegebeneu  Methode  eine  Zerlej^ng 
in  die  beiden  Th&ile  vor,  welche  respective  den  algebraischen 
und  den  logarithmisehen  Theil  des  Gesammtintegrals  hervor- 
bringen, und  unterscheidet  dieselben  wie  vorhin  als  den  ersten 
und  zweiten,  so  folgt  ans  dem  Vorhergebenden,  dass  sieh  immer 

der  erste  Theil  von  -)jAde  in  den  ersten  Theil  von  ~S  {  ,  de 

f{z)  /■(«)  dt 

nnd  beziehungsweise  der  zweite  in  den  zweiten  verwandelt  Die 
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Ergebnisse  dieser  Zerlegung  haben  also  die  Eigenschaft,  von  der 
Anwendung  einer  rationalen  Substitution  unabhängig  zu  sein. 

§  120.    Abdl'soher  8«ts. 

In  dem  Eingange  von  Capitel  IX,  Abschnitt  I,  sind  die 
Integrale  von  Functionen  einer  Variable  für  das  reelle  Gebiet 
in  solche  eingetheilt  worden,  bei  denen  die  Function  algebraisch 
und  bei  denen  sie  nicht  algebraisch  ist;  zugleich  sind  unter 
den  Integralen  algebraischer  Functionen  diejenigen  getrennt,  bei 
denen  die  Function  durch  rationale,  und  bei  denen  sie  durch 
nicht  rationale  Operationen  gebildet  wird.  Bei  der  Erweiterung, 
welche  die  Begriffe  der  algebraischen  Function  und  des  Inte- 
grationsprocesses  auf  dem  Gebiete  der  complexen  Grössen  er- 
halten haben,  bleiben  beide  Arten  der  Eintheilung  bestehen. 
Wie  sich  auf  dem  letztern  Gebiet  die  Behandlung  der  Integrale 
rationaler  Functionen  vereinfacht,  zeigt  die  Vergleichung  der 
nUchst  vorhergehenden  §§  mit  §  67  und  §  68.  Ebenso  hat  die 
Lehre  von  den  Integralen  der  algebraischen  nicht  rationalen 
Functionen  nach  ihrer  Ausdehnung  auf  den  Bereich  der  complexen 
Grössen  einen  völligen  Umschwung  erfahren,  durch  den  alte 
Räthsel  gelöst,  neue  entstanden  sind.  Den  eigentlichen  Wendepunkt 
bezeichnet  aber  AheVs  Entdeckung  einer  gemeinsamen  Eigenschaft 
der  Integrale  aller  algebraischen  Functionen,  deren  Ausdruck  als 
der  übersehe  Satz  berühmt  geworden  ist.  Abel  spricht  sich  in 
seiner  Darstellung*)  nicht  darüber  aus,  ob  die  Integrations- 
variabein reell  sein  sollen,  oder  auch  complexe  Werthe  anneh- 
men dürfen.  Weil  er  aber  stets  die  BegriflFe  der  algebraischen 
Function  und  des  Integrirens  vollständiger  Differentiale  ge- 
braucht, so  gelten  seine  Betrachtungen  mit  gleichem  Recht  für 
complexe  wie  für  reelle  Grössen.  Aus  einer  genügenden  Ent- 
wickelung  der  Theorie  der  Functionen  von  complexen  Varia- 
bein folgt  daher  unmittelbar  der  zugehörige  Ausdruck  des  Abel- 
sehen  Satzes,  dessen  Beweis  das  vorliegende  Capitel  schliessen 
wird. 


*)  Ähel^  Oeuvres  compldtcs,  tome  2,  XI,  sur  la  comparaison  des  fon- 
eUons  transcendantes,  und  mhnoirc  sur  une  propriiU  ghihrale  d'une  classe 
iriS'itendue  de  foncHons  transeendante»,  v.  J.  1826. 


Wir  haben  in  g  114  den  allgemeinen  Änsdrnck  einer  alf:e- 
braiscfaen  Function  einer  Variable  e  angeführt.  Nachdem  mit 
einer  Function 

(1)  F{t,ui)=  Ä^to'  +  Ä^vT'*  + . . .  +^„ 
bei  der  Ä„  A,,...  A^  ganze  Functionen  von  e  sind,    die 
chung 

(2)  F(r,H.)  =  0 
gebildet  iat,  erscheint  eine  algebraische  Function  von  e 
Brnch 

g(,(g)  w""'  +  g,(g)«'"~'  +  ■■■  +  g,_,  w 


(3) 


K{e,ie)= 


1 


in  dem  ff„  [z),  JE,  («), .  . .  iC„,  [e),  L^  {e),  i,  («), . . .  i._,  {^)  wie- 
der ganze  Functionen  von  e  bedeuten.  Vermöge  der  Gieichnug 
(2)  ist  w  eine  »-werthige  und  mit  Ausnahme  gewisser  Wertiie 
von  s  stetige  Function  von  e\  das  heisst,  das  Gebiet  von  '  zer- 
fällt, sobald  einzelne  Stellen  ausgeschlossen  sind,  in  Theile,  fUr 
welche  zu  jedem  e  genau  n  Werthe  von  w  gehören  und  jwler 
einzelne  Werth  sich  bei  einer  stetigen  Aenderuug  von  e  gleich- 
falls stetig  ändert.  Wählt  man  einen  solchen  und  zwar  einfach 
zusammenhängenden  Gebietstheil  von  s  und  hebt  fUr  denselhen 
einen  bestimmten  unter  denn  zugehörigen  Werthen  von  w  heraus, 
so  ist  für  diese  Combination  z,  u>  die  Function  K(s,  w)  durch  (3) 
eindeutig  bestinmit.  Zugleich  soll  der  Gebietstheil  so  angenom- 
men sein,  dass  in  demselben  das  Unendlich  werden  von  ["X)  aus- 
geschlossen bleibt,  was  leicht  zu  erreichen  ist.  Unter  der  er- 
wähnten Voraussetzung  hat  dann  das  über  die  Function  K  {z,  w) 
nach  e  von  einem  Werthe  *(0)  bis  zu  einem  Werthe  £(!)  auf 
einem  gewissen  Wege  ausgedehnte  Integral 

(4)  fK(z,w)dz 

einen  durch  die  frühere  Definition  genau  präcisirten  Sinn,  nnd 
nimmt  an  der  in  (II)  des  g  llü  ausgesprocheneu  Eigenechaß 
Theil,  bei  zwei  verschiedenen  von  einem  Werth  ^(0)  nach  einem 
Werth  z[\)  gefHhrten  Inte^ratiouswegen  denselhen  Werth  jtu 
bekommen.  Für  den  gegenwärtigen  Zweck  genügt  die  angvgo- 
bene  DeschrUukung  des  Gebiets  der  Variable  £■;  wofern  ea  bei 
anderen   Untersuchungen    nothwendig   wird,    die   BescfarfiokOBg 


^. 
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aufzuheben,  kann  das  betreffende  Gebiet  stets  in  Gebietstheile 
von  der  bezeichneten  Beschaffenheit  zerlegt  werden.  Es  besteht 
nun  der  AbeTHche  Satz  in  der  Thatsache,  dass  die  Summe  einer 
gewissen  hinreichend  grossen  Anzahl  von  Integralen,  deren  je- 
des wie  das  Integral  (4)  gebildet  ist,  durch  einen  algebraischen 
und  logarithmischen  Ausdruck  dargestellt  worden  kann.  Sei  die 
Anzahl  der  Integrale  gleich  v,  das  erste  Integral  von  js^  (0)  bis 
-?,(!),  das  zweite  von  js^{0)  bis^r, (1),  u.  s.  f.,  das  vte  von  ^^(0) 
bis  ^y(l)  zu  erstrecken,  es  werde  ferner  in  jedem  Integral  die 
Integrationsvariable  als  eine  selbststäudige  Variable  aufgefasst 
und  als  solche  sammt  der  zugehörigen  Function  w  mit  einem 
betreffenden  Zeiger  versehen,  so  ist  die  in  Rede  stehende 
Summe  von  Integralen 

»1  (0)  *i(0)  »,  (0) 

nach  einer  in  §  118  enthalteneu  und  auch  im  vorigen  §  auge- 
wendeten Bemerkung  gleich  dem  Integral  des  mit  den  com- 
plexen  Variabein  z^^  z^,..,  z^  aufgestellten  vollständigen  Diffe- 
rentials 

(())  K{z^ ,  w^)  dz^  +  K{z.^,  w^)  dz.,  4- . . .  +  Ä" {z^,  w^)  dz^. 

Eine  Transformation  des  Differentials  (6),  bei  welcher  die 
V  Variabein  z^^  z^, . ,  z^  auf  eine  eigenthUmliche  Art  durch  ein 

System  von  neuen  Variabein  ausgedrückt  werden,  wird  den 
Beweis  des  Gierschen  Satzes  liefern;  den  Zugang  vermittelt  eine 
algebraische  Betrachtung. 

Man  kann  die  in  (1)  definirte  Function  F{z^w)  mit  einer 
beliebigen  anderen  rationalen  ganzen  Function  derselben  Varia- 
bein in  der  Weise  vergleichen,  dass,  nachdem  beide  nach  den 
Potenzen  derselben  Variable  w  geordnet  sind,  die  Function  des 
höchsten  Grades  von  w  verlangt  wird,  welche  in  beide  Func- 
tionen für  unbestimmte  Werthe  von  z  algebraisch  aufgeht.  Die 
betreffende  Function  ergiebt  sich,  indem  bei  diesen  Functionen 
der  Variable  w  das  in  I,  §  68  zur  Aufsuchung  des  grösten 
gemeinsamen  Theilers  zweier  ganzen  Functionen  einer  Variable 
auseinandergesetzte  Verfahren  angewendet  wird.  Bei  den 
hierzu  erforderlichen  Divisionen  treten  als  Coefficienten  rationale 
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Functionen  von  s  auf;  das  Kennzeichen,  dass  die  beiden  gege- 
benen Functionen  von  w  fHr  unbestimmte  Werlhe  von  s  gluit-li- 
zeitig  durch  keine  Function  von  w  theiibar  sind,  besteht  darin, 
dass  bei  der  vorletzten  auszutührenden  Division  als  liest  eine 
von  w  anabbängige  Grösse  erscheint,  die  wieder  gleicb  einer 
rationalen  Function  von  s  sein  darf,  Von  jetzt  ab  oiüge  die 
Function  F(s,m;)  die  Voraussetzung  erfüllen,  mit  ihrem  nach  u> 
genommenen  partiellen  Uifferentialquotienten 
äf(;.,«)_ 


(7) 


=  n  ÄgU)'     +  (b  —  1)  Aj  Mj"' 


bei  nnbestimmten  Werthen  von  e  keine  Function  von  w  i 
meinsamen  Thellcr  zu  besitzen.  In  dieser  Annahme  liegt  keine 
wesentliche  Specialisirnng  ,  da  die  zugchiSrige  Function  (1)  iu 
dem  Falle,  dass  ein  solcber  Theiler  vorhanden  ist,  in  Factoren 
von  der  verlangten  Beschaffenheit  zerfallt  i  diese  bezeichnen,  ein- 
zeln gleich  Null  gesetzt,  eine  bestimmte  Abbilngigkeit  der  Va- 
riable w  von  der  Variable  z,  und  können  zur  Anwendung  kom- 
men, um  die  ursprUngliebe  Gleichung  zu  ersetzen.  Zu  F{i.  w) 
wird  nnn  eine  zweite  rationale  ganze  Function  von  s  und  w 
G{z,w)  hinzugefügt,  die  in  Bezug  auf  w  vom  (» —  l)len  Grade 
sei  und  die  Gestalt  habe, 

[   G  {s,  w)  =  So«"""'        +  B,  (f""*  +  . . .  +  B,_i, 

S„=6„o?'^         +^1^*^"'  ■*■■■■ +*o.f. 


Diese  Function,  bei  der  die  Coct'ficienten 

'....».,..■■■».,,..•■*.  .,.•».-,,.••*«.„ 

beliebige  von  e  unabhängige  complexe  Wcrthe  erhalteni^ 
80  beschaffen  sein,  dass  flir  sie  und  F(e,ui)  itei  unbestimmten 
Werthen  von  e  ebenfalls  keine  Function  von  w  als  gemeinsamer 
Theiler  existirt.  Doch  kilnnen  die  beiden  Functionen  sehr  wohl 
tÜr  bestimmte  Werthe  von  e  durch  dieselbe  Function  von  « 
theiibar  sein,  und  zwar  ist  iu  unserem  Falle  gerade  die  Frage 
nach  den  Bedingungen  zu  beantworten,  unter  denen  Fit,te) 
und  G(e,w)  durch  dieselbe  Function  des  ersten  und  keine 
Function  eines  hiiheren  Grades  von  w  theiibar  sind. 
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OflFenbar  deckt  sieh  die  aufgeworfene  Frage  mit  der  Auf- 
gabe, zu  bestimmeu,  wann  die  beiden  Gleichungen 

gleichzeitig  bestehen  können,  und  in  Bezug  auf  die  Grösse  w 
eine  und  nur  eine  gemeinsame  Wurzel  haben.  Es  handelt  sich 
also  um  die  Untersuchung  eines  Systems  von  zwei  für  die  Un- 
bekannten z  und  w  gegebenen  algebraischen  Gleichungen.  Be- 
zeichnet man  die  zu  einem  bestimmten  z  gehörigen  Werthe  von 
w,  welche  die  erste  Gleichung  befriedigen,  mit  w^,  w^,...  w^,  die- 
jenigen, welche  die  zweite  Gleichung  befriedigen,  mit  A^,  Äg,...  ä^_i, 
wonach 

ist,  so  liegt  die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  für 
das  Vorhandensein  einer  gemeinsamen  Wurzel  in  dem  Verschwin- 
den des  Products  von  Dififerenzen 

(1 1)  {W^  — Äj)  {W^—\)  ...  (1^1  -  Ä„._i) 


Dasselbe  wird  mit  Hülfe  von  (10)  in  die  Gestalt 

G  (£r,  w,)      G  {zy  wj  G  {z,  w) 

(12)  n(z)=-  ^ '  '^         '  ^  ^     " 


-^0  ^0  -^0 

gebracht,  welche  in  Bezug  auf  die  Coefficienten  ^)  ^»•"    ö" 

G  (z  tv) 
der  Gleichung  — ^ — -  =  0  rational  und  ganz,   in  Bezug  auf 

die  n  Wurzeln  w^,  w^,...  iv^  rational,  ganz  und  von  jeder  Ver- 
tauschung derselben  unabhängig  oder  nach  I,  §  46  symmetrisch 
ist.  Vermöge  der  in  I,  §  58  bewiesenen  Fundamentaleigenschaft 
kann  aber  jede  rationale  ganze  symmetrische  Verbindung  von 
n  Elementen  als  ein  rationaler  ganzer  Ausdruck  der  n  symme- 
trischen Grundverbindungen  dargestellt  werden,  die  bei  den 
n  Wurzeln  w^y  w^, . . .  w^  gleich  den  mit  abwechselnden  Zeichen 


A^  A^      A. 


genommenen  Coefficienten  ^^  /»-'x  ^^^  zugeordneten  Glei- 

A.n.       An  An 
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chung  — ^ — -  =  0  sind.    Hiernach  wird   die  rechte  Seite  von 

(12)  gleich  einem  Ausdruck,   der  eine   rationale   ganze  Func- 

tion  von  den  Coefficienten  -.  >  -7-'"*  T  ^^^  ^^^  Coefficienten 

HS        s 

^7  ö"'*"  ~^~  ^^^'    ^^  Verschwinden  desselben  oder  das  Er- 

fülitsein  der  Gleichung 

(13)  /r(^)  =  o 

ist  nach .  dem  Obigen  erforderlich  und  hinreichend,  damit  die 
Gleichungen  (9)  zusammen  befriedigt  werden.  Durch  die  Vor- 
aussetzung, dass  F{z,w)  und  G(SjW)  für  unbestimmte  Werthe 
von  ^  keine  Function  von  w  als  gemeinsamen  Theiler  haben 
dürfen,  wird  der  Fall  ausgeschlossen,  dass  /7(jgr)  für  unbestimmte 
Werthe  von  js  gleich  Null  sei.  Mithin  kann  diese  rationale  Func- 
tion von  js  nur  für  bestimmte  Werthe  von  s  verschwinden,  und 
da  die  betreffenden  auch  die  einzigen  sind,  bei  welchen  sich 
die  Gleichungen  (9)  befriedigen   lassen,   so   ist   die  Gleichung 

(13)  die  Resultante  der  Elimination  von  w  aus  den  beiden  Glei- 
chungen (9).    Sobald  an  die  Stelle  von  G  {js,  w)  der  in  (7)  dar- 

f)  V(g  ijj\ 

gestellte  Differentialquotient  — ^^~^  =  F*{e,w)  tritt,  gelten  die 

schon  mehrfach  benutzten  Gleichungen 
F*  {s,w.) 


(lA)        l 


'0 

F  {z,  w.,) 


—  (u;^  —  w^)  (w.^  —  M?3) . . .  (w^—  w.) 


F  {JS,  w) 

=  {w^-  w,)  {w^-w^) . . .  (w^  —  w^,). 


'0 


In  Folge  der  Substitution  von        r'—  statt     >^'— geht  dem 


A,  B, 


nach  das  Product  (11)  in  das  aus  den  sämmtlichen  Differenzen 
der  Wurzeln  w^,  w.^,  ...«;„  gebildete  Product  über,  durch  wel- 
ches in  I,  §  59  die  Discriminante  der  zugehörigen  Glei- 
chung definirt  ist;  daher  erhält  man  aus  (12)  für  die  Discri- 
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minaute  der  nach  w  aufzalösenden  Gleichung  F{js,w)  =  0  den 
Ausdruck 

(12*)  ^  (^)  = ^^^-^ -^ y-^  . 

Aq  Aq  Aq 

Bei  der  oben  gemachten  Voraussetzung,  dass  F{e,w)  und  {F'z,w) 
keine  Function  von  w  als  gemeinsamen  Theiler  haben  dürfen, 
verschwindet  $(^)  keinenfalls  für  unbestimmte  Werthe  von  ß, 
und  können  unmöglich  zwei  von  den  n  Wurzeln  t«;^  m^^j,  . . .  iv^ 
einander  gleich  sein;  umgekehrt  enthält  das  Verschwinden  von 
^  (£f)  die  Bedingung  dafür,  dass  irgend  zwei  unter  den  n  Wur- 
zeln Wp  tv^, ' "  tv^  einander  gleich  werden. 

Zu  einem  folgenden  Schritte  dient  ein  in  I,  g  69  bewiese- 
ner Satz,  nach  welchem,  wenn  zwei  ganze  Functionen  einer 
Variable  keinen  gemeinsamen  Theiler  haben,  jede  Function  in 
der  Weise  mit  einer  ganzen  Function  multiplicirt  werden  kann, 
dass  das  Aggregat  der  beiden  Producte  gleich  einer  beliebigen, 
von  Null  verschiedenen  von  der  Variable  unabhängigen  Grösse 
wird.  Bei  den  Functionen  F{zy  w)  und  G  {js,  w)  von  w  setzen 
wir  diese  von  w  unabhängige  Grösse  gleich  der  in  (12)  definir- 
ten  Function  n{si)  und  bilden  die  Gleichung 

(15)  S  {z,  w)  — y-^  +  R  (z,  w)  — )^ —  =  n{z). 

Da  die  Function  F{z,w)  in  Bezug  auf  w  vom  nten,  G{z,w) 
vom  (n— l)ten  Grade  ist,  so  lässt  sich  nach  I,  §  93  bewir- 
ken, dass  S{z,w)  vom  (n— 2)ten,  R(ZfW)  vom  (n— l)ten  Grade 
wird.  Die  rechte  Seite  darf  gleich  n{z)  genommen  werden, 
weil  n{z)  für  keinen  Werth  von  z,  für  den  F{jsf,w)  und  G{ZyW) 
ohne  gemeinsamen  Theiler  sind,  verschwindet  Nun  wird  die 
Function  R{e,w)  für  jeden  Werth  von  s^  der  TKjs)  nicht  zu 
Null  macht,  bestimmt,  indem  man  in  (15)  statt  w  der  Reihe 
nach  die  Wurzeln  «;,,  %v^^^  •••"'„  der  Gleichung  F{z,  m;)  =  0  sub- 
stituirt.    Hierdurch  entstehen  die  n  Gleichungen 

(16j  R  {z,  w,)  — p— -  =  n  (z),  ...R{z,  wj '^  =  n{z), 

in  denen  wegen  der  über  z  gemachten  Annahme  keiner  der 
Werthe  der  Function  G{z,w)  verschwindet.  Mithin  sind  die 
n  Werthe  der  Function  des  (n— l)ten  Grades  R(jSjW)  bekannt, 
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welche  sie  für  die  nach  der  Voraussetzung  untereinander  ver- 
schiedenen n  Werthe  von  w  annimmt;  R{ZjW)  wird  daher  oiit 
Hülfe  der  Interpolationsformei  von  Lagrange  (I,  §  9ü  und  §  39 
dieses  Bandes)  tblgendermassen  dargestellt 

WO  a=l,  2, ...  n  zu  setzen  ist.    Weil   aber   JI{e)   nach   (12) 

gleich  dem  Product  der  n  Factoren  -^J— ~  ist  und  sich  daher 

durch  jeden  einzelnen  Factor  dividiren  lässt,  so  behält  R  {js,  w) 
auch   für  solche   Werthe   von   js  einen  endlichen   Werth ,    für 

die  ein  Factor      ^  '   ^^   und  damit    auch   77  (^)   verschwindet 

Hierauf  beruht  der  Schluss,  dass  die  Function  R(z,tv)  in  (17) 
nicht  nur  für  diejenigen  Werthe  von  jer,  für  welche  n{z)  von 
Null  verschieden  ist,  sondern  für  jeden  Werth  von  z  der  Glei- 
chung (15)  entsprechend  dargestellt  wird.  Die  Function  R(z,w) 
kann  mit  Hülfe  des  vorhin  angewendeten  Fundamentalsatzes 
der  symmetrischen  Functionen  als  rationale  Function  von  z  aus- 
gedrückt werden,  wonach  sich  aus  (15)  auch  f\XrS{z,tc)  ein  in 
z  rationaler  Ausdruck  ergiebt.   In  dem  vorhin  erwähnten  Falle, 

dass  — \^ —  durch  den  partiellen  Differentialquotienten  — j^ — 

ersetzt  wird  und  das  Product  n{z)  in  die  Discriminante  ^</) 
übergeht,  verwandelt  sich  die  obige  Gleichung  (15)  in  diejenige, 
welche  Gauss  in  art.  8  der  Abhandlung  demonstratio  nova  altera 
theorematis,  omnetn  functiofiem  algebraicam  rationalem  integrum 
unius  variahilis  in  factores  reales  primi  vel  secundi  gradus  rcsdvi 
posse,  Göttingen  1816,  behandelt  hat,  und  der  Ausdruck  iJ  (^,  if) 
aus  (17)  in  die  von  Gauss  mit  q  bezeichnete  Function. 

Für  diejenigen  Werthe  von  z,  welche  H  (z)  zum  Verschwin- 
den bringen,  liefert  die  Gleichung  (15),  deren  rechte  Seite  als- 

F{z  w'^ 
dann  gleich  Null  ist,  das  Resultat,  dass  der  Quotient  von  — j^ — 

durch      ^  '    ^  dem  Quotienten  von  —R{z^\v)  durch  S\z^xc\  gleich 

sein  muss.    Weil  nun  — -r-  '   iu  Bezug  auf  t(;  vom  wten,  ii(^,if' 
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vom  (n— l)ten  Grade  ist,  so  kann  die  Gleichheit  der  beiden 
Quotienten  nur  so  bestehen,  dass  der  Zähler  und  Nenner  des 
ersten  Quotienten  eine  Function  von  w  als  gemeinsamen  Thei- 
1er  haben,    die  bei  dem  Zähler  und  Nenner  des  zweiten  Quo- 

tienten    fortgelassen   ist.    Dass    die    Functionen   — V    ^    und 

—  p    ^  ftar  Werthe  von  js,  bei  denen  /7  (£f)  =  0  ist,  durch  eine 

Function  von  w  gleichzeitig  theilbar  werden,  ist  die  Folge  des 
Vorhandenseins  einer  gemeinsamen  Wurzel  der  zugehörigen 
Gleichungen  (9).  Soll  nun,  wie  gefordert  wurde,  der  gemein- 
same Factor  der  Functionen  von  keinem  höheren  als  dem  ersten 
Grade,  oder  für  die  Gleichungen  nur  eine  einzige  gemeinsame 
Wurzel  vorhanden  sein,  so  ist  es  uothwendig,  dass  die  Func- 
tion R  {Zj  w)  in  Bezug  auf  tv  nicht  auf  den  (n— 2)  ten  Grad  her- 
absinke. Der  Ausdruck  (17)  von  B{js^w)  wird  durch  Addition 
von  n  Producten  erhalten,  bei  denen  die  Function  des  (n— l)ten 

Grades  — ^ — -  mit  dem  von  w  unabhängigen  Factor 

multiplicirt  ist.  In  jeder  der  genannten  Functionen  hat  w"^^ 
nach  der  Definition  von  F{z,w)  in(l)  den  Coefficienten -4«,  mit- 
hin ist  «?""'  in  R  (ßj  w)  mit  dem  Factor 

B^n(z)       A, 


(18)  iF(^)-.2:^(^^^^)  j,.(^^^^) 

multiplicirt,  und  dieser  muss,  damit  R  (xr,  w)  keine  Function  des 
(n — 2)  ten  Grades  von  w  werden  kann,  von  Null  verschieden 
sein. 

Sobald  — 5^l5^  und  — ^  ^^   für  besondere  Werthe  von  z 

eine  Function  ersten  Grades  von  w  zum  grösten  gemeinsamen 
Theiler  haben,  kann  man  auf  die  von  diesem  Factor  befreiten 
Functionen  den  Satz  anwenden,  welcher  vorhin  zu  der  Glei- 
chung (15)  geführt  hat.  Denkt  man  sich  eine  entsprechende 
Gleichung  aufgestellt  und  beide  Seiten  derselben  mit  dem  fort- 
gelassenen Factor  ersten  Grades  multiplicirt,  so  entsteht  eine 
Gleichung  von  der  Gestalt 


Äbul'Buhcr  Sau. 


(19)      Z)(^,  w) 


iV^. 


C{s,  te) 


.H'U)w-iH^). 


Hier   bedeutet  D(e,u!)   eine    ganze   Function    des    («■ 

C{s,w)  eine  soiche  des  («— 2)ten  Grades  in  Bezug  auf  u:  Der 

in  dem  Ausdruck  rechts  befindliehe,    an    sicli    beliebige   Factor 

von  w  mUBS  so  gewählt  sein,  dass  er  fllr  die  Werthe  von  z,  fUr 

,  ,       F{x,w)        ,    G(z,te)      .  _,    .,       , 

welche  ^j —  und  — ^ —  einen  gemeinsamen  Tueiler  oe- 

komnien,  keineufalls  verschwindet,  und  ist  deshalb  gleich  der 
in  (18)  definirtcn  Function  'F(j)  gesetzt  Unzweifelhaft  wird 
durch  die  Gleichung  (19)  auch  die  notliwendige  Bedingung  da- 
für ausgedrUclct,  dass  der  gemeinsame  Factor  der  beiden  Fuuc- 
tioueu  vou  w  von  keiuem  höheren  als  dem  ersten  Grade  sein 
kannj  denn  jeder  gemeinsame  Factor  der  Functionen  ist  ein 
Factor  der  linken  Seite  von  (19)  und  muss  deshalb  iu  der  rech- 
te» Seite  aufgehen,  die  in  Bezug  auf  u>  nur  vom  ersten  Grade 
und  wegen  der  Beschaffenbcit  von  'f(s)  nicht  gleich  Null  ist 
Wiewohl  die  Gleichung  (19)  fUr  solche  Werthe  vou  £  ge- 
bildet wurde,  die  Uie)  zum  Verschwinden  bringen,  so  betrach- 
ten wir  dieselbe  doch  zuerst  unter  der  Voraussetzung,  dass  e 
einen  Werth  habe,  bei  dem  FI  (s),  aber  auch  'I'(b)  von  Null  ver- 
schieden ist,  und  bestimmen  zuerst  die  Function  ii{e).  ü 
man  wieder  fUr  w  successive  die  n  Werthe  »„,  so  kummt 


(20) 


■  iäW, 


-^  i -'^  niclit  den  Wcrtli  Null  a 


riiuit,  lind  fol^ticli, 


'«(^l- 


(21)        C'(i,10,)n(j)!='f(a)«;, 


-»."(') 


fJW 


*."(») 


•e(.,».,)      "-^•'o(.,i»,) 

Ingofeni  C{s,k)  eine  Function  des  (n— 2)ten  Gmdes  rond 
hat  nach  einem  in  g  Sit  ftlr  reelle  Argumente  ansgesproottc 
aber  aus  den  gleieben  Gründen  ftlr  coiiiplexe  Argumente  gelten- 
den Sata  die  von  n  =  1  bis  n  anagedebnte  Summe 


(22) 


■  7F'(vpy 
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einen  verschwindenden  Werth.    Demnach  folgt  aus  (21)  durch 

Ä 
Multiplication  mit         .  ^ — r-  und  hierauf  erfolgende  Summation 

die  Gleichung 


^o^W      A 


=  0, 


und  folglich,  da  der  Factor  von  fl(jf)  gleich  V{z)  ist,  diese 
Function  aber  einen  von  Null  verschiedenen  Werth  haben  soll, 
die  Bestimmung 

V{ß)  und  i2(£)  sind  in  (18)  und  (24)  als  symmetrische  Func- 

tionen  der  n  Wurzeln  w^   der  Gleichung  — .^       =  0   darge- 

stellt  und  gehen  daher  in  rationale  Functionen  der  Coefficienten 
der  beiden  Gleichungen  (9),  mithin  in  rationale  Functionen  von 
z  über. 

Zur    Bestimmung    von    C{sSjW)   und    D{jsf,to)   findet    sich 
durch  Combination  von  (15)  und  (10)  die  Gleichung 

(25)  {S(^yw)  {'P{z)w  —  ß(^))  -  D{z,w)  n{z)) I^^i^ 

+  {n{e,x€)  (W{b)w - ß(^))  -  C{z,u>)  n{z)) -^^  =  0. 

Da  F(Zjtv)  und  G{z,w)  für  unbestimmte  Werthe  von  z  keine 

Function  von  tc  als  gemeinsamen  Theiler  haben,   so  muss  hier 

G(z  to) 
der  Factor  von  — \~-   -    bis   auf   einen    von   w   unabhängigen 

F(z  w) 
Factor  gleich  — J    '  sein.    In  der  letztern  Function  hat  w^ 

die  Einheit  zum  Factor,  in  der  zu  vergleichenden  Differenz  ist 
C(ZjW)  nach  w  vom  (n — 2)ten  Grade,  ferner  erscheint  in  R{z,tv) 

die  Potenz  w"^^  mit  'f^(^),  in  dem  als  Factor  hinzuzufligenden 
Ausdruck  ersten  Grades  w  ebenfalls  mit  ^P{z),  folglich  in  dem 

Product  die  Potenz  tv*  mit  {^{z)f  mnltiplicirt.  Demnach  gilt 
die  Gleichung 

(26)  R(z,w)  {'F(z)w  -  i2(z))  -  C(z,tc) n(z)={'Piz)y^^^^^f 
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aus  der  für  C{js,w)  die  Bestimmung 

(27)     C(z, w)  n (^)  =  R{z, w)  {W(^)w  -  ß{^))  —  (y(^))'  ^^^'^^ 

hervorgeht.  Substituirt  man  statt  B(is^w\  V(a\  Q(s)  die  ge- 
fundenen Ausdrücke  (17),  (18),  (24)  und  wendet  als  Sommations- 
buchstaben  Q  und  b  an,  so  kommt 


\  ^  '^^'^^^        f  r^(ir,«,J  -F'(£r,frJ^  fi^(^,ii.,)  F'(;.,fr^' 

ferner,    indem  der  Factor  Tl{z\    der  gegenwärtig  nicht  gleich 
Null  sein  darf,  auf  beiden  Seiten  fortgelassen  wird, 
(29)    G{s,w)  = 


(■ 


r,'fr,)2^'(vOJ^^^^ 


Hier  hat  der  in  der  Klammer  befindliche  Ausdruck  die  Eigen- 
schaft, dass  bei  Ausführung  der  Multiplication  der  beiden  Sum- 
men die  Glieder,  in  denen  die  Zeiger  a  und  6  gleich  sind,  Pro- 
ductc  liefern,  die  sich  fortheben.  Indem  nun  eine  Summe,  die 
sich  auf  alle  abgesehen  von  der  Reihenfolge  verschiedenen 
Paare  von  verschiedenen  Zahlen  a  und  b  bezieht,  mit  X^^^  be- 
zeichnet wird,  nimmt  der  Inhalt  der  Klammer  die  Gestalt  an 

Es  ist  aber 

(31)  ^-  + ^  —  2  =  .-       '        ' 


folglich  entsteht  für  C{z^w)  der  Ausdruck 

BllKz)  Al{w^^w,f  F(z,w) 


(32)  C(z,w)^2: 


a.b  G(z,w^)G(0,w^)  riz,w^)r(z,w^)  Ä^(to—u:^){i€'-v^ 
Da  Q  und  b  verschiedene  Zahlen  bedeuten,  so  enthält  i7(jer)  das 

Product ö als  Factor,  während durch  das 

Product  {w  —  w^^iv  —  w^   aufgeht,   und   deshalb   gilt   die  ge- 
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fundene  Darstellung  von  C{e,w)  für  alle  Werthe  von  e  mit 
Einschluss  derjenigen,  für  diei/(^)  verschwindet.  Als  symmetri- 
sche Function  der  Wurzeln  w^  wird  C(z,w)  gleich  einer  ratio- 
nalen Function  von  e,  so  dass  in  gleicher  Weise  aus  (19)  der 
Ausdruck  von  D(e,w)  erhalten  wird.  Hiemach  bestehen  die 
Bedingungen  dafür,  dass  die  Functionen  F{£,w)  und  G{jSyW) 
durch  dieselbe  Function  des  ersten  und  keine  Function  eines 
holderen  Grades  von  w  theilbar  werden,  darin,  dass  die  Grösse  e 
eine  Wureel  der  Gleichung 

n{z)  =  o 

ist,  und  dass  für  keinen  solchen  Werth  die  Functiofi  ^¥{z)  ver- 
schwindet. Alsdann  hat  der  einsige  den  beiden  Functionen  ge- 
meinsame Factor  den  Ausdruck 

W{e)w--n{jsl 
in  welchem  ^P{s)  und  £2{e)  gleich  rationalen  Functionen  von  s 
sind.    Es  wird  daher  für  jede  Wurzel  e^  der  Gleichung  n(js)=0 
der  zugehörige  Werth  iv  =  w^  durch  die  Gleichung 

als  rationale  Function  von  z^  ausgedrückt.  Man  gelangt  zu 
einer  Bestimmung  der  eingeführten  Functionen  n(e),  ^y{e),  ß(^), 
bei  der  sie  in  den  Coefficientcn  der  Gleichungen  (9)  durch 
Bildung  von  Determinanten  ausgedrückt  sind,   indem    man   die 

Function  — a~^    successive  mit  den  Factoren  \,w,w^,..w'"'^, 

die  Function  — 2.^     ebenso  mit  den  Factoren  1,  w,  w^, . .  «?""* 

multiplicirt,  in  den  von  w  freien  Gliedern  w^  als  Factor  zufügt, 
und  das  resultirende  System  von  (2n— 1)  Ausdrücken  unter- 
sucht, die  in  Bezug  auf  die  (2n— 1)  Potenzen  m;",  u;\  . . .  tt?^""*^ 
homogen  und  vom  ersten  Grade  sind.  Für  das  Folgende  ist 
jedoch  eine  Kenntniss  der  expliciten  Darstellung  nicht  er- 
forderlich. 

Um  die  mitgetheilten  Eigenschaften  eines  Systems  von 
zwei  algebraischen  Gleichungen  zu  dem  Beweise  des  ^^erschen 
Satzes  zu  benutzen,  werden  die  in  der  Fut^ition  G{s,w)  vor- 
kommenden Coefficienien  b^^,  J^ „  ...  6^^^^  ... ,  6^_,  q,  . . .  6^_,^,, 
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welche  abgekürzt  b      heiasen  nx'igcu,    als  unabhängige  variahU 
Grössen  atifget'osst.     Da  die  Function  //(e)  eine  rationale  ganze 


Fnaetion    der   Verbindungen  -^ , 


.  -f^nnd  ^-i 


bt,  die  erstem  rationale  Functionen  von  £,  die  letztem  ratio- 
nale Functionen  von  e  und  von  den  Grlieaen  b  sind,  bo  tet 
n{e)  ebenfalls  eine  rationale  Function  von  e  und  den  Grössen 
i,,„  und  deshalb  sind  die  Wurzeln  e^  der  Gleichung  /r(«)  =  0 
als  Functionen  der  Grtiasen  b  anzusehen.  Für  jede  Wurzel 
folgt  aus  dem  Verschwinden  des  vollstiludigen  DifTereutials  von 

Bz  ,,,„    db__. 


(34) 


^i\..='>, 


eine  Darstellung  des  Differentials  de  als  Aggregat  von  Producten 
der  Differentiale  d6  ,  mit  Ausdrücken,  die  rationale  Functionen 
von  e  und  allen  6,,„,  sind.  Falls  unter  den  Wurzeln  solche  vor- 
kommen, die  von  den  Griisscn  6  unabhängig  sind,  so  rauss 
fUr  dieselben  der  betreffende  Ausdruck  von  de  verschwinden. 
Diese  Wurzeln  werden  aus  der  folgenden  Betrachtung  heraus- 
fallen,  doch  kann  von  ihrem  Vorhandensein  der  Einfachheit 
halber  abgesehen  werden.  Die  Anzalil  der  snmmtlichen,  dem- 
nach von  den  Griissen  6  abhängenden  Wurzeln  sei  gleich  r. 
Wir  lassen  nun  diese  v  Grössen  «„  «,,...  ä,  mit  den  v  Variahein 
zusammenfallen,  die  in  dem  volIstUndigen  Differential  (C)  anti- 
cipirend  mit  den  gleichen  Bnchstaben  bezeichnet  sind.  Da  hier 
mit  jedem  Werth  a  ein  vermöge  der  Gleichung  F{z,  w)  =  0  znge- 
hiiriger  Werth  w  zu  combiniren  ist,  so  darf  immer  mit  £^  der- 
jenige Werth  w„  combinirt  werden,  welcher  in  (33)  durch  die 

Si'.) 

den  gleichen  Grllndcn  wie  n{e)  eine  rationale  Function  von  t^ 
und  von  den  Griissen  &,„.  Wenn  man  daher  in  dem  einzelne» 
Ansdruck  Ä"(^,,  tcj  d£„  die  Grösse  mj„  in  der  angegebenen 
Weise  determinirt,  so  wird  der  Factor  K{j!^,wJ  ebenfalls  gleich 
einer  rationalen  Function  von  e^  und  6  .  ferner  iat  rf/„  vc^ 
möge  (34)   durch  eine  Summe  von  Prodncten  der  Differentiale 


Function  - 


dctinirt  worden  ist.    Dieser  Quotient  i 
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db  iu  rationale  Functionen  von  .e,,  und  fi, „,  zu  ersetzen. 
Uierbei  zeigt  sich  der  Umstand,  dass,  wenn  nach  einander  die- 
selbe Transi'ormatinn  mit  den  verseil iedenen  Ausdrücken 

K{.;,  tt'.)  rf.-„  Ä(^„  jüj  ds.^, . . .  Ä"(5,.w,)  de, 
ausgeführt  wird,  nur  die  Wurzel  ^,  nach  einander  in  £j, .  ■ .  ^^  zu 
verwandeln  ist,  während  die  Grössen  h  sammt  ihren  Differen- 
tialen tiberall  genau  in  derselben  Weise  auftreten.  Werden 
jetzt  alle  v  transforruirten  Ausdrücke  addirt,  so  erhillt  man 
statt  des  vollständigen  Differentials  (6)  ein  nach  den  sUmmt- 
Ucben  Differentialen  db  zu  ordnendes  Aggregat 
(35)  ■     2:%,„db    . 

bei  welchem  jeder  einzelne  Factor  Q  gleich  der  Summe  von  v 
Ausdrücken  ist,  nnter  denen  jeder  einzelne  nach  einer  Griisse 
4„  nnd  den  siimintlichen  i  ,„,  rational  ist;  alle  geben  aus 
einem  einzelnen  durch  die  Substitution  ^„^  5,,  ^^,...s^  hervor. 
Daher  ist  jeder  Factor  Q  eine  rationale  Function  der  säirnnt- 
lieben  i  .g,  und  zugleich  eine  symmetrische  Function  der  v  Wur- 
zeln s^  der  Gleichung  /7(ä)  =  0;  er  ist  folglieb  nach  dem  Fun- 
dameutalsatze  der  symmetrischen  Functionen  gleich  einer  ratio- 
nalen Function  von  den  Coefticienten  dieser  Gleicbuug,  mitbin, 
weil  diese  chenfalls  rationale  Functionen  der  6.,,„,  sind,  selbst 
eine  rationale  Function  der  &,^„,.  Es  geht  also  durch  die  aus- 
geführte Substitution  das  vollständige  Differential  (ti)  in  das 
Aggregat  von  Differentialen  (35)  über,  bei  dem  die  sämmt- 
lioben  Faetoren  Q  rationale  Functionen  der  Variabein  Ä^,,. 
sind.  Nach  §  118  verwandelt  sich  ein  vollständiges  Differential 
bei  der  Substitution  eines  jeden  Systems  neuer  Variabein  wieder 
in  einen  Ausdruck,  der  die  Bedingungen  der  Integrabilität  er- 
füllt. Also  sind  diese  Bedingungen  bei  dem  Ausdruck  (35) 
befriedigt.  Andrerseits  liefert  ein  Aggregat  von  Differentialen, 
bei  dem  die  sämmtlichen  Faetoren  der  Differentiale  rationale 
Functionen  der  Variabein  sind,  dnrch  Integration  nach  dem  ange- 
führten §  einen  Ausdruck,  der  in  Bezug  anf  die  Variabein 
tbeils  algebraisch  rational,  theils  logarithmiscb  ist.  Wenn  daher 
das  Aggregat  (35)  in  der  Weise  integrirt  wird,  dass  jede  Variable 
h      von  einetn  Werlheb     (ß)  su  einem  Werih  b     {l)  fortsekreüet 
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und  die  Variabein  ^„  i»  entsprechender  Weise  von  e^{0)  bis  ejh 
beiocijt  werden,  so  wird  die  Summe  von  Integralen  (5)  gleich  dmn 
zugehörigen  Integral  des  Aggregats  (35),  das  heisst  gleich  einem 
Ausdruck,  teelcher  in  Bezug  auf  die  Grössen  A„„(0)  und  b  ^  (I) 
iheils  algebraisch  rational  Iheils  logarithmisch  ist.  Hiermit  ist 
aller  der  Abel'»che  Satz  begründet. 


Capitel  IV. 

Entwickelung  von  Fnnctinnen  einfr  romplexen 
variabelii  (Jrflsse  in  Potenzreilieii. 

8  lai.    Caaoby'aobST  Satz. 

Für  Functionen,  die  in  einem  gewissen  Intervall  ihrer  reellen 
Variable  mit  EinBcbluss  der  aufeinanderfolgenden  iiacb  dersel- 
ben genommenen  Differentialquotienten  eindeutig,  endlich  und 
stetig  gegeben  sind,  liefert  der  in  §  27  enthaltene  Toy^or'sche 
Sat»  ein  Mittel  der  Darstellung  durch  Potenzreihen,  zu  welchen, 
nachdem  sie  beliebig  weit  fortgesetzt  sind,  als  vollständiger 
Rest  ein  bestimmtes  Integral  hinzukommt;  wofern  dieser  Rest  bei 
stets  wachsender  Gliederzahl  beliebig  klein  wird,  convergiren 
die  Reihen  bei  unendlicher  Ausdehnung.  Es  wird  daher  die  in 
I,  §  112  erwähnte  Aufgabe,  zu  beurtbeilen,  ob  eine  bestimmte 
gegebene  Function  einer  reellen  Variable  in  eine  Poteuzreibe 
eutwickelbar  sei,  und,  falls  dem  so  ist,  die  Entwickclung  aus- 
zuführen, durch  den  Tai/lorntihcii  Satz  nur  insoweit  gelöst,  dae& 
noch  eine  Convergenzuntersucbnog  hinzuzufügen  bleibt  Dagegen 
gewährt  die  Uebertragung  der  Frage  auf  das  Gebiet  der  com- 
plexen  Grössen  den  Vorzug,  dass  man  unter  sehr  umfasseudeii 
Voraussetzungen  im  Stande  ist,  die  Bedingungen  der  Entwickele 
barkeit  einer  Function  in  eine  convergente  unendliche  Reihe, 
die  nach  den  ganzeu  positiven  Potenzen  der  complexeu  Variable 
fortRchreitet,  von  vorne  herein  ans  den  Eigenschaften  der  Func- 
tion abzuleiten;  die  Kntwickelung  wird  dann  spiUcr  aiisgefUhrt. 
Diesem  Ziele  nähern  wir  nns  durch  die  Mittheilung  eines  Satze?, 
der  dazu  dient,  eine  Function  einer  complexen  Variable  durch 
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ein  Integral  auszudrücken,  und  der  nach  seinem  Urheber  Cauchy 
benannt  worden  ist. 

Wenn  eine  Function  f{£)  der  complexen  Variable  £  für  ein 
Gebiet  E  derselben  eindeutig,  endlich  und  stetig  gegeben  ist, 
und  t  einen  bestimmten  in  diesem  Gebiet  enthaltenen  Werth 
von  js  bezeichnet,  so  ist  der  durch  Division  mit  der  Verbindung 

z — t  erhaltene  Quotient   '     L  nach  §  107  ebenfalls  eine  Func- 

tion  von  z.  Dieser  Quotient  bleibt  in  dem  ganzen  Gebiet  E 
eindeutig,  und  mit  Ausnahme  der  Stelle  z^=t  gleichfalls  end- 
lich und  stetig.  Wird  nun,  geometrisch  gesprochen,  in  E  eine 
geschlossene  und  sich  nirgendwo  selbst  schneidende  Linie  L 
gezogen,  die  ein  einfach  zusammenhängendes,  den  Punkt  C  enthal- 
tendes Flächenstück  begrenzt,  wird  innerhalb  desselben  um  den 
Punkt  L  als  Centrum  mit  einem  Radius  q  ein  Kreis  K  beschrie- 
ben,  dessen   Fläche   ausgeschieden,   und   der   übrig  bleibende 

Theil  des  Stücks  mit  E'  bezeichnet,  so  ist    '  ^  L  in  E'  überall 

z—t 

eindeutig,  endlich  und  stetig.  Dann  sind  in  dem  durch  die  bei- 
den Linien  L  und  K  vollständig  begrenzten  Gebiete  E*  für  das 
auf  die  complexe  Variable  z  bezügliche  Integral 


die  Bedingungen  des  Satzes  (I)  aus  §  115  erfüllt;  dasselbe  muss 
daher,  längs  der  ganzen  Begrenzung  in  einem  gegen  das  Innere 
von  E*  stets  gleichen  Sinne  genommen,  verschwinden.  Nach 
einer  in  §  116  benutzten  Bemerkung  bekommt  in  Folge  dessen 
das  Integral  (1)  denselben  Werth,  wofern  die  Integration  ein  Mal 
längs  der  Linie  Z,  das  zweite  Mal  längs  der  Kreislinie  £,  und 
zwar  immer  um  den  Punkt  l,  in  demselben  Sinne  herum  geführt 
wird.  Für  die  auf  die  Kreislinie  bezügliche  Integration  eignet 
sich  die  Einführung  der  Polarcoordinaten 

(2)  ;8r  — t  =  r  (cos^H-  isin^); 
hierbei  folgt  aus  der  Gleichung 

(3)  dz  =  dr  (cos^  +  %  sin^)  +  t>(cos^  + 1  sin^)  d&, 
da  r  den  festen  Werth  q  annimmt,  die  Bestimmung 

(4)  -^  ^=idi>. 

'  z — f 


7f)8 
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Die  Variable  &  mfige  von  — n  bis  n  genommen  werden;  der 
hierdurch  bezeichnete  Urebungegiun  heisac  positiv,  jetxt  ist 
das  in  demselben  Sinne  Über  die  Linie  L  ausgedehnte  Integral 
gleich  dem  Integral 


(5) 


ff(i:  +  e  ("08  *  + '  8in  *))  idö. 


Hier  darf  die  positive  Grösse  q  nach  nnd  nach  immer  klei. 
nere  Werthe  erhalten,  weshalb  die  Argumente  der  Function 
t  +  e  (co8#  +  t  sin  tf)  für  den  ganzen  Gang  der  Integration  von 
dem  Werthe  l  nm  eine  coniplese  Orösse  von  beliebig  kleinem 
Betrage  abweieben.  Weil  nun  f(s)  eine  eindentige,  endliche 
und  stetige  Function  von  s  ist,  so  wird  die  Differenz  von  jwei 
Functionswerthen  mit  Hülfe  des  endücbeti  DifTerentialqnotienten 

-^^  =  f'[e)  für  einen  hinreichend  kleinen  Betrag  der  Diffe- 
renz der  Argumente  beliebig  genau  so  ausgedrückt 
(6)  /-W-rtO-Z-ICXa-C). 

Es  differirt  also  in  (5)  der  Fnnctionswerth  f(t+p(cos&+ia 
von  dem  Functioiiswerth  f(C)  um  beliebig  wenig,  folglich  nSfaert 
sich  das  betreffende  Integral  demjenigen  Werthe,  welcher  durch 
Einsetzung  von  f('C)  entBteht;  derselbe  wird,  da  /"(t)  von  der  In- 
tegrationsvariable 9  unabhängig  ist  und  die  Integration  des  Ele- 
ments dit  die  Grlisse  2 /r  ergiebt,  durch  das  Product  2irifQ 
dargestellt.  Auf  diese  Weise  erhält  man  den  nachzuweisenden 
Cauchy'schen  Satz: 

Bei  einer  Function  f[e),  die  für  ein  Gebiet  von  z  eindeutig, 
endlich  und  stetig  gegeben  ist,  wird  der  Funciionswerth  f(L),  wd- 
cher  zii  einem  beliebigen  in  dem  Gebiete  befindlichen  Werthe  i 
gehört,  durch  das  folgc?ide  Integral  a^tsgedriielii,  das  längs  einer 
um  deti  Punkt  t  im  jmsitivcn  Sinne  einfach  herumlaufenden  Linie 
SU  erstrechen  ist, 


(7) 


flL] 


de. 


Fßr  den  Fall,  dass  in  dem  Integral  der  rechten  Seite  die  ( 
L  einen  Werth  erbHlt,  der  eich  ausserhalb  des  von  der  betreffen- 
den Linie  eingeschlossenen  Gebiets  beiludet,  bleibt  die  FunctioB 
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>  in  demselben  überall  endlich,  weshalb  der  Werth  des  Inte- 

z — c, 

grals  nach  dem  Satze  (I)  des  §  115  verschwindet. 

Die  Gleichung  (7)  kann  dazu  dienen,  die  sämmtlichen  auf- 
einander folgenden  Differentialquotionten  der  Function  f(^)  zu 
bilden  und  in  ähnlicher  Weise  darzustellen.    Da  C  unter  dem 

Integralzeichen  nur  in  dem  Bruche  -^w  vorkommt,  dessen  Nen- 
ner bei  der  angegebenen  Integration  niemals  verschwindet, 
so  darf  eine  Differentiation  des  Integrals  (7)  nach  dem  Argu- 
ment ^  unter  dem  Integralzeichen  ausgeführt  werden.  In  der 
That  setzt  sich  eine  nach  dem  complexen  Argument  ^  vorzu- 
nehmende einmalige  Differentiation  aus  zwei  partiellen  Diffe- 
rentiationen zusammen,  die  den  reellen  und  den  von  dem  Fac- 
tor i  befreiten  imaginären  Theil  von  t  betreffen.  Es  gestatten 
daher  die  in  §  75  entwickelten  Frincipien  der  Differentiation 
eines  bestimmten  Integrals  nach  einer  von  den  Integrations- 
grenzen unabhängigen  Grösse  eine  ein  ^[al  und  auch  belie- 
big oft  unter  dem  Integralzeichen  auszuführende  Differentia- 
tion des  Integrals  (7)  nach  dem  Argument  c;  denn  die  Ausdrücke 
welche  durch  einmalige  und  beliebig  fortgesetzte  Differentiation 

des  Bruches  -_^  entstehen,  behaltien  die  Eigenschaft,  dass  fttr 

den  Lauf  der  Integration  ihr  Nenner  nicht  gleich  Null  wird, 
und  sie  selber  eindeutig,  endlich  und  stetig  sind.  Man  erhält 
die  Bestimmungen 


(8) 


Irk)      . 


^ii^)_ .. 


und  deshalb  für  die  nach  §  108  bezeichneten  successiven  Diffe- 
rentialquotienteu  die  Ausdrücke 


/■■(?)' 


r(t)= 


1.2...y   f     fW 

2.i  J  ^.-er 


dl. 


-er' 

Wo  ^er  Weg  der  Integration  wie  in  (7)  zu  nelinieu  ist, 

Das  80  olicn  eiugesclilagene  Verfahron  liefert  den  Beweis, 
dass  chic  für  das  Gelnet  E  gegebene  cimleutlge,  endlielte  und  ste- 
tige Function  f{s)  die  merkwürdige  FAgenschuft  hat,  dass  tow 
derselben  für  jeden  in  F,  mthaltcnen  Wertk  von  s  in  ISesug  auf 
diese  Variable  die  sämmtlichen  Differential quotictitcn  einer  bdichig 
hohen  Ordnung  gebildet  werden  hmmen  und  eindeutige,  endliehe 
und  stetige  Functionen  voti  s  sind.  Sobald  die  Gleichung  (7)  fest- 
fjestellt  ist,  folgt  aus  deraelbeu  vermöge  der  angewendeten  Be- 
trachtungen zu  gleicher  Zeit  das  Vorhandenaeiii  und  die  Dar- 
stellung der  naeh  einander  aatztisuchunden  Difl'ercntialiiuotientcn. 
Hierbei  ist  v.ü  bedenken,  dass,  indem  f  (s)  —  t  +  i  u  ftlr  das  Ge- 
biet Kais  Function  der  complexen  Variable  r  delinirt  wird,  nach 
(!)  des  §  1U6  fUr  dasselbe  Gebiet  die  Gleiclmng 
( 1  (1)  dt  +  idu  =  {^  +  i7i)(dx  +  idg) 

vorausgesetzt  wird,  welcher  die  Gleichung 

(U)  ''-Ji-'=£+". 

entspricht.  Das  Vorhandensein  des  ersten  DifTereiitialquolieiiteii 
/"'[«)  liegt  also  schon  in  der  für  die  Function  f(£)=l  +  iu  ge- 
machten Voraussetzung,  vermöge  deren  t  und  u  in  dem  Gebiet 
E  dem  System  der  beiden  partiellen  üiSerentialgleiehnngen 

^a_M    du^_dt  "" 

S  g     dx  S  if 

zu  genügen  haben.     Eine  fernere  Annahme  besteht  darin, 
t  +  tu  Kv.  E  eindeutig,  endlich   und  stetig  sein  soll,    und  diese 
umfasst  für  E  die  Rindcutigkeit  und  Endlichkeit  der  partiellen 

öt     Bt    du 


(12) 


gen  ist  die  Gleichung  (7)  abgeleitet,   welche  die  Existenz  dei 
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sämmtlichen  Differentialquotienten  von  f{z)  bedingt.  Während 
also  die  Existenz  des  ersten  Differeutialqnotienten  f*  (e)  mit  zu 
den  gemachten  Voraussetzungen  gehört,  wird  aus  denselben  die 
Existenz  aller  übrigen  Differentialquotienten  als  nothwendig  ge- 
folgert; hierbei  besteht  aber  der  Unterschied,  dass  die  Func- 
tion f(js)  nnd  ihr  erster  Differentialquotient  fttr  das  betreffende 
Gebiet  von  z  mit  Einschluss  der  Begrenzung  als  gegeben  gelten, 
dass  aber  die  Existenz  der  folgenden  Differentialquotienten  für 
das  Innere  des  Gebiets  mit  Ausschluss  der  Begrenzung  erwie- 
sen wird. 

§  122.    DanteUiiiiff  einer  Funotton  einer  oomplezen  Variable 

durch  eine  Potenzreihe. 

Sei  C  =  Co  ein  beliebiger  Werth  des  Gebiets,  für  das  die 
Function  f(jg)  wie  im  vorigen  §  eindeutig,  endlich  und  stetig 
gegeben  ist;  es  werde  eine  Entwicklung  von  /*(C)  gesucht,  die 
nach  den  positiven  ganzen  Potenzen  der  Differenz  K —  t«  geordnet 
ist.  Eine  solche  erhält  man  aus  der  Camhy* sehen  Gleichung 


(1)  fi^)-^rljHdz, 


-^        2niJ  z 


indem  man  dem  Bruche y.  die  Gestalt ^  -  -^  -y  .  giebt, 

und  denselben,  wie  in  I,  §  94  geschehen,  in  eine  geometrische 
Reihe  verwandelt 


,-  + 


Nach  I,  §  98  convergirt  die  Summe  für  eine  wachsende  Zahl  p 

unter  der  Bedingung,   dass   der  Betrag  des   Quotienten  4 

kleiner  als  die  Einheit  ist.  Damit  dies  bei  der  in  dem  Ausdruck 
von  f{^  auszuftlhrenden  Integration  überall  der  Fall  sei,  wird 
die  im  vorigen  §  mit  L  bezeichnete  Linie  als  ein  Kreis  bestimmt, 
der  um  den  Funkt  ^o  mit  einem  angemessen  zu  wählenden  Ra- 
dius q^  beschrieben  ist;  da  nun  der  Punkt  ^  in  diesem  Kreise 
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euthalten  sein  oiuss,  so  ist  der  Betrag  von  t  —  t«  nothwendig 
kleiner  als  derjenige  von  z  —  ^o-  Substituirt  man  die  rechte 
Seite  von  (2)  unter  dem  Integralzeichen  und  löst  das  Integral 
in  eine  auf  die  einzelnen  Summanden  bezügliche  Summe  von 
Integralen  auf,  so  kommt  die  Gleichung 


3)        f%) 


^  1    Ao 

2niJ  z — 


^^de  4-  - 
^  2 


1    /*/-o 


Q' 


de{^-C^  +  ... 


r+i 


2^*y(^-^)  ^  2niJ  {,^C,^(i^O)(s^Q 

In  Folge  der  Gleichung  (1)  hat  das  erste  Integral  den  Werth 
f(Ko)\  die  übrigen  Integrale  werden  vermöge  der  Gleichungen 
(9)  des  vorigen  §  durch   die  mit  den  zugehörigen  Zahlenfacol- 

täten   dividirten  DiflFerentialquotienten /*' (Co), . .  ./^''^Co)  ausge- 
drückt.  Setzt  man  wieder,  mit  Benutzung  der  positiven  Grösse 
^0  und  eines  reellen  Arguments  d-y 
(4)  £f  —  l^  =  Q^  (cos  ^  +  »  sin  v^), 

so  kommen  die  Gleichungen 


AQ  =  5^  /  ACo  +  ^o(eo8^  +  ißin^))  d ^, 


F+l 


(5) 


< 


riQ=w-  - 


f(^o  +  9o  (c^s  y  4-  *  sin  ^)) 


(>(j(cos^+  iainö) 


d^, 


*)) 


d». 


—  tl 


das  letzte  Integral  geht  in  den  Ausdruck 


(5*)     R 


>+ 


'cos^-t-  isin^)) 


(f-g'*** 


■Bin»)-^-Q)      (p,(c08*+i8W*))' 


—  rr 


über,  und  es  entsteht  die  Entwickelung  von  f(C), 


(6)  /•Q=Ag+r(g  (c-g+^\t-g' + ...  + 


/'\g 


1.2.3. ..p 


ii-^+^i^' 
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welche  mit  der  Gestalt  des  Taylor'scheu  Satzes  aas  §  27  über- 
einstimmt. 

Wir  köunen  jetzt  Grössen  bestimmen,  welche  beziehungs- 
weise grösser  als  die  Beträge  der  Integrale  in  (5)  und  (5"*") 
sind,  und  dadurch  zeigen,  dass  unter  den  gegenwärtigen  Vor- 
aussetzungen der  Betrag  des  Integrals  R^^^  fUr  eine  ohne  Ende 
wachsende  Zahl  p  stets  beliebig  klein  wird.  Jedes  der  Inte- 
grale (5)  und  (5"**)  lässt  sich  nach  der  ursprünglichen  Definition 
eines  bestimmten  Integrals  (§  22)  als  der  Grehzwerth  einer 
Summe  auffassen,  bei  der  die  Variable  0'  für  das  von  —  /r  bis  7t 
ausgedehnte  Intervall  successive  um  positive  Grössen  wächst,  und 
wo  jedes  Increment  mit  dem  zugehörigen  Werth  der  zu  integriren- 
den  Function  multiplicirt  wird,  die  hier  eine  complexe  Grösse 
ist  Nach  einem  in  I,  §  61  bewiesenen  Satze  ist  aber  der  Be- 
trag einer  Summe  von  mehreren  complexen  Grössen  niemals 
grösser  als  die  Sunmie  der  einzehien  Beträge.  Dieser  Satz  gilt, 
wie  leicht  zu  sehen,  auch  für  den  Betrag  einer  Summe,  die  bei 
stets  zunehmender  Gliederzahl  gegen  einen  Greuzwerth  conver- 
girt.  Es  wird  daher  für  den  Betrag  jedes  Integrals  (5)  und 
(5*)  ein  zugehöriger  übertreffender  Werth  gefunden,  indem 
man  in  dem  entsprechenden  Summenausdruck  jeden  einzelnen 
Summanden  durch  seinen  Betrag  ersetzt,  mithin  auch  indem 
man  die  zu  integrirende  Function  durch  deren  Betrag  oder 
einen  denselben  übertreffenden  positiven  Werth  ersetzt,  und 
dann  die  Integration  ausfahrt.  Nun  sei  Wl  eine  positive 
Grösse,  welche  jeden  bei  den  Integrationen  vorkommenden  Be- 
trag der  Function  f(J^^  +  q^,  (cos  &  +  i  sin  ^))  übertrifft,  der  Be- 
trag der  Differenz  K—  C^  höchstens  gleich  a„,  wobei  nach  der  Vor- 
aussetzung Qo>(^o  sein  muss.  Die  in  (5)  und  (5*)  unter  dem 
Integralzeichen  befindliche  Function  ist  ein  Product,  so  dass 
dessen  Betrag  nach  I,  §  30  mit  dem  Product  der  Beträge  der 
einzelnen  Factoren  zusammenfällt,  und  durch  Vergrösserung  jedes 
Factors  selbst  vergrössert  wird.  In  (5)  ist  der  Betrag  des  Nen- 
ners {Qq  (cos  ^  4-  i  sin  ^)f  gleich  qI  ,  der  des  Zählers  kleiner  als 

3R,  demnach  der  Betrag  des  Ausdrucks  kleiner  als  das 

SR 
Product  der  von  x^  unabhängigen  (Brösse  -^  in  das  über  d  d- 

^0 
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genommene  und  durch  2  n  dividirte  Integral,  welches  gleich  der 
Einheit  ist;   mithin    liegt   der  Betrag  von  \-^r-~ —   unter  der 

1 .2.o...p 

2R 
Grösse  ——  selbst.    Ebenso  hat  in  dem  Nenner  des  Integrals  (5*) 

der  Factor  (^^(cos^  +  tsin^))'*  den  Betrag  /,  der  Factor 

^0  (cos  ^  + 1  sin  ^)  —  (t  —  t  J 
nach  dem  zweiten  Theile  des  aus  I,  §  61  angeführten  Satzes 
einen  nicht  kleineren  Betrag  als  die  positive  DiflFercnz  ^»— a«, 

während  im  Zähler  der  Betrag  von  {^—KqY  nicht  grösser   als 

rrj,  der  Betrag  von  /"(Co  +  e«  (cosv^  +  isin  v^))  wie  angenommen 

kleiner  als  Wl  ist.  Demnach   liegt  der  Betrag   der  zu   inte- 

grirenden  Function  unter  der   von  ^   unabhängigen    positiven 
Grösse 

(7) --TT' 

und  aus  dem  angegebenen  Grunde  ist  wieder  der  Betrag  des  Inte- 
grals  jRp^,  kleiner  als  der  vorliegende  Werth.    Dieser   nähert 


o. 


sich,  weil     °  ein  echter  Bruch  ist,    für  eine  stets   zunehmende 

Zahl  p  beliebig  der  Null,  und  deshalb  gilt  von  dem  Betrage 
des  Integrals  R^^^  das  gleiche,  wie  behauptet  worden  war.  Also 
ist  bewiesen,  dass  die  auf  der  rechten  Seite  von  (6)  befindliche 
Sumfne  bei  unendlicher  Ausdehnung  so  lange  convergirt  und  die 
Function  f{C)  richtig  darstellt,  als  der  Betrag  der  Differenz 
C— Lo  Meiner  als  die  Grösse  ^^  ist;  diese  tnuss  so  gewäJdt  werden, 
dass  unter  der  gleichen  für  l  geltenden  Bedingung  die  Func- 
tion /"(l)  eindeutig^  endlich  und  stetig  bleibt. 

Bei  dem  so  eben  geführten  Beweise  sind  keine  anderen 
Eigenschaften  der  Function  f{z)  benutzt  worden  als  diejenigen, 
welche  derselben  im  vorigen  §  beigelegt  und  in  der  Aussage 
des  Satzes  wiederholt  sind.  Für  den  in  dem  Gebiete  E  beliebig 
angenommenen  Werth  L*„  hat  man  die  positive  Grösse  p„  so  zu 
wählen,  dass  der  um  den  Punkt  l^  mit  dem  Radius  q^  beschrie- 
bene Kreis  ganz  in  E  liegt.  Es  darf  daher  q^  so  gross  ange- 
nommen werden,  dass  der  zijgehörige  Kreis  bis  an  die  Begren- 
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zang  von  E  heranreicht,  sie  jedoch  nicht  überschreitet.  Da  dies 
für  jeden  innerhalb  E  gelegenen  Punkt  t„  geschehen  kann,  so 
kommt  die  Eigmsciwft  der  Function  f{^)j  durch  (6)  in  eine  nach 
den  Potenjsen  von  C"~?o  fortschreitende  Reihe  entwickdhär  stu  seinj 
jeder  in  E  eindeutigen^  endlichen  wid  stetigen  Function  von  ^  eu^ 
und  ist  insofern  eine  allgemeine  Eigenschaß  der  Functionen  einer 
complexeti  Variable.  Weiter  folgt  ans  der  für  jede  Zahl  p  fest- 
gestellten  Relation,   nach   welcher   der  Betrag  des  Ausdrucks 

_'_  -^^^  ,  kleiner  als  der  Werth  der  durch  die  Potenz  g^  divi- 
1.2.8...;)  " 

dirten  Gonstante  ÜJt  ist,  dass  die  at*fder  rechten  Seite  von{iy)  befind- 
liche lieihc  bei  unendlicher  Ausdehnung  in  eine  ebet^^alls  convergente 
Reihe  übergeht^  sobald  statt  jedes  Gliedes  der  Betrag  desselben 
gesetzt  wird.  Denn  sobald  dies  geschieht  und  hierauf  für  die  auf 
einander  folgenden  Werthe  von  m  statt  des  Betrages  des  Factors 

f^''\Q  SR 

-  -  -  der  zu  grosse  Werth    -j  statt  des  Betrages  des  zu- 

gehörigen  Factors  (C— Cq)*"  die  Potenz  a*  der  oben  mit  a^  be- 
zeichneten Grösse  gesetzt  wird,  die  keinenfalls  einen  kleineren 
Werth  als  der  Betrag  von  c— l„  hat,  so  entsteht  unter  Vergrös- 
serung  aller  Beträge  die  geometrische  Reihe 

»(-^  (-:)"- -(::)'-•■)• 

welche  wegen  der  Voraussetzung  ^o^^u  convergirt;  daher  muss 
die  aufgestellte  Behauptung  richtig  sein. 

Wenn   die    Differenz   C— l«    als   neue   complexe   Variable 
x-¥iy  eingeführt   wird,   so  bekommt  die  zur  Darstellung  der 
Function  /"(to  +  x  +  ty)  aus  (6)  folgende  convergente  unendliche 
Reihe  die  Gestalt 
(8)    c,  +  id,  -f  (Ci  +  id,)  (a;-h  ty)  +  . . .  +  (c^  +  id^  (a;  +  ty/+ ... , 

durch  welche  in  I,  §  107  unter  der  unwesentlichen  Beschrän- 
kung auf  reelle  Coeflicienten  eine  Function  der  complexen  Va- 
riable x-¥iy  definirt,  und  die  in  §  77  dieses  Bandes  erwähnt 
ist.  Wir  nehmen  an,  dass,  nachdem  x-^iy  durch  eine  positive 
Grösse  R  ersetzt  worden,  die  Beträge  der  sänmitlichen  Glieder 


kleiiiür  als  eiuu  feste  GrüBse  Ü  sind.  Hieraus  folgt  vermöge  der 
am  erwähnten  Orte  gebrauebtuu  äcblUsse,  duss  für  die  Werthe 
x  +  ip,  deren  Beirag  Meiner  als  R  ist,  die  Reihe  (8)  utui  die  am 
den  Beträfen  ihrer  eimelnen  Glieder  (jchildete  RetJut  converifirt 
(Satz  (IIJ)  in  I,  §  107),  und  dass  gleicliseitlff  der  Werth  der 
Reihe  bei  der  Äetiderung  von  x  +  ijf  um  einen  Zuicac/ts  Jx  +  iJg 
von  beliebig  Meinem  Betrage  sich  um  beliebig  wenig  ändert 
(I,  §  108),  Wegen  der  zweiten  Eigenschaft  wprde  dort  die 
Reihe  stelig  genannt.  Es  ist  aber  in  §  106  dieses  ßandcs  her- 
vorgehoben, das»  die  Definition  einer  Fnnction  einer  cumplesen 
Variable,  welche  für  die  Function  t  +  iu  in  der  Gleichnni; 

(9)  dt  +  idu  =  (^+it])(dj:  +  idg) 
ausgedrückt  wird,  von  der  Definition  durch  eine  Reibe  von  der 
(ie»talt  (8)  verscliieden  ist.  Hieraus  entspringt  das  Bedürfnis«, 
nachzuweisen,  dass  die  in  I,  §  107  angewendete  Bezoiehnan^ 
mit  der  späteren  allgemeinen  Definition  im  Einklänge  steht,  oder 
dasH  die  Reihe  (8)  innerhalb  ihres  Convergenzgebiets  der  vor- 
stehenden Gleichung  (9)  Genüge  leistet,  was  aus  der  vorhin  er- 
wähnten zweiten  Eigenscbiift  noch  nicht  hervorgeht.  Es  sei  für 
eine  beliebige  Zahl  q,  wie  in  1,  §  107, 

(10)  s^{x+ig)  =  c^,+id^+(c,  +  idi)(x+if/)  +  ..  +(c^+id^){x+iy)', 
x+itj  erhalte  das  Increment  Ix+iJy,  wobei  sowohl  der  Be- 
tragr  von  x-\-  iy  wie  auch  der  Betragr,  von  x+iy-\-  Jx+i  Is 
mit  Rücksicht  auf  die  Convergenz  der  Reihe  unter  R  liegen 
muss;  dann  ist  zn  zeigen,  dass  für  zwei  beliebig  gross  zu  wüh- 
lende Zahlen  m  und  m,  der  Quotient 

^^'^  .1x  +  i.ls 

bei  einem  beständig  gegen  die  Null  abnehmenden  Betrage  von 

Jx+iJy  gegen  einen  festen  Grenzwerth  convergirt    Nm 

der  Betrag  der  Differenz 

(12)  s^^„{x-^iy)-s^{x+iy)={e^^,  +  id^^,)(x+iyf^'-\-. 

kleiner  als  das  Aggregat  der  Beträge  der  einzelnen  Glieder, 
und  deshalb  gewiss  kleiner  als  die  Summe 


§  122.  Darstellung  einer  Function  durch  eine  Potenzreihe.  717 

desgleichen  der  Betrag  der  Differenz 

(14)  -%+wi(^+  *y  "*■  ^ix:'{-iJy)  —  s^(x  +  iy  +  Jx-hiJy) 
kleiner  als  die  Summe 

„3.,  s((^)"V...^(^)'") 

ii) 

ferner  liegt  (13)  unter  der  Grösse  —  -- — >  (13»)  unter  der 
Grösse Weil  aber  die  im  Zähler  von  (11)  befind- 

■-^ 

liehe  Differenz  erhalten  wird,  indem  man  zu  der  Differenz 

(15)  s^(x  +  iy  +  Jx-hiJy)'-s^{x  +  iij) 

die  Differenz  (14)  positiv,  und  die  Differenz  (12)  negativ  hinzu- 
fügt, so  reicht  es  fUr  den  Beweis  aus,  zu  zeigen,  dass,  nachdem 
jede  Differenz  durch  Jx  +  iJy  dividirt  ist,  das  Aggregat  der 
drei  Quotienten  von  einem  festen  Grenzwerth  um  eine  Grösse 
von  beliebig  kleinem  Betrage  abweicht.  Die  Differenz  (15)  ist 
gleich  einer  Summe  von  Ausdrücken 

(16)  (c^  +  id^)  i(x  +  iy  +  Jx+  UyY-(x  +  iyY), 

wo  p  successive  von  1  bis  q  geht.  Entwickelt  i^an  die  Differenz 
nach  dem  binomischen  Satze  und  dividirt  durch  Jx-hiJy,  so 
folgt  auf  das  erste  Glied 

(17)  (c.  +  id^pix-hiy)'-'' 

ein  Ausdruck,  dessen  Betrag,  wofern  q  den  Betrag  von  Jx-\-iJy 
bedeutet,  von  der  folgenden  Summe  übertroffen  wird 

(18)  |(E(^^«^4....  +  ß^'), 
welche  offenbar  kleiner  als  die  Grösse 

(19J  ^^^('•+er'^ 

ist.  Es  weicht  daher  die  durch  Jx-hiJy  dividirte  Differenz 
(15)  von  der  Summe 
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(20)  T(c,  +  td^)p(^  +  tyr' 

um  eine  Grösse  ab,  deren  Betrag  kleiner  ist  als  die  von  p=2 
bis  p=9  ausgedehnte  Summe  von  (19);  diese  jedoch  bleibt 
unter  dem  Werth  der  unendlich  ausgedehnten  Summe  (19),  die 
nach  I,  §  99  gleich  dem  Ausdruck 

(21)  ^  ' 


b" 


(-^) 


ist.    Da  der  Betrag  der   durch  Jx  +  iJy  dividirten  Differenz 
(12)  und  (14)  nach  dem  obigen  beziehungsweise  kleiner  ist  als 

aie    uurcu    uen    ueirag  q    uiviaine    ijrosse     und 

,  SO  differirt  der  Quotient  (11)  von  der  Summe  (20) 


um  eine  Grösse,  deren  Betrag  unter  dem  Aggregat  der  Betrago 

(\7+l  /        \7+l 

liegt.  Sobald  aber  gleichzeitig  die  Zahl  q  so  gross  und  der 
Betrag   q    von    Jx-i-iJy   so    klein   gewählt   wird,    dass   der 

Quotient und   —  beliebig    klein   ausfUllt,   nähert 

()  i)  ° 

sich  jeder  der  Bestandtheile  von  (22),  und  folglich  auch  der 
Werth  (22)  selbst  der  Null.  Auf  diese  Art  ist  nachgewiesen, 
dass  sich  der  Quotient  (15)  in  dem  Convergenzgebiet  der  Reihe, 
wie  behauptet  worden,  einem  endlichen  festen  Grenzwerth  nähert, 
und  dass  der  letztere  durch  die  unendlich  auszudehnende  con- 
vergente  Summe  (20)  ausgedruckt  wird.  Der  gefundene  Grenz- 
werth  vertritt,    wenn  der  Werth  der  Reihe  (8)  mit  /  +  tu  he- 
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zeichoet  wird,  die  Id  der  Gleichung  (9)  vorkommende  Verbindung 
I  + 1 1,. 

Mil  dem  Beweise,  dass  der  Werth  der  Jteihe  {8}  in  deren 
ConvergetLsgebiet  die  Gleichung  (9)  erfüllt,  und  daher  nach  der 
aufgestellten  fdlgetticinen  Definition  eine  Function  von  x  +  iy 
ausdrückt ,  &-giebt  sich  also  gleichseitig  der  Satz ,  dass  der 
Differentialguotient  der  Function  (8)  in  Beeug  auf  die  Variable 
x  +  iy  im  Ckmvergetiegeiiiet  der  lieihe  übercdl  einen  endlichen 
Werth  hat,  und  dass  dessen  Ausdruck  erhalten  wird,  indem  man 
den  LHffercniialipioHenten  jedes  eineeinen  Gliedes  der  lieihe  nimmt. 

Das  Ergebniss  dieser  Betrachtung  lässt  sich  dahin  susam- 
menfasseii,  dass  eine  Potenzreihe  (8),  bei  der  alle  mit  der 
GrilsBe  R  gebildeten  Beträge  (8*)  kleiner  als  eine  feste  Grösse 
sind,  flir  dasjenige  Gebiet  der  complexen  Variable  a:  4-  iy,  in 
welchem  deren  Betrag  kleiner  als  E  ist,  eonvergirt  und  eine 
eindeutige,  endliche  und  stetige  Function  von  x  +  iy  darstellt. 
Ana  der  Eigenschaft  der  Reihe,  dass  die  absoluten  Beträge  der 
einzelnen  Glieder  eine  innerhalb  desselben  Gebiets  ebenfalls 
eonvergente  Reihe  liefern,  folgt,  wie  in  I,  §  109  bemerkt  wor- 
den ist,  dasB  auch  bei  der  Trennung  der  Glieder  in  ihren  reellen 
und  imaginären  Thcil  die  Summe  der  reellen  wie  der  imaginä- 
ren Theile,  absolut  genommen,  eonvergirt,  und  es  wird  in  diesem 
Falle  auch  die  Reibe  selbst  mit  einem  in  §81  gebrauchten  Aus- 
drucke eine  unbedingt  convergente  genannt. 


i  123.   Convflrgeczgebtet  der  xnr  DarsteUnng  von  Fiuiotloa*» 
einsT  oomplezeu  Variable  dienenden  Fotanzrelhen. 


In  dem  vorigen  §  bat  sich  gezeigt,  dass  eine  Function  /*(t)i 
die  fUr  das  Gebiet  der  complexcn  Variable  t,  in  welcbem  der 
Betrag  der  mit  einem  bestimmten  Werthe  'C„  gebildeten  Diffe- 
renz L~£«  unter  einer  gewissen  Grösse  e„  liegt,  eindeutig,  end- 
lieta  nnd  stetig  ist,  fUr  dieses  Gebiet  in  eine  nach  den  ganzen 
positiven  Potenzen  von  t— Co  fortschreitende  convergente  Reihe 
entwickelt  werden  kann,  bei  welcher  der  Betrag  jedes  Gliedes, 
naobdem  (ür  'C  —  l,  die  Grüsae  g,  snbstituirt  ist,  kleiner  als  eine 
gewisse    feste    Grt^sse    bleibt.     Dem   gegenüber   ist   festgestellt, 
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dass  eine  nach  den  ganzen  positiven  Potenzon  der  complexen 
Grösse  ^  — 1„  fortschreitende  Reihe,  bei  welcher  der  Betrag 
jedes  Gliedes,  nach  Ersetzting  von  t — l„  durch  eine  positive 
Grösse  Ä,  kleiner  ala  eine  gewisse  feste  Grösse  ist,  fUr  das  Ge- 
biet, in  dem  der  Betrag  von  C— ?„  unter  R  liegt,  convergirt 
und  eine  eindeutige,  endliche  und  stetige  Function  von  Z  aus- 
druckt. Aus  der  Vereinigung  dieser  Resultate  folgt  unmittelbar, 
dass,  wenn  das  Verhalten  einer  Function  f{C)  nir  alle  Werthe 
des  Arguments  l  bekannt  ist,  der  zu  einem  WertUe  r„  gehörige 
Wertb  Po  immer  so  gross  und  nur  so  gross  gewählt  werden 
darf,  dass  die  Function  f(Q  in  dem  Gebiet,  in  welchem  der 
Betrag  von  C — t,,  unter  q,  liegt,  eindeutig,  endlich  und  stetig 
ist,  dagegen  für  einen  Werth  C  diese  Bedingungen  nicht  erfüllt, 
welcher  zu  der  begrenzenden  Mannigfaltigkeit  der  ersten  Ord- 
nung gehört,  für  die  der  Betrag  von  C—t^  gleich  e„  isit 
Denn  eine  Potenzreihe,  welche  bis  zu  einem  Betrage  R  von  C — C, 
convergirte,  der  jenen  Werth  g„  übertrifft,  würde  eine  Fanc- 
tion  von  C  darstellen,  die  in  einem  weiteren  Umfange  etadeotig, 
endlich  und  stetig  wäre,  als  nach  der  Voraussetzung  der  Palt  ist 
Auf  diese  Weise  erlaubt  die  Theorie  der  Functionen  einer  com- 
plexen Grösse,  wie  in  §  121  gesagt  wurde,  die  BtMjingungcn 
der  Entwickelbarkeit  einer  Function  in  eine  Potenzreihe  aa» 
den  Eigenschaften  der  Function  von  vorne  herein  nhznleiten. 
Geometrisch  ausgedrückt,  ist  für  den  Punkt  t„  der  Rndins  p,  so 
anzunehmen,  dass  die  Function  {(l)  überall  innerhalb  des  mit 
dem  Radius  ^„  um  l„  beschriebenen  Kreises  eindeutig,  endlich 
und  stetig  bleibt,  dagegen  in  dem  Umfange  des  Kreises  eine 
dieser  Eigenschaften  verliert;  für  diesen  Kreis  wird  der  Name  de» 
CoQvergenzkreises  gebraucht.  Das  bezeichnete  Princip  soll  jctit 
auf  die  fundamentalen  Functionen  der  Analysis  angewendet 
werden. 

(I)    Es  seien  G  und   M  ganze  Zahlen   ohne   gemeinsamen 
Theiler,   die  zweite  positiv,  mithin  die  Potenz  mit  detu  EIxim- 


nenten  . 


6 


(I) 

eine  Jtf-dentigi-    Function 


Für    jeden   Werth  Ctf 
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Ausnahme  des  Werthes  Null  kann  dieselbe  in  der  Umgebung 
von  L^  als  eindeutig    definirt  werden.    Nach  §  112  gehört  zu 

1  G 

M  M 

der  Function  t  und  deshalb  auch  zu  der  vorliegenden  ^  eine 
Jlf-bUitterige  Fläclie  mit  einem  einzigen  bei  C=0  vorhandenen 
Windungspunkt  der  {M—\)  ten  Ordnung.  Daher  ist  der  um 
C«  zu  beschreibende  Convergenzkreis  gerade  durch  den  Punkt 
C==0  hindurchzufuhren,  folglich  q^  gleich  dem  Betrage  von  t^ 
zu  nehmen.   Setzt  man  t— to  =  a?  +  ty,  so  existirt  demnach  für 

G^ 
M 

die  Function  {t^-^-x-^iy)  eine  nach  den  ganzen  positiven 
Potenzen  von  x-^iy  fortschreitende  Entwickelung,  die  so  lange 
convergirt,  als  der  Betrag  von  x-^iy  kleiner  als  der  Betrag 
von  fo  bleibt. 

(II)  Nach  §  116  ist  die  Function 

(2)  log  r, 

welche  durch  die  Forderung  bestimmt  wird,  der  Gleichung 

zu  gentigen  und  fUr  ^  =  1  zu  verschwinden,  eine  vieldeutige 
Function  von  ^,  deren  sämmtliche  Wcrthe  aus  einem  beliebigen 
durch  Hinzuaddircn  eines  beliebigen  ganzen  Vielfachen  der 
Grösse  27ii  entstehen,  und  die  fUr  ^=0  ins  Unendliche  wächst. 
Zu  derselben  gehört  eine  Fläche  von  unbegrenzt  vielen  Blättern, 
die  bei  C=0  durch  einen  Windungspunkt  vereinigt  sind.  Ftir 
einen  beliebigen  von  Null  verschiedenen  Werth  C«  ist  daher  der 
Convergenzkreis  wie  bei  (I)  durch  den  Funkt  l  =  0  zu  legen, 
also  Qo  gleich  dem  Betrage  von  t«  zu  machen;  daher  ist  die 
Function  log  (c^  +  a:  +  i  y)  in  eine  nach  den  ganzen  positiven 
Potenzen  von  x  +  iy  fortschreitende  Reihe  entwickelbar,  die  für 
jeden  Betrag  von  x+iy,  der  unter  dem  Betrage  von  C«  liegt, 
convergirt. 

(III)  Nach  demselben  §  ist  die  Function 

(3)  e\ 

welche  durch  die  Forderung  bestimmt  wird,  die  Gleichung 

ZU  eritillen  und  für  C=0  gleich  der  Einheit  zu  sein,   für  jedes 

UpMhlts,  AbaIt^Is  II.  ^^ 
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Argument  C  eine  eindeutige  endliclie  nnd  stetige  Function.  Bei 
jedem  endlichen  Wertlie  von  c„  darf  daher  der  Radius  p,  dea 
Co n Fergen zk reise 8  heliebig  gross  genommen  werden;  deshalb 
eonvergirt  die  für  die  Function  e'"'*''^^'*  aufzusfcllendc,  nach  den 
ganzen  positiven  Potenzen  von  x  +  iy  geordnete  Reihe  für  jeden 
Betrag  von  x  +  i  y, 

(IV)  Wenn  n  einen  beliebigen  reellen  oder  complexen  Werth 
bedeutet,  so  kann  mit  Hülfe  der  beiden  Functionen  logt 
eine  Function  von  'C  durch  den  Ausdruck 

(4)  r =«■■"'' 

deünirt    werden.     Dieselbe    föllt    für  jeden    rationalen 

w  =  ^    mit  der  in  (I)  deönirten  Function  l     zusammen, 

wird  als  eine  Potenz  von  der  Basig  t  nnd  dem  Exponentei 
bezeichnet;  die  Bildung  ihres  Differentialquotienten  fuhrt  zu  der 
Gleichung 

M.C)  _nC 

führt,  die  für  die  rationalen  Wcrthe  von  n  in  (IG)  des  §  112 
Übergeht.  Die  Function  t"  wird  durch  dieselben  Beschriloknu- 
gen  wie  log  t  eindeutig  gemacht,  so  dass  bei  der  Wahl  von  L', 
alle  Werthe  mit  Ausnahme  des  Werthcs  Null  zulässig  sind.  Da- 
her hat  der  um  t«  beschriebene  Convergenzkreis  durch  deu 
Punkt  C=^0  zu  gehen,  ^dcr  Radius  q^  ist  wieder  gleich  dem 
Betrage  von  C„,  und  die  fllr  die  Function  (Cg  +  x-^iy)'  zu  bil- 
dende  Potenzreihe  eonvergirt    unter    derselben  Voransset 

wie  bei  den  Functionen  log  t  und  t'  . 

Um  die  Entwickeln  ngen  der  fundamentalen  FunctioiKB 
der  Analjsis  so  zu  erhalten,  wie  sie  im  ersten  Bande  mitge- 
theilt  sind,  ist  die  GrHssc  C,  in  (I),  (U),  (IV)  gleich  der  Ein- 
heit, in  (ITT)  gleich  Null  zn  setzen,  was  auf  das  Wesen  der  Reihen 
keinen  Einfluss  ansUbt.  Es  entsteht  bei  (III)  die  in  I,  S  1 13  er- 
örterte Ex  ponential  reihe 


W) 


(5) 


=  1  - 
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welche  für  jeden  Betrag  von  z  convergirt,  bei  (11)  die  in  I,  §  118 
aufgestellte  logarithmische  Reihe 

(6)  iog(l+;,)  =  i-_:J  +  :^  +  ..., 

welche  für  jeden  unter  der  Einheit  liegenden  Betrag  von  e  con- 
vergirt,  und  bei  (I)  und  (IV)  die  in  I,  §  117  u.  flf.  für  alle  reellen 
Werthe  von  n  untersuchte  Binomialreihe 

(7)  (i  +  ^)"  =  i  +  ^^  +  ü(^Izl)  ^.+  ... 

1  1  • « 

die  ebenfalls  fttr  jeden  unter  der  Einheit  befindlichen  Betrag 
von  e  convergirt.  In  (6)  ist  derjenige  unter  den  Werthen  der 
Function  log(l  +  £r)  dargestellt,  welcher  für  j8r  =  0  verschwin- 
det, weshalb  an  der  erwähnten  Stelle,  indem  z^^x-^-iy  gesetzt 
ist,  statt  log  (1  +  z)  der  Ausdruck 

(6.)  logi/(l  +  a;)*  +  y*  +  » arctg  y^ 

erscheint    und    so    bestimmt    wird,    dass  arctg  -    —  zwischen 

^  1+a? 

den  Grenzen  — —  und  —  eingeschlossen  sein  soll.  Desgleichen 

verwandelt  sich  die  linke  Seite  von  (7),  welche  durch  die  Glei- 
chung 

(7.)  (1  +  ;P)"  =  C"'"«^^+*^ 

definirt  ist,  unter  der  Voraussetzung,  dass  log  (1  +  z)  wie  in 
(6«)  interpretirt  wird,  in  den  Ausdruck 

n  (log •(+I?'-iV+  'M« tg  j^) 

(7b)  c  , 

welcher  für  einen   reellen  Werth  von  n  mit  der  Werthbestim- 

mung  der  Binominalreihe  (22)  in  I,  §  118  zusammenfällt. 

Die  Gleichungen  (2*),   (3*),   (4*),   welche  beziehungsweise 

für  die  Functionen  log  C,  e'j  ^"  aufgestellt  sind,  drücken  eine 
Relation  zwischen  dem  Differentialquotienten  der  betreffenden 
Function,  dieser  selbst  und  der  unabhängigen  Variable  aus. 
Jede  dieser  Relationen  ist  eine  Differentialgleichung^  durch  welche 
die  ihr  genügende  Function  vollständig  bestimmt  wird,  sobald  der 
zu  einem  Werth  der  Variable  zugeordnete  Werth  der  Function 
gegeben  ist.  Auch  sieht  man  leicht,  wie  die  Eigenschaften  der 
einzelnen  Function,  welche  gebraucht  wurden,  um  die  Entwickel- 
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barkeit  der  rnnction  in  eine  Potenzreibe  von  vorne  berein  lo 
beurtheileu,  aus  der  zuyeblirigeu  Differentialgleichung  hervor- 
gehen. Auf  diesem  Wege  forUchreiteud  ist  man  dazu  gelangt, 
in  einem  weiten  Umfange  fllr  Functionen,  die  eine  Differential- 
gleichung befriedigen,  und  fur  Systeme  von  Functionen,  deres 
Abhängigkeit  von  einer  Variable  durch  ein  System  von  Diffe- 
reutialgleiehungen  bestimmt  ist,  von  vorne  herein  die  Bedingno- 
gen  anzugeben,  unter  denen  die  in  Rede  stehenden  FuDctioncD 
durch  convergente  Reihen,  die  nach  den  Potenzen  der  unabhän- 
gigen Variable  fortschreite n,  dargestellt  werden  können.  In  die- 
ser Hinsicht  verweisen  wir  auf  einen  Satz,  der  von  Weierstrass 
in  der  schon  erwähnten  Abhandlung  über  die  Theorie  der  tma- 
Ifftischen  FacultiUen,  art.  7  ausgesprochen,  und  von  Briot  tad 
Boutpiet  in  den  recherches  swr  les  propriHh  des  fondions  d^nia 
par  des  ^ptations  differentieUes,  Journal  de  l'öcole  polytectanique, 
cahier  36  bewiesen  ist,  desgleichen  auf  die  Abhandlung  Rieman»*: 
Beiträge  sur  Theorie  der  durch  die  Gauss' sch*i  Reihe  F{a,ßjf!^^ 
darstellbaren  f\t»cHonen,  Güttingeu  1857.  ^^M 

%  124.    BMtünmtuig  einer  Fnnotlon,  deren  reeller  Thell  tb 

die  BegTenznni:  dei  Qeblets  der  oomplezea  Variable  beliebig 

gegeben  Ut. 

Die  verschiedenen  Functionen  einer  compleseu  Variable, 
welche  bisber  vorgekommen  sind,  waren  entweder  durch  alge- 
braische Operationen  und  daher  unmittelbar  bestimmt,  oder  als 
Integrale  von  DiFTercntialausd rücken  oder  durch  Differential- 
gleichungen gegeben  und  dann  vollständig  durch  die  Bedingung 
bestimmt,  dass  zu  einem  gewissen  Werth  der  Variable  ein  vor- 
geschriebener Werth  der  Function  gehöre.  Allein  schon  der 
Umstand,  dass  das  Gebiet  einer  complexen  Variable  x  +  ij/ 
nichts  anderes  als  die  zweifach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit 
der  beiden  reellen  Variabein  x  und  y  ist,  deutet  daranf  hin, 
dass  Functionen  einer  coniplexen  Variable  auch  durch  eine  an- 
dere Art  von  Forderungen  bestimmt  sein  ki'mneni  hierftlr  bietet 
der  CliMCÄ.v'8che  Satz  einen  näheren  Anhalt.  Nach  den  Bezeich- 
nungen des  §  121  hat  dieser  Satz  den  Ausdruck 
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Wenn  also  der  Werth  der  Function  f{js)  für  eine  geschlossene 
Linie  L  bekannt  ist,  die  das  einfach  zusammenhängende  Gebiet 
begrenzt,  in  welchem  der  Punkt  t  liegt,  und  für  welches  f  {^) 
eindeutig,  endlich  und  stetig  ist,  so  folgt  daraus  die  Kenntniss 
des  Werthes  von  f{s)  für  jeden  diesem  Gebiete  angehörenden 
Werth  von  e.  Dies  flihrt  zu  der  Frage,  in  wie  weit  der 
Function  f{e)  für  die  geschlossene  Linie  L  beliebige  Werthe 
vorgeschrieben  werden  können.  Um  eine  Antwort  zu  finden, 
gehen  wir  zu  dem  System  von  partiellen  Differentialgleichungen 
der  ersten  Ordnung  zurück,  dem  der  reelle  und  imaginäre  Theil 
der  Function  /*  (^)  =  ^  + « «  genügen  müssen,  und  leiten  eine  par- 
tielle Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  ab,  die  von  t 
und  tt  allein  befriedigt  wird.  Aus  dem  in  Bede  stehenden 
System  (4)  des  §  106, 

.^v  dt    du        du  dt 

^^^  dx         dy        dx  dy 

folgt  durch  wiederholte  partielle  Differentiation 

dx^        dx  dy      dxOy  dy* 

und 
,-v  dU         d^u        d*u  dU 


dxdy         dy*         dx*  dxdy^ 

es  muss  daher  t  der  Gleichung 

und  tt  der  ebenso  gebildeten  Gleichung 

genügen.  Man  kann  nun  die  Untersuchung  der  Ausdrücke 
t  +  iu,  welche  das  System  (2)  erfüllen,  auf  jede  der  beiden  vor- 
liegenden partiellen  Differentialgleichungen  der  zweiten  Ordnung 
gründen.  Denn  wenn  t  eine  Function  von  x  und  y  bedeutet, 
die  der  Gleichung  (5)  genügt,  und  für  das  Gebiet  E  der  Va- 
riabein mit  Einschluss  der  ersten  partiellen  Differentialquotienten 

dt  dt 

und  -^  -  eindeutig,  endlich   und  stetig  ist,  so  enthält  die 


dx  dy 

Gleichung  (5),  folgendermassen  geschrieben 


d 
(5*) 


(M^'-^'O. 


dx  dy 


LÖKung  eiücr  Aiil'^abu  für  i'inti  Function  eiuer  coin|ilt.vt'iJ  Vurisbl-;   S  l^'*- 
!  Bedingniigen  der  Integrabilität  fUr  (leu  Differentialausdruck 


(o; 


dx- 


Sl 


du. 


m 


Durch  lutcgratiuD  (lesselbeu  entsteht  eine  Function  u,  vuu  x 
und  y,  die  bis  auf  eine  reelle  additive  Coustante  vollständig 
bestimmt  ist,  und  die  Gleichungen 

a»,  ^  _  ät       ä»t_^J)t_ 
dx  dt/        5y        Sx 

erflillt.  Diese  haben  die  Gestalt  der  Gleicbnu^eti  (2),  so  ( 
t  +  iu,  eine  Function  von  r  +  iyseia  musa;  zugleich  leitcblet 
ein,  dass  wenn  ftlr  dieselbe  Function  t  die  Function  f  +  iuv»D 
■x-¥  itf  gege)>en  ist,  die  Functionen  u  und  u,  nur  um  eine  reelle 
additive  Constante  dilferircn  können.  Bis  auf  die  Hinzafllgunf; 
einer  solchen  ist  also  die  Function  t  +  iu  bestimmt,  enbahl  ihr 
reetter  Tbeil  (  bestimmt  ist. 

Wir  wollen   ferner  zeigen,  daea  eine  Function  t,  die  im 
dl        ,    dl      . 


luncrn  eines  Gebiets  E  mit  Einseblnss  von 


dx 


und 
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deutig,  endlich  und  stetig  ist,  und  die  Gleichung  (5)  befriedigt, 

nur  auf  eine  einzige  Weise   der   Forderung  gentigen  kann,  in 

der  Begrenzung  von  E  beliebig  vorgesebriebene  Wertho  »md- 

nehmen.     Es  seien  t  und  t,  zwei  verschiedene  Functionen,  die 

das  Verlangte. leisten,  so  muss  die  Differenz  derselben 

(8)  l,~i  =  T 

im  Innern  von  E  mit  Einschluss  von    -  —  und 


(JX 


endliüh  und  stetig  f 
(9) 


ä'J 


i'indunlifr, 


An,  die  Gleichung 

befriedigen  und  in  der  ganzen  Begrenzung  von  £*  versehwinden. 
Jetzt  wird  ülwr  das  ganne  Gebiet  E  das  dopjielte  Integral 

erstreckt,  und  jeder  der  beiden  Summanden 

FUr  sieb  betrachtet.    Indem   man    bei  dem  ersten  mit  der  i 
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dx  auszuführenden  Integration  beginnt,  giebt  die  theilweise 
Integration 

WO  in  dem  eingeklammerten  Ausdruck  die  Integrationsgrenzen 
vorschriftsmässig  zu  substituiren  sind.  Da  aber  T  nach  der 
Voraussetzung  in  der  ganzen  Begrenzung  von  U  gleich  Null  ist, 
so  verschwindet  dadurch  der  betreffende  Ausdruck  überhaupt 
Das  gleiche  zeigt  sich  bei  der  entsprechenden  Behandlung  des 
zweiten  Summanden 

so  dass  durch  Addition  der  umgeformten  Ausdrücke  die  Glei- 
chung 

entsteht.  Hier  wird  das  Integral  der  rechten  Seite  vermöge  der 
Gleichung  (9)  gleich  einer  Summe  von  verschwindenden  Ele- 
menten und  deshalb  gleich  Null,  mithin  muss  auch  das  Integral 
der  linken  Seite  gleich  Null  sein.  Bei  demselben  ist  die  mit 
dem  positiven  Factor  da; dy  multiplicirte  Function  eine  Summe 
von  zwei  reellen  Quadraten.  Wäre  ihr  Werth  in  irgend  einem 
Theile  von  E  nicht  gleich  Null,  so  würde  sich  ein  positiver 
Werth  des  Integrals  ergeben,  und  daraus  ein  Widerspruch  ent- 
stehen. Die  Function  muss  also  überall  in  E  verschwinden. 
Dies  kann  aber  nur  dadurch  erfolgen,  dass  die  Basis  jedes  ein- 
zelnen Quadrats  verschwindet,    weshalb   überall   in   E  sowohl 

^ —  =  0  wie  auch    ^,--  =  0  sein  muss.  Hieraus  folgt,  dass  die 
dx  ay 

Function  T  sich  nicht  ändern  kann;  weil  dieselbe  aber  in  der 

Begrenzung   von  E  überall   gleich  Null  ist,   kann  sie  in  dem 

ganzen   Gebiete  E  keinen   andern    constanten  Werth   als  den 

Werth  Null   haben.    Aus   diesem  Grunde   ist  T  überall  in  E 

gleich  Null,   mithin  t=^t^,  und   es   steht  fest,  dass  die  für  die 

Function  t  gestellte  Forderung  niemals  von  zwei  verschiedenen 

Functionen  erfüllt  werden  kann. 
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Hiernach  ist  eine  Function  t+iu  für  das  von  einer  Lifii 
L  eiiigeschloBsene  einfach  zusamiuenhüngeiide  Gebiet,  io  welchem 
die  Function  eindeutig,  eiidlieb  uud  stetig  sein  soll,  wofern 
der  Werth  des  reellen  Theiles  t  fltr  die  Linie  L  gegeben  ist, 
bis  auf  eine  der  entsprechenden  Function  u  hinzuzufügende  reeliti 
Constante  vollstäudig  bestinmit.  Für  den  Fall,  dam  die  Linie  L 
einen  Kreis  bedeutet,  der  mit  dem  Radius  if  um  den  Nullpunkt 
beschrieben  ist ,  werden  wir  jetzt  die  Aufgabe  lösen ,  eine 
Function  t  +  iu  so  zu  bestimmen,  daes  der  reelle  Theil  /  iii 
der  Kreisperipberie  beliebig  vorgeschriebene  Werthe  annehme. 
Bei  Anwendung  der  Polarcoordinaten  x=^rcosO^,  y  =  rein5 
sei  ipCö)  eine  beliebige  Function  des  Orts,  welcher  (  für  r  =  Ä 
gleich  werden  soll.  Eine  fUr  jeden  Betrag  r<zR  eindeutige, 
emllicbe  und  stetige  Function  t  +  iu  von  x  +  iy  wird 
§  122  durch  eine  dort  mit  (8)  bezeichnete  Fotenzreibe  < 
gestellt 

(15}  t+iu  =  (c,+id,)+{c,  +  id,)(x+ip)  +  (c,  +  id^)(x+i}f)*- 
ihr  reeller  Theil  lautet  in  den  genannten  Polarcoordinaten  fdl| 
deruiassen, 

(16)  (=c. +(c,coa»— d,sin#)r  +  (c,co82*— (I,ain2»)r''' 
uud  ist  in  §  77  unter  (3)  angeführt.  Durch  die  Forderung,  das« 
i  für  r  =  Ü  gleicli  der  von  *  ^^  —  ji  bis  +  -i  gegebenen  Func- 
tion (;p(y)  sei,  werden  die  Constanten  c„,  c,,rf[,...  bestimmt, 
indem  man  rp(i})  vermöge  §  78  in  eine  nach  den  Sinus  und 
Cosinna  der  Vielfachen  von  it  fortschreitende  trigonometrische 
Reihe  entwickelt,  deren  Convergenz  daselbst  genau  untersucht 
ist.  Aus  den  dortigen  Gleichuugen  (11)  folgen  die  Bestim- 
mungen 


1 


tp  (a)  da, 


»cosgcda,  ggl 


^^(a)sing«da,3^1. 
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Demnach  bleibt  d„  als  eine  der  Fnnction  u  beliebig  beizufügende 
Constante  unbestimmt,  während  nach  (17)  die  übrigen  zur  Bil- 
dung von  t-hiu  gehörenden  Constanten  die  Werthe  erhalten 


^0 


(18)   { 


n 


^n 


n 

^«+*^«= —  /  g> (a)  (cosöf «— isinöftt)  da    - 

Aus    denselben    geht    hervor,    dass    die    sämmtlichen    Beträge 

rcj  +  dj  If  eine  gewisse  feste  Grösse  nicht  übertreffen,  was 
nach  §  122  zu  dem  Schlüsse  berechtigt,  dass  die  Reihe  (15)  ttir 
jeden  unter  R  liegenden  Betrag  r  convergirt  und  die  verlangte 
Beschaffenheit  hat.  Nach  der  vorgetragenen  Theorie  der  trigo- 
nometrischen Reiben  convergirt  die  Reihe,  welche  den  reellen 
Theil  darstellt,  für  r'=^Ii,  falls  (p{y>)  den  dort  angegebenen  Be- 
dingungen der  Endlichkeit  genügt,  die  wir  als  erfüllt  voraus- 
setzen. Ferner  lehrt  ein  Satz  in  I,  §  108,  dass  sich  alsdann 
die  rechte  Seite  von  (16)  stetig  mit  r  ändert,  falls  r  dem  Werthe 
R  beliebig  genähert  wird  und  in  denselben  übergeht. 

Um  dagegen  zu  beurtheilen,  wie  sich  die  Function  u  bei 
einer  beliebigen  Annäherung  von  r  an  den  Werth  R  verhalte, 
ist  die  Erzeugung  von  u  durch  Integration  des  vollständigen 
Differentials  (6)  zu  benutzen,  welcher  Process  nur  dann  für  den 
Werth  r=^R  ausgeftthrt  werden  kann,  wenn  die  Function  t 
für  r  =  iZ  und  jedes  ^  eindeutig  bestimmte  endliche  partielle 

Differentialquotienten  ^     und  j-  hat    Diese  Voraussetzung  ist 

erfüllt,  wofern  die  zu  den  unabhängigen  Variabein  r  und  ^  ge- 

hörenden   partiellen   Differentialquotienten  ^- und  ^-^  für  r^=iJ 

und  jedes  &  eindeutig  bestimmte  endliche  Werthe  annehmen, 
da  die  Gleichungen 

dt  dt  ^^dt      .    ^ 

r^-=      ^-rcos^+ TT-rsin* 
ar  da  ay 

dt  dt       .     a^d^  a 

oxr  da  oy 

bestehen. 
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Sabstituirt  man  die  in  (18)  angegebenen  Werthe  der  Con- 
stanten in  den  Ausdruck  t-^iu,  bei  dem  von  jetzt  ab  voraus- 
gesetzt wird,  dass  u  für  r  =  0  verschwinde,  mithin  d«  =  ^  s®^ 
so  entsteht  der  Summenausdruck 

1       /  ^~*     1       /  («JP  +  *^)* 

(19)    ^  +  tM=  —  lqi{a)da'\'    2!  —  /  y(a)(co8ga  — i8inga)da     -    — . 


—  n  —n 


Für  einen  unter  R  liegenden  Betrag  r  dürfen  die  bestimmten  In- 
tegrale zu  einem  einzigen  vereinigt  werden,  unter  dessen  Zei- 
chen eine  convergente  unendliche  geometrische  Reihe  mit  dem 

Quotienten  — ^  sin  «;  yx — ij)_  ^^^^y^^^^^^   jj^^  ^,^^  j^  g  gg 

snmmirt,  das  folgende  Resultat  hervorbringt, 

1 


(20)    <  +  iu 


^'«=^ /tWI- 


(cos  a  —  i  sin  «)  {x  +  iy) 


R 

Dasselbe  Ulsst  sich  mit  Hülfe  des  Cauchy'sahen  Satzes 
direct  beweisen.  Bezeichnet  man  die  zu  suchende  Function  t-i-iu 
wie  früher  mit  f{x-\-iy\  die  derselben  conjugirte  t  —  iu  mit 
(j{x — iy\    80    ist    die    gegebene    Function    fp(ct)    gleich    dciu 

Werthe,    den     das     Aggregat    ^  f{3c+iy)  +  -^  9{^—  i  If)    für 

Art  md 

a;4-iy  =  jR(co8a4- isina)  oder  kürzer  iJe"  annimmt,  mithin 

(21)  ./.(«)=  \f{Rc"')  +  \g{Rc-''). 

Nun  kann  der  Factor,  den  <jp  (a)  in  (20)  unter  dem  Integral- 
zeichen hat,  80  umgeformt  werden,  dass  einmal  nur  Re*\  das 
zweite  Mal  nur  Re~"'  vorkommt, 

und 

1    /       d(Rc-''')  d(Re-'") 


i    I    T, .— '«  R  2Rc 

x  +  iy 

Es  darf  daher  die   rechte  Seite  von  (20)  durch  das  Aggregat 
der  beiden  Integrale 
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— n 


d{Be 
2Re 


t/  \  x  +  ty 

ersetzt  werden,  deren  jedes  mittelst  doppelter  Anwendung  des 
Cauchy'Qchen  Satzes  bestimmbar  ist.  In  (24)  soll  eine  Integra- 
tion längs  der  Peripherie  des  Kreises  vom  Radius  R  im  posi- 
tiven Sinne  ausgeführt  werden;  da  ferner  der  Funkt  x-hiy  so- 
wie der  Nullpunkt  innerhalb  des  Kreises  liegen,  so  folgt  aus 
der  obigen  Gleichung  (1),  indem  zuerst  C  =  a;  +  ty,  dann  t=0 

genommen   wird,   der  Werth  f(x  +  iy)—-f{Oy   In  (25)  läuft 

die  Integration  im  entgegengesetzten  Sinne,  dabei  erhält  ^  zuerst 

den  Werth  -  -   .->  und  hierauf  wieder  den  Werth  Null.  Wegen 
x  +  ty  ° 

der  Voraussetzung,  dass  der  Punkt  x  +  iy  im  Kreise  vom  Ra- 

dius  R  enthalten  ist,    befindet  sich  der  Punkt      7  .   >    welcher 

x+iy 

demselben  nach  dem  in  (III)  des  §  109  erörterten  Gesetze  zuge- 
hört, noth wendig  ausserhalb  des  Kreises.  Demnach  liefert  der 
erste  in  der  Klammer  des  Integrals  (25)  befindliche  Ausdruck, 
wie  in  §  121  bemerkt  worden,  ein  verschwindendes  Resultat, 
dagegen  der  zweite  mit  seinem  Vorzeichen  genommene  Ausdruck 
vermöge   der   im   negativen  Sinne   fortschreitenden  Integration 

das  Resultat  -^g{0).    Weil   aber  angenommen  wurde,   dass  u 

für  X'{'iy  =  0  verschwinden  soll,  so  ist  f(0)  reell,  mithin 
/' (0)  —  (7  (0)  =  0,  und  das  Aggregat  von  (24)  und  (25)  wird,  wie 
behauptet,  dem  Functionswerthe  fix  +  iy)  gleich. 

Bei  dem  so  eben  mittelst  des  Cauchy'sahQn  Satzes  ge- 
führten Beweise  wird  die  Existenz  der  gesuchten  Function 
t  +  iu  und  ihres  Differentialquotienten  für  das  Innere  des 
Kreises  mit  Einschluss  der  Peripherie  vorausgesetzt,  während 
die  Existenz  von  u  für  r=H  nach  dem  Obigen  nur  dann 
feststeht ,   wenn    für  r  =  R  und  jeden  Werth   von  ^  die  par- 
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tiellen     Differentialquotienten    ^      und  ^     bestimmte    endliche 

Werthe  haben.  Der  zweite  von  diesen  fällt  mit  dem  nach  ^ 
genommenen  Differentialqnotienten  der  gegebenen  Function  (p  (^) 
zusammen,  so  dass  sich  die  demselben  auferlegte  Bedingung 
direct  auf  rp  (v^)  bezieht  Man  kann  aber  über  die  Function 
y(^)  eine  zweite  Voraussetzung  machen,   aus  welcher  die  für 

-^     verlangte  Eigenschaft  folgt.    Zu  diesem  Behuf  möge  die  Be- 

dingung  dafür,  dass  ^  +  tu  eine  Function  von  x-^-iy  ist,  in  den 
Variabeln  r  und  ^  ausgedrückt  werden.  Da  die  characteristische 
Gleichung 

(26)  dt'{'idu  =  {^  +  ifj)(dx'hidy) 
in  die  Gleichung 

(27)  dt'\'idu  =  (^  +  i>]){x  +  ifj){d\ogr'hidi^) 
übergeht,  so  ist  der  von  t-hiu  nach  der  complexen  Variable 
logr4-i/>  genommene  Differentialquotient  gleich  (?+»';)  (^+ty), 
und  man  erhält  die  gesuchten  partiellen  Differentialgleichungen 
aus  (2),  indem  statt  x,  y  respective  log  r,  ^  genommen  wird, 
nämlich 

.^gv  dt     du  du    dt 

^^  äb^""    dT'  öTogr""""    d&  ' 

Ebenso  wie  aus  (2)  die  partiellen  Differentialgleichungen  (fo 
und  (6)  hervorgehen,  folgen  aus  (28)  die  partiellen  Differential- 
gleichungen der  zweiten  Ordnung 

Vermöge   der   ersten  derselben  entsteht    ^,--=^  -^ — ,  indem 
"  dlogr  or 

—  -g    ,    mit  (nogr  = multiplicirt  und   für  ein  ungeänder- 

tes  d-  integrirt  wird.  Bei  einer  mit  r  =  r^  beginnenden  Inte- 
gration gilt  demnach  die  Gleichung 


(31)  r-l-^ 


9 

_   ( dt\ rjy_  «*' 
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Da  der  zweite  DifTereatialquotient  j^  für  r  =  Jt  wieder  gleicli 

dem  zweiten  nacli  !>  geuommcnen  DifFerentiaiquotienten  der 
FunctifiD  tfl^)  ist,  so  wird  durch  die  Voraussetznng,  dass  der- 
selbe für  jedes  ff  eindeutig  bestiinnit  und  endlich  sei,  bewirkt, 
dass  der  partielle  Differentialquotient  -:  -  filr  r  =  Ä  und  jedes 

ff  einen  bestimmten  endlichen  Werth  haben  muss.  Wird  also 
vorausgesetxt,  das  flir  jedes  ff  die  gegebene  Function  ^p  (ff)  mit 
EinscbluBs  ihres  ersten  nach  ff  genommenen  DifFerentiaiquotien- 
ten eindeutig  hestimnit,  endlich  und  stetig,  der  zweite  nach  ff 
genommene  DifFerentialquotient  eindeutig  bestimmt,  und  endlich 
sei,  so  genügt  dies,  um  zu  scbliessen,  dass  die  in  t  +  in  für 
r<iJt  definirte  Function  auch  für  r^B  existirt. 

Die  eben  genannte  Voraussetzung,  bei  welcher  in  dem  Be- 
griffe der  Stetigkeit  das  Uebereinstimmen  der  zu  ff  =  — jt  und 
ff  =  ?i  gehörenden  Werthe  eingeschlossen  ist,  fUlIt  mit  derje- 
nigen zusammen,  aus  welcher  nach  g  81  die  Sicherheit  ge- 
schöpft werden  kann,  dass  die  Glieder  der  in  (16)  für  die 
Function  t  aufgestellten  trigonometrischen  Reihe  bei  der  Sub- 
stitution r^R,  auch  absolut  genommen,  eine  convergente 
Reihe  liefern,  oder  mit  dem  dortigen  Ausdruck,  dass  die  be- 
zeichnete trigonometrische  Reihe  unbedingt  convergirt.  Für  die 
Reihe,  durch  welche  nach  (15)  die  Function  n  ausgedrtlckt  wird, 
folgt  alsdann  ebenfalls,  dase  sie  fllr  r  =  fl  unbedingt  convergirt. 
Ferner  lehrt  eine  am  Schlüsse  von  §  81  gemachte  Bemerkung, 
dt 


\  der  partielle  Differentialquotient  t-a  für  die  Werthe 


It 

mit  Kinschluss  vonr^=fi  durch  die  Reihe  dargestellt  wird, 
welche  aus  (16)  entsteht,  indem  man  die  einzelnen  Glieder  nach 
tf  differentiirt,  und  dass  eine  den  zweiten  partiellen  Differential- 
quotienten   -  öl   in  gleicher  Weise  darstellende  Reihe  vermittelst 

zweimaliger  nach  ff  genommenen  Differentiation  der  einzelnen 
Glieder  von  (16)  erhalten  wird.  Jetzt  kann  mau,  da  auf  der 
rechten  Seite  von  (16)  das  von  r  unabhängige  Glied  durch  die 
Differentiation  verschwindet,  die  Gleichung  (31)  benutzen  und 
,  ir 


die  mit  - 


multiplicirte  Reihe  von  r,  =  0  bis  r  integriren,  wo- 
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durch   eine   für   die   Werthe  r<R  mit  Einschluss  von  r  =  R 

d  t 

geltende  Darstellung  des  Ausdrucks  r-r-  entsteht.    Dieselbe  ist 

gleich  derjenigen,  die  ans  der  Differentiation  der  einzelnen 
Glieder  von  (16)  nach  r  hervorgeht,  und  zwar  enthält  die  mit- 
getheilte  Ableitung  den  Beweis,  dass  die  betreffende  Darstellung 
auch  mit  Einschluss  des  Werthes  r  =  JR  gilt.  Demnach  zeigt 
sich,  dass  in  Folge  der  Voraussetzungen,  welche  über  die  Func- 
tion q>{d)  und  deren  ersten  und  zweiten  nach  ^  genommenen 
Differentialquotienten  gemacht  sind,  der  reelle  und  imaginäre 
Theil  der  Function  t  +  tu  durch  Reihen  dargestellt  werden,  die 
mit  Einschluss  des  Kreisrandes  unbedingt  convergiren,  dass 
ferner  der  reelle  und  imaginäre  Theii  des  ersten  von  t-^-iu 
nach  logr  + 1  ^  genommenen  Differentialquotienten  durch  Reihen 
ausgedrückt  werden,  die  mit  Einschluss  des  Kreisrandes  noch 
convergiren.  Es  erfüllt  also  die  Potenzreihe,  durch  welche  die 
Function  t  +  iu  dargestellt  ist,  Bedingungen,  in  welchen  die  zu 
der  Anwendung  des  CbucAy'schen  Satzes  erforderlichen  Voraus- 
setzungen enthalten  sind. 
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